Fyzikalny Zasopis 20 (1970), No. 4

ZUR GEOMETRIE DES SENSORISCHEN RAUMES
VLADIMIR MAJERNIK, Bratislava

In der vorliegenden Arbeit werden einige, vom allgemeinen Standpunkt
der sensorischen Physik wichtigen geometrischen Parameter des sensori-
schen Raumes, dessen Metrik durch das Weber-Fechnersche Gesetz gene-
riert ist, bestimmt.

EINLEITUNG

Zur quantitativen Beschreibung von allgemeinen physikalischen Systemen
kann auf verschiedenen Ebenen der Abstraktion herangetreten werden.
In der abstraktesten Ebene der Beschreibung eines physikalischen Systems
tritt die Menge seiner physikalischen Zustinde M = {81, Sz, ..., Sn} sowie
die auf dieser Menge gegebene algebraische Struktur auf. Vom mathema-
tischen Standpunkt kann die Menge der Zustinde Mw je nach der auf ihr
definierten algebraischen Struktur, einen Ring, eine Algebra, eine Struktur
u. 4. bilden.

Die physikalischen Zustinde sind durch bestimmte ihnen zugeordnete
Werte der physikalischen Parameter fi, fs, ..., f» charakterisiert:

St = {fi% £ . D)
8 = A mwvv | mwv“ rees .\vav

S

1

{7, F575 s )

Vom geometrischen Standpunkt kann jedem Zubstand ein Punkt im sog.
Signalraum zugeordnet werden [1]. Die Relationen zwischen den Elementen
der Menge > kénnen dann, falls wir die geometrische Struktur des Signal-
raumes kennen, bestimmte geometrische Form bekommen.

In gewissen Fillen kénnen den Zustinden der Menge > Elemente der Menge
Z ={Z1,Zs, ...,Zy} zugeordnet werden, wobei jedem Zustand Z; e Z wie-
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derum eine n-titit der zugehorigen physikalischen Parameter 91,92, «-s gn
zugeordnet werden kann:

— 1 1 1
Z; = AQMVV va. zmy QMV

— (2 2 2
Zy = AQ:“ va“ tee Mv

Zm = {g", 65", ..., g},

Bei der Bestimmung der geometrischen Struktur der Menge Z, die im wei-
teren als Raum bezeichnet wird, ist es notwendig die Transformationsbezie-
hungen zwischen den Parametern des Raumes > und den entsprechenden
Parametern des Raumes Z,

g1 ”.ﬁwh\wu.\.&u..;.\rv Am.v
92 = Fo(fi, fo. ..., fn)

In = ﬁgﬁ_\,r.\.uu u.\.\:v
zu kennen.

Den Raum Z nennen wir das Abbild des Raumes >.Bei Kenntnis der Trans-
formationsbeziehungen (a) kann aus der geometrischen Struktur des Raumes
> auf die des Raumes Z geschlossen werden. Es kommt vor, daB die geo-
metrische Struktur des Raumes > sowie die Beziehungen (a) bekannt sind
und es ist erwiinscht den Raum Z zu beschreiben. Dies ist der Fall z. B. zwi-
schen dem Signalraum und dem sensorischen Raum in der sensorischen Phy-
sik [1]. Durch die Beziehungen (a) ist die Geometrie des sensorischen Raumes
und somit auch die vom Standpunkt der sensorischen Physik bendtigten
Grundparameter bestimmt. Die Beziehungen (a) sind in der sensorischen
Physik, zumindest in erster Niaherung, durch das Weber-Fechnersche Gesetz
[1], {5] gegeben. Dieses bestimmt daher auch die Struktur des sensorischen
Raumes. ,

Bei quantitativer Behandlung von im Rahmen des sensorischen Raumes
beschriebenen Perzeptionsphéinomenen wurden verschisdene quantitative
Kriterien, die in unmittelbarer Beziehung zu den geometrischen GriBen des
sensorischen Raumes stehen [1], wie z. B. Afinitit vom zwei Wahrnehmungen,
eingefithrt. Zu den geometrischen GroBen, die bei der Beurteilung von senso-
rischen Eigenschaften der Menge der Wahineshmungen eine wichtice Rolle
spielen, gehiéren vor allem die Entfernung von zwei Punkten des sensorischen
Raumes, die GréBe des Volumenelementes u. a.
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Die vorliegende Arbeit befalit sich mit der Bestimmung einiger relevanten
Parameter des sensorischen Raumes (der geodetischen Linge usw.), dessen
Metrik durch das Weber-Ferchnersche Transformationsgesetz generiert ist.

1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Im Raum, dessen Metrik durch einen metrischen Tensor 19:} gegeben ist,
wird die Gleicharg fitr die kiirzeste (gsodetische) Verbindung von zwei festen
Punkten mittels Variationsrechnung hergeleitet. Die Lange der Verbindungs-
linie soll extremal und ihre Variation somit gleich Null sein.

Wir werden die zwei willkiirlich aber fest gewéhlten Punkte verbindende
geodetische Linie

xt = zi(t) hh <t <y, 1=1,2 ... n (1)

im n-dimensionalen Raum aus der Kurvenschar X von Kurven verschiedener
Léinge, deren parametrische Darstsliung

ol = alt, @) b <t <t (2)

lautet und die die beiden festen Punkte verbinden, mittels Lingenvariation
nach dem Parameter o suchen. Die Linge einer Kurve aus der betrachteten
Schar X ist gegeben durch

123

dat dz7\ %
= o —— QN‘ ﬁmwv
* 9974 "t
N-
. dzi(t, o)
wobei die Groe s iiber die gy (21, ..., z#) und [3] von « abhingt.

dt
Nach Durchfithrung der Variation erhalten wir fiir die geodetische Linie
ein System von Differentialgleichungen folgenden Types

d2zt [ dz? dak ” i h—1 2
— : = 4, 1,7, =, 4., 4
ds? + L ds ds (4)
wobei
. N, [0 9 Ogp ~
= > g B

Z_ oxk ox? oxt
1

die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art [4] darstellt.
Mit Hiife des Skalars



9 = Det {gi;} = | gu1 12 -.. Gin

ga1 G22 ... G2n |
gut Gn .. Gna
kann das Volumenelement des n-dimensionalen Raumes [4] bestimmt werden:
dW = g dx'da? ... da». (5)

Hieraus erhalten wir fiir das #-dimensionale Volumen W des Raumteiles 9

W = [ |/gdatdat ... dun, (6)
i

und fiir das m-dimensionale Volumen Woa(m < n) eines Raumbereiches B des
Raumes das iiber B erstreckte m-fache Integral

Wem = [ #\W%ui&m ... dam, (7

B
wobei

y = Det YVags
mit

&F; oF;
Yag = Gz PYP G

Hierbei sind Fy(z =1, 2, ..., n) Transformationsfunktionen zwischen den
Koordinaten im Signalraum z1, a2, ..., #» und im sensorischen Raum.

2. METRIK DES SENSORISCHEN RAUMES

Die Transformationsgleichungen der Form (a} zwischen SignalgréBen und
sensorischen GrofBen stellen eigentlich das Grundgesetz der sensorischen Phy-
sik dar. Thre Gestalt wurde noch im vorigen Jahrhundert von Weber und
Fechner [5] angegeben; sie werden deshalb auch als Weber-Fechnersches
Gesetz bezeichnet. Wie bekannt, setzt das Weber-Fechnersche Gesetz einen
rein logaritmischen Zusammenhang zwischen sensorischen GréBen und Signal-
grolien voraus. In letzter Zeit wurden auch Geseize anderer Form, vor allem
von Stevens [6, 7], angegeben, bei denen der Zusammenhang zwischen
sensorischen GréBen und SignalgréBen durch eine Potenzfunktion gegeben
ist. Von Stevens stammt auch eine Modifikation des urspriinglichen Weber-
-Fechnerschen Gesetzes, und zwar in der Form (2]

st = xin (2t 4 k),
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wobei z¢ eine bestimmte SignalgroBe und st das zu dieser Grofie gehorende
sensorische Korrelat darstellt; »i und k¢ sind gewisse Konstanten. Falls wir
die Transformationsbeziehungen zwischen den Signalgréfen und den sen-
sorischen GroBen nach dem modifizierten Weber-Fechnerschen Gesetz als
Grundlage heranziehen, so bekommen wir die Beziehungen (a) in der Form

sl = ol In(z! 4 k1) (8)
82 = »2 In(2? 4 £2)

s = x® In(z® + kn).

Die Transformationsgleichungen (8) stellen allerdings nur einen stark ide-
alisierten Fall von reellen Transformationsbeziehungen dar, da die Abhéin-
gigkeit einer gewissen sensorischen GréSe von nur einer einzigen SignalgriBe
vorausgesetzt wird, was aber in der sensorischen Physik allgemein gesehen
dullerst selten ist. Ferner sollten auch weitere, auf die senscrischen Parameter
einflieBenden Phinomene, wie etwa Adaptation, Zeitabhingigkeit und derglei-
chen mit beriicksichtigt werden. Durch diese kime in die Transformationsglei-
chungen (8) ein Zeitfaktor hinein, der sich mathematisch dahingehend duBern
wiirde, daf§ auf der rechten Seite dieser Gleichungen Zeit als Parameter auf-
treten wirde.

Im Prinzip kann bei Einfilhrung der Metrik im Signalraum und im senso-
rischen Raum auf zweierlei Art vorgegangen werden:

a. Man setzt voraus, die Metrik des sensorischen Raumes sei oEm:Hmmlor
und die Transformationsbezichungen (a) bestimmen dann eine solche Metrik
im Signalraum, fiir die dies erfiillt ist. Den Signalraum mit dieser Metrik
werden wir als Raum 8’ bezeichnen.

b. Man setzt voraus, die Metrik des Signalraumes sei euklidisch. Die Metrik
im sensorischen Raum wird dann durch Umkehrtransformation zu den Bezie-
hungen (a) generiert.

Die Komponenten des metrischen Tensors {g;;}, der die geometrische Struk-
tur des Raumes S’ bestimmt, sind gegeben durch die Beziehungen [4]

ost Os!
G = T Ozt oxd
wobei 1, 82, ..., s* durch die Beziehungen (a) bestimmt sind.

Hinsichtlich dessen, daB ¢;; = 0 fiir ¢ = j und daB
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Ost xi
Ot xt + ki

ist, wird der metrische Tensor des Raumes §’ die Form

ﬁ 3l 2 0
24 .. 0.
#2 2
{9} = , 242 (9)
P 2
.. 0. Msl i

haben.

3. EINIGE GEOMETRISCHEN PARAMETER DES RAUMES S’

Im folgenden werden wir uns mit einigen relevanten geometrischen Para-
metern des Raumes, dessen metrischer Tensor vom Typ (9) ist, befassen.
Zunichst soll die Gleichung fiir die geodetische Linie zwischen zwei Punkten

At = (2,43, ..., 27
A% = (2, 23, ..., 22),

bestimmt werden. Um die Gleichung (4) benutzen zu kénnen, miissen wir
zundchst die Christoffelschen Symbole zweiter Art I, nach der Beziehung

; (% Ogu g
Ip=1> g0 |—+—— 22

10
i oxk ox; ox! (19)

ermitteln, wobei sich die w:EEmmE:_m iiber [ erstreckt. Den kontravarianten
Tensor gi bestimmen wir aus dem kontravarianten Tensor gix nach der
Beziehung

2. Jurg*t = 8.
E
Mit der Bezeichnung

P 2

¢ + ki

al =
kénnen die Elemente des metrischen Tensors in der Form
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1
Gix = Qﬁwg bzw. Qt = ou
at

gaschrieben werden. .
Die Christoffelschen Symbole zweiter Art kénnen nach der Beziehung (10)
berechnet werden:

U oo 0@8n) | 8@kd)u  o(aisy)

[ 1 S - — -+ —
e M ® ai Sk duct At
L 1 3 oat 1 oak N oal -
T R P el b an

Fithrt man weiter die Bezeichnung

oa’
— = 3y,
oxk
mit
bi— 9 P
T @+ k)3
ein, so bekommen wir fiir (11)
A 1
" = wﬂ Okidisb® . (12)

Nach Einsetzen der Christoffelschen Symbole aus (12) in die die geodetische
Kurve bestimmende Bezichung (4) erhalten wir ein System von Differential-
m_@mor::mg der Form

d2zé 1 dat\2 .
— =0, =12 .., n (13)
ds? zt + ki ds
deren Losung die Gestalt
at = Chexp (Cis) — ki i=1,2,... n, (14)

hat, wobei die Integ:ationskonstanten Ci und €% durch die Randbedingungzn
g:g>ben sind. In unserem Fall soll die g>odetische Linie durch die Punkte
At und A2 verlaufen. Um die La g> zu vereinfachen, nehmen wir an, daf3 der
Parameter s im Punkt 41 den Wert 0 und im Punkt A2 den Wert 1 annimt.
Somit erhalten wir fiir s = 0



7 = C — I,

und fir s = 1
2y = C exp (C}) — &,
woraus fiir die Integrationskonstanten
. . zy + kt
=24+ k, Ci=ln2'" (15)
x; + ki
folgt.

Nach Einsetzen von (15) in die allgemeine Lisung der Gleichungen (13)
erhalten wir die parametrische Form der Gleichung der im Raum §’ durch
die Punkte 4! und 42 verlaufenden geodetischen Linie

xh + ki) . '
2+ -7 (16)
xy + ki

2t = (2% 4+ k) expis.In

Der Skalar |jg] = Det {gis} ist gleich dem Produkt der Diagonalelelemente
der Matrix (9)

» \2 Y xn \2
gl = ! 4 Kl . 22 + k2 x? -+

Fir das Volumenelement des Raumes §’ erhalten wir somit nach (5) die
Beziehung

2t 22 P

dAaW=-——_ .. =
&~+\n~ &ml_l\nm &élT\nﬁ

datda? ... dan,

Analogisch kann auch die Determinante v und folglich nach (7) das m-di-
mensionale Volumenclement des Raumes S’ bestimmt werden.

Wird im Signalraum euklidische Metrik vorausgesetzt, so kann die geo-
metrische Struktur des sensorischen Raumes vollig analog bestimmt werden.
Die Bezichungen zwischen Signalgréflien und sensorischen GréBen bekommt
man durch inverse Beziehungen zu den Transformationsbeziehungen (a)

a2l = exp (sl — 1)
2% = exp (s%2 — k?)

" = exp (shxfr — kn),

woraus wir fiir die Elemente des metrischen Tensors
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1\2
Gik = {—| exp (2s¢x4)8;,
2l
erhalten.
Mit den Christoffelschen Symbolen zweiter Art

) 1
= duds,
wd

bekommen wir die Gleichung der geodetischen Linie

d2st 1 [dst\2
— 4+ —{—] =o,
ds? »\ ds

deren Losung die Form
8 = xtIn [x(A4s + B)],

hat, wobei s ein Parameter und 4 sowie B Integrationskonstanten sind. Ana-
logisch wie im Raum §8’ kénnen auch die Determinante {lgli und das Volumenele-
ment des sensorischen Raumes ermittelt werden.

Die angefiihrten geometrischen Parameter des Raumes S’ spielen eine
wesentliche Rolle in der sensorischen Physik, insbesondere weil sie die Bezie-
hungan im sensorischen Raum zu geometrisieren ermdglichen und dadurch
die Einfihrung von quantitativen Methoden in der senscrischen Physik im
allgameinen erlauben,

AbschlieBend méchte ich an dieser Stelle Herrn Dipl.-Phys. D. Kriipa fiir
seine Mitwirkung bei einigen Berechnungen meinen Dank aussprechen.

SCHRIFTTUM

[11 Majernik V., Relations between the Signal and Sensory Space in Sensory Commmuni-
cation. Congress report of the 5t International Congress on Cybernetics. Namur
1968, 772.

[2] Stevens S. 8., Mathemutics, Measurements and Psychophysics. In: Handbook of
BExperimental Psychology. J. Wiley and Sons, New York 1951.

[3] Pamescruit I1. K., Pusanocea 200MEMPUR & MeHI0POSKLY AHA LS. Wan. Hayka, Mockea
1964.

[4] Duschek A., Hochrainer A., Grundzige der Tensorrechnung in analytischer Darstel-
lung, I1. Teil. Springer Verlag, Wien 1950.

[5]1 Fechner G. T., Elemente der Psychophysik. Breitkopf und Hartel, Leipzig 1860.

[6] Stevens S. 8., Psychol. Rev. 43 (1936), 405.

[7]1 Stevens 8. S., Psychol. Rev. 64 (1957), 153.

Fyzikdlny vstav SAV,
Bratislava

Eingegangen am 12. 3. 1970

219




