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ODVODENIE NAVIEROVEJSTOKESOVEJ ROVNICE
PRE STLACITEENU VISKOZNU KVAPALINU

IVAN NATER, Bratislava

* YV metodickom ?_.mw.méim: [1] je podané odvodenie Zp4m¢~.o<3.-m3Womo<&
rovnice pre nestladitelnu viskéznu kvapalinu. Vychddza sa tu zo zikladného
predpokladu, Ze plo$n sila vyvoland viskozitou kvapaliny je linedrnou vekto-
rovou funkciou plosného vektora priradeného ploénému elementu, na ktory
uvazovand sila posobf. Funkénym operdtorom je tzv. tenzor H.%OEO,@& defor-
mécie [2], ktory.je definovany symetrickou gastou gradientu rychlosti pridenia
kvapaliny v danom mieste: Co
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Jednoduchost a prehladnost spominaného odvodenia zavisi najma od ddsled-
ného pouzivania symboliky a pravidiel vektorového a tenzorového poétu.

V nasledujticom prispevku podédvam podobnym spésobom odvodénie
Navierovej-Stokesovej rovnice pre stladitelnd kvapalinu, vychddzajic’ zo
vioobecnejsieho ‘predpokladu, Ze siradnice viskézne] dasti celkového tenzora
napitia v pridiacej kvapaline s linedrnymi funkeciami siradnic spominaného
‘tenzora rychlosti deformécie (1). Odvodenie tejto vieobecnejSej Navierovej-
~Stokesovej rovnice nie jé oviem nijakou novinkou, v.uéebniciach a odbornej
literatiire sa viak vadSinou uvidza v zlofkovom tvare, &im sa, podla. mojho
nédzoru, stiva neprehladnejsim.

Oznaéme symbolom P, ti &ast celkového tenzora napitia P v prudiacej
kvapaline, ktord mé syoj pévod vo viskozite kvapaliny, teda

‘

o 8 ~ » . P=— .ﬁ— l_l P <,~
u.&m p je celkovy S@W.< W,ﬂé.m:s.m zmengeny o mmma vyvolani imw.o.s#o? 1 ambson
identity. Pokial rychlost pridenia nie je prilis velka. (pri lamindrnom prideni),
.E.owoB@ predpokladat, Ze m&mmbmo@ tenzora P, st linedrnymi funkciami sa-
Tadnic tenzora deformécie rychlosti R. Tento predpoklad je vyjadreny vztahom

P
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kde C@ {e tenzor $tvrtého stupiia a.je vynisobeny dvojskaldrne tenzorom R:
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So vzfahom (3) je uplne analogicky vztah, ktorym je vyjadreny suvis
tenzora napitia N a tenzora deformécie D v pruinom prostredi (vSeobecny
Hookeov zakon). Tenzor deformécie je tu definovany ako symetrickéd Cast
gradientu posunutia u jednotlivych bodov deformovaného telesa:

D = }(Vu +uV).

Symetriénost tenzora napitia a tenzora deformécie redukuje 81 siradnic
tenzora C@W na 36 olastickych koeficientov. Ako sa dalej beine dokazuje
v néuke o pruZnosti [2], v izotropnom pruznom prostredi st len dva elastické
koeficienty nezévislé a sivis medzi tenzorom deformécie a tenzorom napitia je

N = 26D + Lél, (4)

kde @ a L st Lammého konStanty a & = div u je prvy skalér tenzora defor-
mécie [2], [3]. Spdsob do6kazu platnosti vztahu (4) je taky, Ze ho mo¥no apli-
kovat na akékolvek dve tenzorové funkcie miesta v izotropnom prostredi,
ktoré st spolu viazané vztahom analogickym vztahu (3), & st reprezentované
symetrickymi tenzormi.

Pretoze kvapalina je izotropnym prostredim, mozeme hned pisat
P, = 27R + &(div v,

kde 7 a & su tzv. stéinitele prvej a druhej viskozity a div v je prvy skaldr
tenzora deformécie rychlosti.
Celkovy tenzor napitia (2) v pradiace] viskéznej kvapaline je teda

— (= p -+ Edive)l (WY + V).

T Plotnn silu df, ktord zo strany orientécie plosného vektora dS posobi na.
Tubovolnd plédku dS v kvapaline, mézeme pisat

df =dS . P.

Pri odvodeni Navierovej-Stokesovej rovnicé vyjdeme z Newtonovej pohy-
bovej rovnice. V pridiacej kvapaline uzavretou plochou § vy¢leime urditt
gast kvapaliny vnuabri tejto plochy o objeme V. Ak intenzitu objemovych

gl v kvapaline oznagime E a hustotu kvapaliny o, pohybové rovnica pre

vybrant éast kvapaliny je
..?%u‘?mﬁﬁ;%.? (5)

kde a je zrychlenie jej taziska, objemové integrily sa vztahuji na celé vnitro
uzavretej plochy a plodné vektory dS sd orientované na vonkajSiu stranu
uzavretej plochy 8, na ktord sa vztahuje plofné integricia.
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S po uzitim (laussovej vety upravime rovnicu (5) na tvar
afedV = [eEdV + [(divP)dv
a ak eSte uvézimo, Ze vietky tri integraly sa vztahuja na ten isty, inad tplne
Tubovolny objem, dostaneme
ap = ¢E + div P. (6

Upravme efte s pouzitim zndmych pravidiel vektorového a tenzorového poétu
vyraz div P:
divP =V .[(—p + & - + (Vv + vV =
= —grad p + (n+8) grad divv + nAv.
Po dosaden do rovaice (6) a malej tiprave dostaneme Navierovu-Stokesovu
rovnicu v zndmom tvare: . .
ov 1 .
'l +v.gradv=E +|m|ml grad p + (n + o) graddivv - aavl. (1)
Zrychlenie a sme podla Fulera vyjadrili ako stdet lokélneho a konvektivneho

zrychlenia [2]
ov
a=—+v.gradv.
g Tl

S pouzitim womimgww nestladiteInosti kvapaliny divv =0 dostaneme
z rovnice (7) ihned Navierovu-Stokesovu rovnicu pre nestladitelnti kvapa-
linu [1].
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