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TENZOR ODRAZU A LOMU mrmmezcz%z\mesﬁ@m VLN
VO STVORROZMERNEJ FORMULACII

LADISLAV DUNAJSKY, Nitra

Odraz a lom elektromagnetickych vin na rovinnom rozhrani dvoch Iubo-
volnych prostredi invariantne opisuji rovnice (6) & (7) v Minkowského stvor-
rozmernom priestoro-dase. Stvorrozmernd tenozory odrazu 7 a lomu uréuji
vztahy (11)—(19). Dalej sme urobili transformdeiu tenzoru odrazu, lomu
& tenzorov elektromagnetického pola dopadajicej, odrazenej a lomenej viny
podla vztahov (20)—(22). Tymito transformdciami sme dostali vzfahy
(23)—(25).

UvVoD

V siivislosti s diskusiou o fazovych posuvoch, ktors prebiehala i na stran-
kach tohto éasopisu, autor tychto riadkov v &lanku [1] zaviedol tenzor odrazu
(lomu), ktory priraduje vektor intenzity elektrického pola odrazenej (lomenej)
viny k vektoru intenzity elektrického pola dopadajicej viny. V nasledujicich
riadkoch invariantne opfSeme odraz a lom rovinnych harmonickych elektro-
magnetickych vin na rovinnom rozhrani dvoch Tubovolnych prostredf v Min-
kowského $tvorrozmernom priestore-¢ase. Pri tomto opise pouZijeme symbo-
liku, ktort zaviedol akademi. D. I1ko vié a jeho skola v &l4nkoch [2—5].

Maxwellove rovnice v Stvorrozmerne;j formulécii napsiSeme podla &lanku [2)
alebo knihy [6] pre Specidlny pripad Tubovolného prostredia bez pradu a n4-
boja v tvare:

O.F=o, (1)
0.G =0, (2)
kde F a G s antisymetrické tenzory elektromagnetického pola tvaru:
F=H x 1 4 ic(DI — ID), (3)
nuwﬁmx 1) 4+ (Bl —IB). (4)

Tul =ii + jj + kk Je trojrozmerny tenzor identity a [ je jednotkovy vektor
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v smere tzv. ¢aslovej osi. Zo vztahov (3) a (4) bezprostredne vyplyva, ze

D=icd.F a B_—G | (5)

INVARIANTNE OPISANIE ODRAZU A LOMU MFMNHEOE.bQZHHHQN%Om
VLN
Dopadajicu resp. odrazent vlnu v prvom prostredi charakterizuje tenzor
G ,resp. G aloment vinu v druhom prostredi tenzor G, . Dopadajica vlna
Jje dand, obrazens lomend vina z4visi od dopadajticej viny, materiglovych
kon&tant oboch prostredi a uhla dopadu. Obidye prostredia nech st v pokoji.
Maxwellove rovnice (1) a (2) st linedrne a homogénne. V désledky tohto

7

tenzor elektromagnetického pola odrazenej viny G™ a lomenej viny Gjje

fia uddva tenzor §tvrtého stupiia.
Teda odraz a lom m_mwawcSm@stoW& vlny opisuju vztahy:

G =r: G, (6)
G =t: G}, (7)

V tych rovniciach symbol: znaéi dve skaldrne ndsobenia za sebou, r je
wa<0~40w5m§% tenzor odrazu a ¢ je Stvorrozmerny tenzor lomu.

Rovnice (6) a (7) sme mohli napisat préve pre linedrnost Maxwellovych
rovnic.

Tenzory rat Jje vyhodné (pozri [1]) explicitne vyjadrit v stradnicovej sista-
ve, ktorej priestorové jednotkové vkektory i, j a k sia orientované podla obr. 1.
Hraniéné podmienky pre intenzitu elektrického a magnetického pola maji
teraz tvar:

By — B, = B},
My = 1y, ®)
mw& - NNH,@ = mus.n
.mm.w.\ —_— mm” mm.\

rovnic dostaneme obvyklym postupom, ako z4visia stradnice vektorov elektro-
magnetického pola, odrazovej a lomenej viny od dopadajicej viny, od uhla
dopadu a od ldtkovych konstint oboch prostredi. Vysledky tychto vypostoy
mozno zapisat takto:

— + + o +
@:“ = ﬁm@?ﬂ“ @NH - mm@::

P 7 SN s F
@:\ - ww@?ﬁu 2y — n&@Exu va
Nwm = 3@““ @w.__m = mw@im.
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Obr. 1.
- Hf =2
i ﬁ»m:.u 2r — 4L 1y,
Uz
= pe H T+ .m.fl.ﬁmm.,r :Ov
=Ty, 2y — 5ty
Ue
M1 "
= ﬁamwww m.w = 'Isam-w.
12

Koeficienta odrazu a lomu sg explicitne vyjadrené takto ?5 zavedeni tychto
substiticii pre strucnost zépisov ,

a = cos 91, b = cosd,,

kde 94 (9) je uhol dopadu (lomu);

mi = pon,,

kde p je permeabilita a % index lomu,

¢islo prostredia}:

33@ - M2a
T9 =— -— Ty ==
mib + maa
MIa — Mmed
"T=
ma + mab
b — mya
T4== — rg = —

mab 4 mya

My = Hing,

priéom dolné indexy pri 4 a n znadia

(1)

(12)




Mo — My

g = — A, (14)
Mo + my b
@3& MS\:@
to = h = ’ (15)
any mib + maa
2mia
mw = 2 :mv
mia -+ msb
bny M2 2mzb
s o g L2 : (17)
any ur mob 4 mua
) MS@NQ
Iy = — s (18)

M1 mew + mb

Zo vztahov (10) vidime, Ze stradnice odrazeného, resp. lomeného vektora
u a m zdvisia len od prisludnej stradnice dopadajicej viny. Uvedomiac si
toto, na zdklade tychto vztahov mozno napisat tenzor odrazu r a lomu t v tvare:

r=ruijji + jiij) + ro(jkkj -+ kjjk) -
+ ra(kiik - ikki) -1 ro(illi + liil) 4
sl + i)+ re(klik £ Ikid) |
(19)
€ = Gliiji + jitj) + tojlk] -+ kjjk) +
+ ta(kiik  ikki) 4 to(illi 1 Liil) 4 -
+ tsGllj + 1jl) 4 to(kilk - Ikki) |
Stradnice tenzorov r a ¢ st len funkeiou #;, nespu1, pe & th, lebo medzi 9, a 9
plasti vztah:
71 8in &1 = ngy sin Py,

TRANSFORMACIA TENZOROV ODRAZU A LOMU

Zjednodusenie vztahov predchddzajiicej kapitoly mozno docielit na zdklade
prieénosti elektromagnetickych vin (t. j- stradnice didd 1;- I;- a I Im sa rovnaji
nule). Spojme dopadajticon, odrazenou a lomenou vinou sistavu jednotkovych
vektorov podla obr. 1. Prislugné transformaéné vztahy maji tvar:

i = cos 91l -+ sin hif,
i= ~+v

1s . AMOV
k = — sin ¢ul, + cos Gul;F,

1

”—w

f
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— CO8 %Lm + sin $yd;,

i=1,

k = — sin 9417, — cos i}, (21
I =1

i = cos Bl + sin o

i=1, (22)
k = — mms %Mﬁ.ﬁ AT CcOos %Msnmfw

I=1.

Po vykonani tychto transformacif te x zory dopadajdcej, odrazenej a lomene
vlny budd mat tvar:

a ,
G} = CEIULL — B + B nx) +

vp 'y
(23)

vpy ey

. )
+ By (51 — 1y 4 M@HTJH — IEE),

Horny index 4+ plati pre dopadajiicu a loment vinu a — pre odrazend.
Dolny index 0 nadobuda hodnotu 1 pre dopadajicu a odrazent vinu g hodnotu
2 pre lomenu.

Tenzor r, resp. t aj teraz m4 sprostredkovat vztahy (6), resp. (7), a preto jeho
prvych a druhych faktorov transformujeje podla vzfahov (21), resp. (22)
a tretich a &tvrtych v oboch pripadoch podla vztahu (20). Po vykonanf tychto
transformdcii dostaneme vztahy, v ktorych explicitne vypiSeme len tie zlozky,
ktoré sprostredkzji vztah nenulovych zlozie tenzorov G.

r= (i 4 TEIE) + rp(i W ARSI e A L W

.l | . - (24)
+ r (0 4 gk 4 ol + 11 d),

€= GUTLIE + B + 0y B + I +

25
+ LU, 4 ey o b, - I 1 ). (29)

2 2p°1p

V poslednych dvoch vztahoch uvedené siradnice tenzorov ddvaji vztahy:

ﬁm”%wv iﬁ”ﬁ, ﬁw”ﬁm“ ?ﬁ“ﬁmu
(2 . . (e

ty = 3, ty = — 1, b =15, t,=—t.
1 ni
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DESCRIPTION OF REFLECTION AND REFRACTION OF
ELECTROMAGNETIC WAVES IN MINKOWSKY FOUR-DIMENSIONAL SPACE

Ladislav Dun ajsky
Summary

Reflection and refraction of electromagnetic wave at the boundary between the two
arbitraty media is described invariantly. by means of equations (6) and (7) in Minkowski
four-demensional sprace. Four-dimensional tensors of reflection # and refraction § are
given by means of relations (11}~—(19). Further tensor of reflection, refraction and tensor
of clectromagnetic field were transformed by means of relations (20)—(22). By means of
these transformations relations (23) = (25) were obtained.
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