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NIEKTORE VZTAHY MEDZI MALYMI A VEEKYMI
MIERAMI POHYBU A DEFORMACIE V MECHANIKE
KONTINUA*

RUDOLF PREVRATIL, Bratislava

UVOoD

, Problém, ktorym sa zaoberd tento ¥anok, vznikol v priebehu vyskumuw

mo#nych tvarov fyzikdlnych rovnic latky v klasickej mechanike kontinua.
7d4 sa, e dostatoéne vieobecnd formulécia tychto rovnic si vyzaduje isté
dopliiujice informéacie o geometril deformacie telesa. Ide predovietkym
o objasnenie sposobu, akym sa okamZité zmeny tejto geometrie, ktoré nastant
v désledku pohybu telesa v kratkom Gasovom intervale (t, t-- 4t), skladaji do-
velkych zmien, zaprifinenych pohybom telesa v koneéne velkom d&asovom
intervale (t1, 2)- Cliastkové riesenie tejto otazky je v §§5, 6 tejto prace. Doteraz.
nie je jasné, & bude mo¥né na zéklade tu uvedenych vztahov odvodit akykol-
vek dostatodne vieobecny typ pohybovych rovnic mechaniky kontinua.
Odpoved na tato otézku zavisi od vysledkov dalsieho vyskumu.

V nagsich nasledujicich avahach vyjdeme zo vieobecne znamych pojmov
pohybu a deformécie telesa a ich tenzorovych mier {1] [2]. Pri skumani tychto-
mier budeme pouiivat dvojtenzorovy potet [3] [4] [5]. Dalej rozoberieme
jeden typ derivacie dvojtenzorového pola podla dasu — tzv. substanciendlnu
derivaciu [6]. Spominané miery zatriedime do dvoch skupin; budeme rozliSovat-
malé a velké miery pohybu a deformacie. Rozbor vztahov medzi nimi tvori
podstatnit Sast tejto prace. Uvedené vztahy moino opat zatriedit do dvoch
skupin: do skupiny vztahov diferencidlneho typu a do skupiny vztahov inte-
gralneho typu. Vaztahy diferencialneho typu sa zakladaji na definfcii substan-
cialnej derivacie; vztahy integralneho typu vznikaji z predoslych spravnym
integrovanim. ,

§1. POBYB

Teleso B je varieta izomorfnd dasti trojrozmerného cuklidovského priestoru

* Tento &lanok je skratenym vypisom z sasti autorovej kandidatskej dizertadnej prace,
ktora je sulasne zdvereénou zpravou rezortnej vyskumne] alohy 15.01u, riefenej na-
Stavebnej fakulte SVST.
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¢ [1]. To okrem iného znamené, Ze jestvuje nmnozina @ umm:o-u.mm:oN:@m:%or
zobrazeni B do e. Kazdé zobrazenie ¢ € @ sa Vold konfiguracia telesa. Oblast,
B C ¢, pre ktorti plati

B = ¢ (B), (1.1)

je tast priestoru e, zaujatd telesom B v konfiguracii ¢. Nech je euklidovsky
priestor aritmetizovany stradnou sistavou {x}. Potom mo¥no analogicky
k (1.1) pisat

a* = g (X). (1.2)

Symbol X oznaduje tu tasticu telesa B. Bod «* je polohou tastice X v kon-
figuracii ¢.

Pohyb je uomﬂow@wmgmawo<w ststava {yi} konfiguracii yie P telesa B [11.
Je vyjadreny rovnicou

k= @AHVV t =t < 0. Awwv

Predpokladédine, Ze (1.3) mé spojité parcidlne derivécie podla parametra ?
do dostatodne vysokého radu. Parameter ¢ sa vold das.

Povaziujme teraz konfigurdciu y1 v okamihu # za zékladnd 2 uvazujme
iny trojrozmerny euklidovsky priestor €, do ktorého uw&zo-uombos:.@msﬁw

zobrazime jedine tato konfigurdciu telesa. Nech je priestor € aritmetizovany
siradnou ststavou {X}. Spominané zobrazenie bude mat tvar

XK = ¢(X); t=t. (1.4)

Saradnice X¥ slizia na oznadovanie jednotlivych sastic telesa B. V dosledku
(1,4) moZno namiesto ,,dastica X rovnakym pravom povedat ,,Gastica XK,
Takto zavedena predstava dvoch priestorov €, e alebo v zauiivanej termi-
nolégii dvojpriestoru {€, ¢} ndm umoyni pouzit techniku dvojtenzorového
podtu [3] [4] (5]. Vzniknuti situdciu schematicky v dvojrozmernom priestore
znézorhuje obr. 1. Je zrejmé, Ze konfiguracie y aj y1 maji rovnaké geometrické
vlastnosti. V dosledku toho mozno jednu konfiguraciu ziskaf z druhej pomocoun
koneéného paralelného prenosu (pozri [5] Sect. 16)zEdoe, resp. z ¢ do €.
Pohyb (1.3) teraz mo#no prepisat do tvaru

ok = oo(XE 1),  h=t< o (1.5)

prigsToR £ FRIESTOR 1
KONFIGURACIA X KONFIGURACIA Wy KONFIGURACIA ¥}

Obr. 1 ¥
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ktory mé iuverziu
XK = XK(z¥,1). (1.6)

Rovnice (1.5) a (1.6) vyjadruja homeomorfizmus medzi telesom B a priesto-
rom ¢. Tento homeomorfizmus zévisi od Sasu t a di sa podla neho spojito
diferencovat.

Vdaka existencil homeomorfizmu (1.5), (1.6) moZno pole Tubovolnej velidiny
opisujiicej pohyb telesa — give dvojtenzorové pole Q- k- (XN, an, ) — vyjadrit
ako funkciu nezdvisle premennych dvoma sposobmi:

Ko b (XN, ) = QU b (XN, 8) = Q4w (@ - (L.7)
Prvy z nich sa nazyva Lagrangeov spOsob opisu, druhy je Eulerov spdsob
opisu. V tejto praci budeme zasadne pouzivat Lagrangeov sposob. Ak to

nespdsobi nedorozumenia, budeme pri snadeni skimanej velidiny pre dsporu
miesta vynechivat nezéavisle premenné X%, t.

§2. MALE A VELKE MIERY POHYBU

Létkova &iara £ (pozri [2] Sect. 20) je definovand v konfiguracii y v €
paraisetrickymi rovnicami

XK = XK(O). _ (2.1)

Symbol O tu znadi parameter &iary. Vyraz ,latkova diara® znamend, ze tato
diara sa pohybuje s telesom v sdblase s (1.5), takZze jej polohu vev okamihu
¢ v konfiguracil ¢ opisuje rovnica

2k = x* [XK (0),1] = x* (0, t). (2.2)
Vektor
dXK
dXK = ——d@ (2.3)
de

ca vola linearny latkovy element. Rovuica (2.3) udava jeho zlozky v konfigu-
racii y; pre konfiguraciu y; mdZeme pisat

0 xF

00

duk = ———d6. (2.4)

Na zéklade (2.2) mdZeme pisat rovnicu

g = 2 T go o axx
XK 4O R (2:5)
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Dvojvektor
oxk (XM t)

- k M _—
@NAN uS - 2 XK

(2.6)

sa vols deformaény gradient. ‘Tvori dvojvektorové pole (pozri {5] Sect. 15},
kovariantné v € a kontravariantné v e. .

PRIESTOR ¢, PRIESTOR 11
KONFIGURACIA X KONFIGURACIA ¥

QObr. 2 W L

Predstavme si podls obr. 2, ye dasticon X vedieme sistavu 1atkovych
Gar 4, Q,... Tieto tiary tvoria sastavu linedrnych latkovych elementov so
spoloénym podiatkom ¥ %. Ich zlozky v konfiguriciiy vE buda dXE, dX¥..
v konfiguracii y¢ v ¢ budd ich zlozky df, dak,... zo vztahov

dat = Bt ax% dak = Bt dXE; .. {

o

)

vidiet, ze zloZky deformadného gradientu bt , ktory vystupuje v (2.5) & (2.7),
st vlastne koeficientmi afinnej transformacie okolia dastice X z konfiguracie
do konfigurcie .

Povedali sme uz, ze v potiatoénomn okamihu #; ma pristuind konfiguracia
y1 v ¢ rovnaké geometrické vlastnosti ako konfigurdcia y v . V dosledku toho
pre deformainy gradient bk, v tomto okamihu plati

b (XM, ) == afe (XM, ), (2.8)

kde a%(XM, t) je dvojvektor konetného paralelného prenosu kontravarian-
tného vektora z bodu XM v & do bodu am(XM, t;) ve (3] [41 [5).

Pomocou deforma&ného gradientu b% moino vyjadrif zmeny zloziek linedr-
neho latkového elementu, ktoré sposobil pohyb v priebehu Tubovolne dlhého
dasového intervalu (f1, t)- Budeme hovorit, se deformainy gradient je velkou
mierou pohybu. Analogicky moZno hovorif o malej miere pohybu. Prikladom
takej miery je vektor

k(XK 1)

o

ot

v (XK, t) =

’

nazyvany rychlost astice. Jeho pole, definované v e, je mieroa okamzitého
pohybového stavu telesa. Rovnica
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(XK, t 4 A4b) = xh( XK, t) -+ vk At (2.10)

vyjadruje pomocou rychlosti zmenu polohy &astice, ktora nastala v priebehu
malého dasového intervalu (¢,  + At)-

§3. DEFORMACIA. VELKE MIERY DEFORMACIE

Pojem ,,def ormacia’ sa v literattre nechipe jednotne. V tejto praci budeme
pod slovom deformécia rozumiet zmenu vnttornych metrickych viastnosti
telesa, zapriinentd pohybom telesa.

Nech grnm & gim SU metrické tenzory v € a e. Ich zlozky azlozky koneéného
paralelného prenosu st spité vztahmi

Jemlan) = aX(XV, 1) an (XN, 1) grm(X™), (3.1)

grar(XN) = ai( XN, 1) a (XY, £) Gim(@").
Podobne ako v §2, al (XN, 1) st zlozky konedéného paralelného prenosu kontra-
variantného ?o<m&@bgmrov vektora z bodu X¥ v € (z* v ¢) do bodu 2N (X*, 1)
v e (XN(an, t) v €). Symboly typu al(X¥, t) znatia zlozky paralelného prenosu
kovariantného AWosaE;SEngmwov vektora z bodu XV v € (z* v ¢) do bodu
an(XN, 1) v e (XN t) v €) [3] [4] [5]. Ak povaZujeme metrické tenzory gra,
grm za dané, rovnice (3.1) st definiénymi rovnicami pre zlozky paralelného
prenosu.

Nech je dS dl7ka linedrneho latkového elementu dXX v konfigurdcii y, ds
dizka linearneho latkového elementu v konfiguracii y. Zrejme pre ne plati

dS? = grm d XK dX¥M; ds? = Gpm Ak dax™. (3.2)
Ak dosadime do (3.2) vzfah (2.5), dostaneme

ds? = grm D% bd XK dXM = Cgpy AXK dXM. (3.3)

Symetricky tenzor druhého radu
Cxas (XN, 1) = Gem(@n (XN, £)) DR(XY. 1) (XN, 1) (3.4)
sa vold Greenov tenzor deforméacie. Na zaklade (3.2) & (3.3) mozno dalej pisat
dg® — d82 = (Cramr — grM) dXK dXM = Egy dXX dXM. (3.5)

Symetricky tenzor druhého radu
Exu(X¥, t) = Crm(X¥V, t) — grm(X¥) (3.6)

sa vola St. Venantov tenzor deforméacie. Obidva spominané tenzory tvoria
polia v €. Sa mierou deformacie, lebo udavaji zmeny metrickych vlastnosti
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telesa (dizok linearnych Jatkovych elementov). Analogicky k pojmom za-
vedenym v §2 moZno povedat, ze su to velké miery deformécie, lebo su odvo-

dené z deformadnych gradientov, velkych mier pohybu. Logicky vznikéd

otézka, 6o je malou mierou deformécie. Na jej vyjasnenie bude treba preski-
mat derivovanie tenzorovych a dvojtenzorovych poli podla casu.

m».mdwme>zOH>rz> DERIVACIA

Majme dvojtenzorové pole Q% (XR,ar, 1), definované v dvojpriestore {E, e}
{pozri [5] Sect. 15), pri¢om medzi bodmi zr, XR priestorov ¢, € plati homeomor-
fizmus

ar = ar(XRB, t); XB = XEB(ar, ). (4.1)

‘Hiadame derivaciu tohto pola podla gasu, pritom ide o derivéciu z hladiska

pozorovatela pohybujiceho sa spolu so zvolenou dasticou X, teda pri kon-

Jtantnom XE. Podls pravidla o derivovani zlozenych funkeil by tato derivacia

mala mat tvar

d 0
dt M...m... at M. M... NN“ 2 = consb
o xn(XER, t) o
it s .\l@m... k... 4.2
ot oxn M...™ | ¥R t = const. (-2

Tento vyraz mé viak zéavainy nedostatok: posledny vyraz na jeho pravej
strane nie je tenzorom. Tento nedostatok moizno lahko odstranit podobnym
;spbsobom, ako sa to robi v obvyklej tenzorovej analyze: namiesto parcidlne]
derivécie dvojtenzora podla stradnice x# v ¢ pouZijeme parcidlnu kovariantni
Jderivaciu v e (pozri [5] Sect. 18). Dostaneme tak substancidlnu derivéciu
dvojtenzorového pola podla ¢asu (pozri [2] Sect. 7 2, [6], kde sa pouiiva nazov
,.material derivative):

[ ) ‘
o i b= QL xa 4 — const. + o Qe (4.3)
Pouzili sme pritom definiciu rychlosti (2.9). Mo#no sa lahko presvedit, ze
substancidlna derivacia ma tioto zakladné vlastnosti:

a) je homogénnou & linedrnou funliciou derivovaného dvojtenzora;

b) plati pre hu Leibnizovo pravidlo o derivovani sGéinu;

) je dvojtenzorom rovnakého typu ako derivovany dvojtenzor;

d) substancialna derivécia metrickych tenzorov gem a Jkm 5% rovnd nule.
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Ak je pole zapisané Lagrangeovym sposobom tak, ako sme o tom hovorili
v §1, moZno sa Tahko presveddit, Ze bude platit

T, QA — LR QR ) (4.4)
kde I'¥, je Christoffelov symbol druhého druhu, definovany vztahom
| 1 g | Ogro Yny

N.Nn — —— gkr |T
i 2 4 oxp oxn oxr

(4.5)

Uvazujme obydajné tenzorové pole @i (XF) v €, ktoré zavisi len od stradnic
XR .7 (4.4) pre také pole vyplyva

[ Q- ‘
P Q3 (XF) =0 (4.6)
pre vietky indexy KaM.

§ 5. MALA MIERA DEFORMACIE. DIFERENCIALNE vZTAHY MEDZI
MALYMI A VELKYMI MIERAMI POHYBU A DEFORMACIE

Odvodime najprv vyraz pre substancialnu derivaciu deformaéného gra-
dientu. Derivovanim vztahu (2.6) podla (4.4) dostaneme

D o xk(XM, ¢ oxm(XM, 1
bt = ( ) L TE ™ ( )
bt oXK ot XX

VP, (5.1)

Tdto rovnicu moZno pomocou definicie rychlosti (2.9) & definicie kovariantnej
derivacie napisat po prave v tvare

D
ot

Kovariantna derivéacia %, m pola rychlosti v¥, ktora tu vystupuje, vold sa gra-
dient rychlosti. Podobne ako rychlost je to mald miera pohybu.

Pomocou (5.2) moino substancialne zderivovat (3.3). Ak vezmeme do uvahy
vlastnosti substancidlne] derivacie, o ktorych sme hovorili v §4, moZeme
pisat

[y

ot (ds?) = grm(b% by V¥, + bk by, vm ) A XK dXxmM, (5.3)
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— bk = b v, m- (5.2)

Upravou dostaneme
b
o (ds?) = 2 dim Dl by AXK AXM = 2 dim dak dam. (5.4)

Tenzor

1

dim = > (Vksm 4 Vmsk)s (5.5)

ktory je symetrickou ¢astou kovariantnej reprezentacie gradientu rychlosti,
volé sa tenzor rychlosti deformacie. Kedze udava rychlost zmeny dizky li-
nedrneho latkového elementu a mo¥no ho vypotitat z pola rychlosti, ide
6 mald mieru deformécie. Tk L :

Mo#no rozlifovat dva typy vzfahov medzi malymi a velkymi mierami

- pohybu a deformdcie: diferencidlne a integralne. V tomto paragrafe budeme

hovorit o diferencidlnych vztahoch. Diferencidlnym vztahom medzi malou
a velkou mierou pohybu je vlastne rovnica (5.2). Odvodime eite jednu rovnicu,
ktord je jej dosledkom. Substancidlnym derivovanim vztahu

dak = b dXE (5.6)

medzi linedrnymi _&WOWQEW elementmi v konfigurdcidch ¢ a v dostaneme na-
ziklade vysledkov §4 -
D
dlm&w = b vk, dXX = vk, da™ (5.7)
11
O vyzname tejto rovnice budeme hovorit v nasledujiicom paragrafe.
Substancidlnym derivovanim rovnice (3.4) moZno ziskat diferencidlny
vztah medzi malou a velkou mierou deformécie. Pre derivéciu Greenovho
tenzora Crm E@.&.

D

WM Cxum = Jkm @w,m vm@ vk, - @W m@z V), Am.wv
U k
WM Cyxm = 2 dim @Hm m..w Ammv

Vzhladom na to, Ze substancidlna derivicia metrického tenzora gxas S& rovna
nule, plati pre St. Venantov tenzor deformacie Exum podobne
D D

‘u\&@xz = ﬂqﬁ; = 2 djem b Dy - | a.§
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$6. GEOMETRICKY VYZNAM SUBSTANCIALNEJ DERIVACIE. INTEGRALNE
VZTAHY MEDZI MALYMI A VELKYMI MIERAMI POHYBU A DEFORMACIE

Vynésobenim rovnice (5.7) diferencidlom &tasu At dostaneme vyraz wmm
diferencial linedrneho latkového elementu:

D
Adx? = ‘dl AQS.&VN: == @.ﬁﬁ&&i At. Am....—v
14

Geometricky vyklad tohto vztahu je jednoduchy, ak si uvedomime, Ze v de-
finfcii (4.3) vystupuje okrem parcidlnej derivacie podla dasu aj kovariantné
derivécia derivovaného pola. Linearny latkovy element, vystupujici v (5.7),
nech mé v okamibu ¢ podiatok v bode P so stradnicami z*(XK,t) a zloZky
dak(XK, t); v okamihu f + At mé podiatok v bode P’ so stradnicami ¥ (XX, ¢ +
4 At) = o*( XK, 1) + ok At a zlotky dx*(XX,t + Af) tak, ako to znazoriiuje
obr. 3. Zlozky tychto linearnych latkovych elementov st dané v odlidnych
Jokalnych stradnych bézach; zlozky prvého v baze s potiatkom v P a zlozky
druhého v baze a podiatkom v P'. Zo zndmych vlastnosti kovariantnej deri-
vécie vyplyva, Ze zloiky diferencidlu Adx* si rozdielmi zloziek dvoch uZ spo-
minanych 1atkovych elementov v jednej a tej iste] lokélnej baze. Na ich vy-
polet sme pouzili operdciu paralelného prenosu jedného z linedrnych latko-
vych elementov z P do P, alebo v opafnom smere, nachédzajicu sa v kova-
riantnej derivécii. V jednej a tej iste] stradnej baze teda plati

dzk(XK, ¢ + At) = dat (XK, t) + Adz*. (6.2)

Obr. 3
Podobny vztah platf aj pre vieobecné dvojtenzorové pole Qg o (X, 1)
iy Q% me
Q- B (XN, ¢ + At) = Qf bz (XN, 0 + =~ 4b (6.3)

Rovnice typu (6.2) a (6.3) ném umo#nia formulovat integralne vztahy medzi
malymi a velkymi mierami pohybu a deformacie.
Na prvy pohlad sa zdé4, ¥e na zéklade (6.2) by bolo moZné pisat

t2
(XK, ) — dak(XK, 1) + | Adak(@) dr. (6.4)
f1

Tato rovnica je vSak chybnd: sditaja sa tu zloZky linedrnych litkovych ele-
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mentov, resp. integruji sa ich diferencidly zadané v rbznych stiradnych
bazach. Preto rovnica (6.4) nemi tenzorovy charakter a nie je objektivna
napr. v zmysle [1]. Spominanii chybu moZno odstranit tym, Ze vietky velidiny
vystupujlce na pravej strane (6.4) prenesieme paralelne v e z bodu, v ktorom
st zadané, napr. do bodu 2¥(XX, t2) a ai tam vykondme séftanie a integrovanie.

Nebudeme tu podrobne uvédzat tedriu konetnéhoparalelného prenosu v e [3]
{4] [5]. Uspokojime sa s konstatovanim, ¥e ak je v bode z¥(XX, ) definovany
kontravariantny vektor Ak, potom v bode x¥(XX,ts) budeme maf ten isty
vektor, paralelne sem preneseny z prvého bodu zlozky Ak, pre ktoré plati

Ak = ak(ty, ta) 4™ (6.5)

Symbol ak (i1, tz) znadi zlorky kone&ného paralelného prenosu kontravariant-
ného vektora z bodu x*¥(XX, t;) do bodu 2k (KX, t3).

Vztah (6.4) mozno teraz napisat korektne takto:
Aak(XE, 1) = ap(ta, t2) dz™( X%, 4) +

141
+ [ak(rta) v m (XK, ) dam(XE, 7) d, (6.6)
133 3
pri¢om sme rozpisali vyraz pre Adak podla (6.1). Na zéklade vztahov (2.5)

2 (6.6) mozno analogicky pre deformatny gradient pisat

bl (XK, ta) = ak(ty, to) bR(XE, t1) +

t2
+ [ak(z, ta) o7 m (X%, ) DRKE, 7) d. (6.7)
L
“To je integralny vztah medzi malou a velkou mierou pohybu.
Podobnym postupom moZno integrovat napr. rovnicu
b
P Exnr = 2 dim b5 Uiy (6.8)

“T'u sa viak netreba starat o paralelny prenos v e, lebo integrovana funkeia je
v tomto priestore skaldrom. MoZno teda priamo napisat

la
B XV, t2) = Exaa( XV, t1) + 2] dim( X, 7) B(XX, 7). (6.9)
&

Lo (XN, 1) d.
“Tento vzfah mo#no edte upravit. Podla (3.6) plati

Exm(X¥, t1) = Crm(XN, t1) — grm(XV). (6.10)
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Aviak podla (2.8); (3.1) 2 (3.4) plati v tomto okamihu

Cxyr = Giom @ Oy = JEM 5 (6.11)

pridom vietky velidiny v tejto Hoﬁnomm@dﬁgr&n:@_oomw NZ@%ANZLHY
V désledku toho :

Exm(X¥, t1) =0 (6.12)

pre kazdé K a M. Vztah (6.10) teda moZno prepisat na tvar

i
Fraat (X%, 1) = 2 den( X, 1) V(X¥, ) i XY, 7) A (6.13)
i1

Vztah (6.13) je integralnym vzfahom medzi malou mierou deforméacie dim.

a velkou mierou deforméacie Exu . Jeho zmysel spotiva v tom, zo ukazuje, ako
velké miery Jeformécie narastaji postupnym integrovanim malych mier.
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SOME RELATIONS BETWEEN SMALL AND LARGE MEASURES OF MOTION
AND DEFORMATION IN THE MECHANICS OF CONTINUA

Rudolf Prevratil, Bratislava

Summary

Some relations between tensorial geometrical mesaures of motion and deformation
of a body are tre

ated in this paper. The double-tensor technies is adopted for this treat-
ment. All the measures considered are divided into two groups. The first one, the group of
small measures, contains the measures of the geometrical changes of a body that are
caused by motion during a short time period (¢, ¢ + At). The second one, the group of
large measures, consists of the measures of the geometrical changes that take place during

a finite time period (¢, ¢2). Certain differential and integral relations between these two

groups are then investigated. It is the task of further research to investigate the usefulness
of these r

elations in constructing some general types of the equations of motion of con-
tinua.
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