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0 5-TRANSFORMACIACH ANTISYMETRICKYCH GRAFOV
ANTON KOTZIG, Bratislava

Nech G, je dany neorientovany normélny graf(l). Nech V = {v1, ..., vn}
je jeho vrcholovd mnoZina a nech ¢ (kde ¢ > 0) je potet jeho hrdn. Ak pre
kazdd z hran grafu G, zvolime jednu z jej dvoch moZnych orientécif, vznikne
tak z grafu G, isty orientovany graf. Nech G = {Gh, G2, ..., G4} je mnoZina
vietkych réznych orientovanych grafov, ktoré uvedenym spdsobom vznikni
z grafu G, . Plati zrejme k = 2¢ a kazdy graf z G je antisymetricky v zmysle
prace [2] (pozri str. 8).

Oznadme znakom w(x) vonkajsi polstupeii vrcholu », v grafe Gie®
(vonkaj¥ polstupefi = mohutnost mnoiiny vSetkych hrdn usmernenych
v grafe z daného vrcholu) a definujeme si na mnoZine ® bindrnu reldciu Q
takto: graf Gy je v relécii 2 s grafom G (pisané G1QG) prive vtedy, ked
pre vietky vy z V plati wi(x) = wj(x). Relicia Q je zrejme reldciou ekvivalencie.

Poznémka 1. Je zrejmé toto: ak oznadime znakom n;(x) vniitorny polstupeit
vrcholu w,, potom plati: [wi(x) = wi(z)] <> [m(x) = my(x)], takZe nezdlei
na tom, & pri definicii relicie 2 na mnoiine ® uvazujeme vonkajsi alebo
vndtorny polstupefi vrcholu.

Nech G je lubovolny graf z ® a nech C; je jeho Iubovolny 3-cyklus (= cyk-
lus dizky 3). Budeme hovorit, Ze graf G; vznikne z grafu ; J-transforméaciou na
cykle O, ked orientécia vetkych troch hran cyklu C; je rézna v grafoch Gy
a G; a orientécia vietkych ostatnych hrin je v tychto grafoch rovnaka.

Lema 1. Nech Gy je graf z ® a nech Gy je graf, ktory vanikne z Gy -transformd-
ciou na istom jeho 3-cykle Cy. Potom graf Gy patri do ® a plati Gi2G;.

Doékaz je zrejmy.

Na mno¥ine & definujeme si dal$iu bindrnu reldciu 4 takto: graf G je v rela-
cii 4 s grafom Gy (pisané G; AGy) prave vtedy, ked Gy = Gy, alebo ked existuje
takd postupnost G, , G,,, ..., G,, grafov z ®, 7e je G, = Gy, G, = G; a Ze

pre vietky z = 1, 2, ..., n — 1 plati: graf G, , vznikne é-transformdciou grafu

@, na istom jeho 3-cykle C,, . Reldcia 4 je reflexivna, symetrickd a tranzitivna,
teda je relaciou ekvivalencie.

(1) Podla [1] graf je normélny, ak neobsahuje ani ndsobnt hranu ani slu¢ku.

353



Lema 2. Ak dva grafy z ® st v rlldcii A, potom su tieZ v reldcii Q.

Doékaz. Platnost tvrdenia lemy 2 vyplyva z lemy 1 a z definicie reldcie 4.
O neorientovanom normalnom grafe budeme hovorit, Ze je T-grafom, ked
neobsahuje Ziadnu kruinicu, alebo ked v kazdej jeho kruZnici existuje aspoil

jedna takd dvojica hran, Ze obe hrany dvojice patria do toho istého trojuholni-
ka grafu(2).

Lema 3. Nech G, jo T-graf. Nech Gy je lubovolnyi graf z ® a nech C je isty
jeho a-cyklus. Nech Gy jeten graf 2 ®, o ktorom plati: vietky hrany z Gy nepairiace
do C maji v grafoch Gy, Gy rovnaki orientdcin a vétky hrany patriace do C majé
v tyjchto grafoch réznw orientdciu. Potom plati: Gy A Gy a polet d-transformdcis,
ktoré treba wrobil, aby sa zmenil graf Gp na graf Gy je a — 2.

Dokaz. Je zrejmé, Ze nemdie byt a << 3. Ak g = 3, netreba nié dokazovat.
Dokazme platnost tohto tvrdenia: ak lema plati pre @ =  (kde r je isté priro-
dzené éislo; 3 < r < n— 1), potom lema plati aj pre a = r + 1. Predpokla-
dajme, Ze lema plati pre cyklus s # vrcholmi. Nech cyklus C obsahuje r + 1
vrcholov a nech postupnost wi, wz, ..., wra uddva, v akom poradi prechidza-
me cez jednotlivé vrcholy cyklu C, ak po flom obiehame v smere orienticie
jeho hran vychidzajic z istého jeho vrcholu w;. Pretoze podla predpokladu
Gy je T-graf, moZno vrchol wy volit tak, Ze plati: vrcholy wi, w,, wr st
vrcholy istého trojuholnika grafu @ , teda tak, Ze plati: v grafe G, existuje
hrana (oznaéme ju k), ktord spojuje vrcholy wy, wr.

Rozoznivajme tieto dva pripady: hrana & smeruje v grafe Gy z wy do w,
(prvy pripad), alebo mé orientdciu opaént (druhy pripad).

V prvom pripade vrcholy wi, wr, wr+1 a hrany tieto vrcholy spojujtce
tvoria 3-cyklus grafu G,. Nech G je graf, ktory vznikne z grafu G, d-trans-
forméciou na uvedenom 3-cykle. V grafe G existuje r-cyklus €', cez vrcholy
ktorého mozno obiehat v smere orientdcie jeho hran v tomto poradi: w;,
We, ..., Wr, wy. Pritom orientdcia hrdn v grafoch G4, Gs je rozdielna na vSet-
kych hranach a len na hrandch tohto r-cyklu. Podla indukéného predpokladu
staéi urobit r — 2 é-transformdcii, aby sa zmenil graf Gs na graf Gy.

V druhom pripade uz v grafe Gy existuje r-cyklus ¢’ s opisanymi vlastnosta-
mi. Podla predpokladu mo?no r-— 2 d-transforméciami zmenit graf G, na
isty graf G, v ktorom vSetky hrany a len hrany z ¢’ maji ind orientdciu nez
v (5. Pretoze hrana k smeruje v grafe G¢ z vrcholu w; do vrcholu wr, vyplyva
z uvedeného, %e vrcholy wy, wy, wyy1 a hrany ich spojujice tvoria v grafe ¢
isty 3-cyklus C'. Ak v grafe G; urobime §-transforméciu na cykle ¢, vznikne
tak zrejme graf G,.

(2) O T'-grafe bez mostov hovoria niektori autori (napr. Gallai, Hajés), Ze je to graf
triangulovateiny.
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V oboch pripadoch plati G, 4 Gga v oboch pripadoch podet m‘.S,@:mmo_.E%o:“
ktoré sme urobili, aby sa graf Gp zmenil na graf Gy, ¢inil r — 1. (Ze nevystadime
s men¥{m podtom §-transformécii, je zrejmé). Teda ak lema plati pre a = 3,
plati aj pre vietky @ = 3, 4, ..., 7. To dokazuje lemu.

Veta 1. Ked G, je T-graf, potom dva grafy = & st v reldcii A prdve viedy, led
st v reldeit Q.

Dékaz. Nech G, je T-graf a nech Gy, Gy si Iubovolné dva grafy z &.
Lema 2 hovori, Ze ak plati Gy 4 Gy, plati aj Gi 2 Gj. Dokaime, Ze ked Qﬁ je
T-graf, plati aj obratene: z G; Q Gy vyplyva Gy A Gy! Zmor.ﬁs. mm v reldcii Q
s Gj. Oznadme znakom Zi; podgraf grafu G, ktory obsahuje ,ﬂmoo.w‘% S.or.oaw
z V a ktory obsahuje vietky tie hrany a len tie hrany, ktoré maji v Gy ind
orientdciu nez v grafe Gj. \

Priamo z definicie grafu Zi; je zrejmé, Ze pre kazdy vrchol vz z V E“@S
toto: podet hran, ktoré v grafe Zs prichadzaji do vs, rovna .m@ @o,mam Eﬁs”
ktoré v grafe Z; ; vychadzaji z vs. O grafe s touto vlastnostou je zndme (pozri
napr. 3], str. 32, lema 2), Ze plati: existuje taky systém C = {C1, Ca, .oy Ca}
jeho cyklov, Ze lubovolnd hrana je hranou prave jedného o%Ec<N Q .

Existuje preto postupnost G, Guv o5 Oy mummo< z @ »umw.. ze um<9. = G..
a e pre vietky t €{1,2, ..., d} plati: grafy G, , G, sa liia iba .«.%5‘, e vietky
hrany a len hrany cyklu C; z C maj v tychto grafoch .H.@NHE oEo:dm.o_:w Potom
ale je G, = G, a pretoZe podla lemy 3 pre vietky te {1,2, ..., d} plati G, 4
@, plati tiez Gi 4 G4, €o bolo treba dokazat. .

WONSMEW@ 9. Veta 1 na rozdiel od lemy 3 ni& nehovori o tom, kolko o-
transformécii treba urobit, aby sa graf G; zmenil na graf G;. Pomocou lemy 3
mo¥no pre podet y potrebnych S-transformacii urobit tento odhad: w\M
<y V ket ...+ ka—2. d, kde k; je dizka cyklu C; v rozklade ¢ obsahuji-
com maximalny potet cyklov a kde znak d oznaduje tento podet.

Lema 4. Nech graf Gy obsahuje aspoit jednu takd krutnicu K s p > 3 hrana-
mi, %e Fadne dve jej susedné hrany nepatria do toho istého %&i%?&wa\&.@ag
G, , potom v ® existujii také dva grafy, ktoré st v reldcii Q a nie si v ENSNS m_‘.

Doékaz. V mnosine ® existuje aspoit jeden graf (oznaéme ho G4), ktory ma
tieto vlastnosti: (1) hrany kruinice K st v G; orientované tak, ze ?3«.5 .o%Eﬁw
grafu Gy; (2) kazd4 hrana z G, , ktord spojuje isty vrchol z nepatriaci do Nm\
s vrcholom y patriacim do K, smeruje z x do y. Nech Gy je ten graf z @., wd,oq
mé tto vlastnost: vietky hrany z K a len hrany z K maji réznu orientaciu
v grafoch Gy, G;. Potom ale zrejme plati: Gy 2 Gy. Z oimﬂwﬁowm mw.m? Gy 4%-
plyva, Ze ani v grafe Gy ani v ¥iadnom takom grafe, Weow% je s nim v relacii
A, neexistuje 3-cyklus, ktory by obsahoval niektort z hran @mdﬂm.o_.or do Mm“
Preto vietky grafy, s ktorymi je G; v reldcii A, maji hrany z ‘N orientované
tak ako graf Gy, dize: Gy nie je v relacii 4 s grafom G;. To dokazuje lemu.
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Veta 2. Reldcie Q, A na mnoZine ® splyvaji vtedy o len viedy, ked G, je
T-graf. .

Dékaz. Veta je priamym doésledkom vety 1 a lemy 4.
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ON - TRANSFORMATIONS OF ANTISYMMETRIC GRAPHS
Anton Kotzig
Summary

Let ® = {G1, G2..., Gi} be the set of all different oriented graphs that arise by the
orientation of all edges of a non-oriented graph without loops and multiple edges G,
and let V = {v, vz, ..., v} be the set of vertices of this graph. By w:(z) denote the
number of edges issuing in graph G¢ € ® from the vertex v, and let £ be a binary relation
defined on the set G as follows: Gt 2 Gy <> wi(x) = wy(x) for all ze {1, 2, ..., n}. By
a d-transformation of an oriented graph from & we understand such a transformation of
this graph into another graph from & wherein the orientation of all edges (and only
edges) of a cycle of the length 3 of the original graph changes. Let us further define on the
set ® the binary relation A as follows: Gy 4 Gy if G; = Gy or if there exists a sequence
Fi, Fa, ... Fa of a graph from & so that Gy = F1, Gy = Fy and that for every z =1,
2, ...,n— 1 we have: F; arises by a d-transformation of the graph F.. The main result
of the paper is the proof of the theorem: The relations 2, 4 on the set G coincide if and
only if Gy is a triangulable graph.
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