MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 16, 4, 1966

DOPPELVERHALTNISSCHAREN MIT ZUSAMMENFALLENDEN
ODER IMAGINAREN GRUNDKURVEN AUF REGELFLACHEN

JOSEF VALA, Brno

In der Behandlung betrachtet man die Bedingungen der Existenz der quadra-
tischen und schichtbildenden Doppelverhéltnisscharen mit den zusammen-
fallenden oder imagindren Grundkurven auf der Regelfliche @, die keine
Torse ist.

a) Betrachten wir eine Regelfliche @ im projektiven dreidimensionalen
Raum P;. In diesem Raum denken wir uns ein festes projektives Koordinaten-
system eingefithrt, das uns ermoglicht, jeden analytischen Punkt X des
Raumes Pj durch seine Koordinaten Z;, ¢ = 1, 2, 3, 4, festzulegen. Die Glei-
chung der Fliche @ sei in der Form

(1) ‘@ = y(w) + v 2(u).

Die Fliche @ sei keine Torse. Die Koordinaten 7;,%;,¢ = 1, 2, 3, 4, der Punkte
der Leitkurven Cy, C; seien die analytischen Funktionen der reellen Veréinder-
lichen u, die in dem angegebenen abgeschlossenen Intervall I definiert sind.
Setzen wir weiter voraus, daB fiir alle Werte des Parameters » im Intervall 1

(1a) (y,2,4,2') #0

gilt. (Die Striche bedeuten die Ableitungen nach u.) Das bedeutet, daf keine
der Erzeugenden der Fliche @ im Intervall I die Torsalgerade ist.

Die Differentialgleichungen der Leitkurven Oy, C, der Fliche @ haben die
Form: v

2) Y = auy + aez + Puy’ + iz,
2" = apy + ooz + Pary’ + Paez’.

Die GroBen o, ik, 4, £ = 1, 2, kann man bei den gegebenen arithmeti-
schen Kurven Cy, C; aus den Gleichungen (2) erhalten. Bei Giiltigkeit von
(1a) sind ay, By, %, P> i k = 1, 2, reelle Funktionen des Parameters u,
die im Intervall I definiert sind.

Auf der Fliche @ betrachten wir eine Doppelverhilinisschar (eine R-Schar),

die durch die Riccatische Differentialgleichung
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(3) v 4 afu) 4 2B(u)y + y(u) v?2 = ¢

gegeben ist. Die Funktionen o(u) + 2By 4 v(w)o?, o (u) + 28 (wyw + V(w2
der Parameter %, vseien fiir u € 7, und figr alle reelle Werte von » definiert,. Dann
sind auch die Funktionen olu), Blu), v(u), o'(u), B'(w), ¥'(w) im Intervall 7
definiert. Wir schlieBen den Fall aus, daB fiir irgendeinen Wert %o des Para-
meters u, ug e I, wenigstens eine von den Funktionen o(u), Blu), y{u) nicht
definiert ist. Dann existieren ksine Lésungen der Gleichung (3), die in den
reellen Punkten der Geraden p (y — %) der Fliche @ die reellen, von der
Geraden p verschiedenen Tangenten haben. Weiter schlieBen wir den Faj]
aus, da8 fiir irgendeinen Wert #1 des Parameters %, w1 € 1, die Funktionen
a(u), B(u), y(u) zwar definiert sind, aber wenigstens eine der Funktionen
«'(u), B'(u), ¥'(%) nicht definiert ist. Dann sind fiir die Integralkurven -der

der Fliche @ definiert. ITm folgenden schliessen wir auch den Fall aus, dafl
die Schar von Integralkurven der Gleichung (3) die asymptotische Schar der
Fliche & ist.

zeugenden der Fliche & und allgemein noch aus der Kurve % dritter Ordnung.

In dem Raum P; denken wir uns dag bewegliche Koordinatensystem; die
Ecken dieses Systems seien die Punkte y, 2, ¢, 2", Bezeichnen wir mit 1,
¥z 73, 24 die Koordinaten des Punktes X, 4. b,

X = 1y + woz - T3y’ + x4z,
dann haben die Kurven k folgende Gleichungen @&5 [4]):
=9+ B 4 2B + )8 + yv) — By, 4 o),

(4) Y2 = Up 4 B)—2(B + y)(a + pu) — B(f12 + vf2),
Z3 = y + 2B,
Ty = v(y -+ 2B),
B=_4__ 2B — 2, P = —v%a9 + v(agy — a1} + oy, = —v2fly +

+ (B2 — B11) + fi2. Wenn sich der Parameter 4 dndert, dann bilden die
Kurven & die Fliche Q.
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(5) 'LWT\\ -+ va&w 4+ Aﬁ.+ va&m f*ﬂ _HII.WAMS —+ e%mmV — 2B2 —. QA,Q =
—B)es + [B(Bu + vpar) — ¢ — Blus = 0,
- éB  @&B
wo B=—+4-—_"—_p
ou ov
Wenn die HWE;B: k immer in eine Gerade und in einen Kegelschnitt zer-
fallen, dann nennen wir die betrachtete R-Schar quadratisch, wenn aber die
Kurven k immer in drei Geraden zerfallen, dann nennen wir die betrachtete
R-Schar schichtbildend (Mayer [2], S. 5).

b) Wir nennen GQrundkurven der R-Schar ein Kurvenpaar der Fliche @
mit der Eigenschaft, daB in den Punkten dieses Paares die Kurven der R-Schar
die asymptotischen Kurven beriihren. In der Behandlung [4] betrachtet man die
R-Scharen mit den reellen nicht zusammenfallenden Grundkurven. Betrachten
wir nun den Fall, da8 die Grundkurven dieses Paares in eine Kurve zusammen-
fallen. Durch eine geeignete Wahl des parametrischen Systems auf der Fliche
@ kann man erreichen, daf die Grundkurve der R-Schar die Kurve O, ist.
Das werden wir im folgenden voraussetzen. Alle R-Scharen mit den zusammen-
fallenden Grundkurven in der Kurve Cy bezeichnen wir mit By, y).

Satz 1. Jede Ry, y)-Schar ist die Mn.@aw ) Ns&mﬁ&@geas der b,&&wm:&&,

gleichung . ’ o
Bz Boz — B fa1

6 i s M ——] =g
(6) -+ 5 5 + e >
@ 18t eine beliebige Funktion des Parameters u.
Man muB8 voraussetzen daB o, @’ reelle Funktionen des Parameters « im Inter-
vall I sind. (p ist im Intervall I der Differentialklasse oL)

Beweis: Die asymptotischen Kurven der Fliche & haben die Gleichung

(7 o 20+ Bra - (Bee — i)y — Pare® = 0.

(Barner [1], S. 57.)
Offenbar ist durch (7) eine schichtbildende Schar mit zwei Geraden der zer-
fallenen Charakteris:ik, die immer mit der zugehdrigen Geraden p der Fliche
@ zasammenfallen.

Die Gleichungen der Kurven, in deren Punkten die Kurven der betrachteten
R-Schar die asymptotischen Kurven beriihren, bekommen wir leicht aus den
Gleichungen (3), (7)

lm%l.ﬁ v+ MMIH%.TQ.TM?IT\%HQ.
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Aus der Bedingung, daB diese Relation eine zweifache Wurzel v — ¢ hat,
bekommen wir dann

Weiter ist o == 0, das folgt leicht aus der Voraussetzung, daB die betrachtete
RB(y, y)-Schar nicht eine asymptotische Schar ist. Im folgenden setzen wir
o(u) # 0 fiir » € I voraus.

Satz 2. Wenn die Kurve Cy eine Fleknodalkurve der Fliche @ ist, dann sing
alle R(y, y)-Scharen quadratisch oder schichtbildend, Wenn Cy keine Fleknoda-
kurve der Fliche & st, dann existiert Leine quadratische oder schichtbildende
Ry, y)-Schar. :

Bemerkung. Jede Kurve der Quadrik kann man als Fleknodalkurve be-
trachten.

Beweis. Die kubische Charakteristik der Quadrik ¥ der B(y, y)-Schar in
den Punkten der Geraden o der Fliche & hat nach (4), (6) folgende Gleichungen:

(8) 21 = v0(Bor — 20) + o2[—am + 38, — o 4 20(fo2 + Bu) — 3Bu(Bon +
+ Bu)] + ofoer — o11 — 3(Beg —Bu) + M —pB%) + Brao] +
"+ [oe — 3815 + B1a(Bas + pu)l, :
T2 = 3[—og + 485, — o’ — 1B21(B22 + Buy) — 301 + 20P] +- V2 [ogg —
—ou — 3B — fu) + 290 + b2 — BI)] + o — 612 +
=+ 1B12(Bee + fu)],

T3 = —2002,
Tg = —203, o
Die Charakteristik zerfallt, nur :m dem Falle, wenn
(9) 12— 3By, + 1612(B22 + Pu) = 0
gils. .

Die Fleknodalkurven der Fliche @ haben die Gleichung

(10) o2 + (o2 — s — oegy2] — 3Bie + (B — Bryo — o] + Hpro +
+ (Bo2 — Bu1)v — B2102](22 + Pu1) = 0.

Wenn wir in der Gleichung (10) v = 0 voraussetzen, darn bekommen wir
die Bedingung (9). Die Bedingung (9) héingt nicht von o ab, bei ihrer Giiltig-
keit sind alle E(y, y)-Scharen quadratisch oder schichtbildend.

Im folgenden setzen wir voraus, dafl die Fliche @ keine Quadrik ist. Das
bedeutet, daf die Koeffizienten bei v, I — 0,1, 2 in der Gleichung (10) nicht
alle identisch gleich Null sind.

Satz 3. Wenn die Kurve Cy eine Fleknodalkurve und heine asymptotische
Kurve der Fliche @ ist und wenn, die zweite Fleknodalkurve nicht mit Cy zusam-
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menfallt, dann existicrt nyy eine schichtbildende B(y, y)-Schar. Wenn Cy eine
Gerade ist, dann existiert allgemein keine schichtbildende Ry, y) Schar. Wenn
aber die zweite Fleknodallewrve mit der Geraden O, usammenfillt, dann sind qlle
R(y, y)-Scharen schichtbildend. Wenn beide Fleknodalkurven der Fliche @
i der Kurve (nicht in der Geraden) C, zusammenfallen, dann sind alle By, y)-
Scharen quadratisch,
Beweis. Setzen wir voraus, dafl die Kurve Cy die Fleknodalkurve der Fliche

@ ist. Dann gilt die Relation (9). Wir kénnen leicht nach (5) und (6) die Ebenen-
koordinaten der Schmiegebenen der Kurven der R(y, y) Schar, (d. h. die
Koeffizienten bei z; s X2, 3, 24 in der Gleichung (5) finden,

(11) & = 2002,

‘MN”lwmﬁu
1 ' 1
£3 = o2 IW Wlm (Bo2 + Pr1) — ooy -+ Mmhlm + v Hﬁgl

1
— Bu)(Bez + fuy) + (xe2 — o) — Py (Bs — 811)1,

P B 2 Ba1 3
&1 =02 5 e Bor—2 o e tojam— S e

3 1 1 1
—o0 Mm@l“m: + H\wﬁﬁmm + Bu)| + Mﬁmm — B1) —

1 ,
— (@2 — a11) — pf1s — T (B2 — %) |-

Wir schlieBen den Fall v=20, d. h. fiir alle Werte VOn % = uy (u € I) im-
mer den Ebenenbiischel mit der Achse in der asymptotischen Tangente im
Punkte der Kurve Oy (Mayer [3], S. 5.) aus; durch die Gleichung (11) ist fiir
% = ug ein quadratischer Kegel gegeben. Dieser Kegel zerfillt, wenn

A v — N £l : Au v , srl_ N “w 4
_w m gm\...llT u, v ] 3 3y 3 3
{ A V o \\« WN

fir alle Werte des Parameters » immer bej dem konstanten Werte des Para-
meters v gilt,

Die Bedingung (12) ist nur in dem Falle erfiillt, wenn
(13) #(Bo2 — Bu1)’ — (w2 — orzy) — B2 — A1) — 01z = 0
gilt. Allgemein kann man also nur ein solches ¢ finden, fiir welches die Rela-

tion (12) erfiillt ist. Es existiert dann nur eine schichtbildende By, y)-Schar.
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Wenn aber 85 = 0 gilt, dann gilt nach (9) auch ajp = 0, C, ist dann nach
(2) eine Gerade und die Relation (13) lautet dann:

(14) #(Boz — fu1)’ — (22 — oryy) — B3 — B) = 0.

Wenn (14) und (9) gilt, dann fallen nach (10) in der Geraden Cy beide
Fleknodallinien der Fliche @ zusammen. Alle R(y, y)-Scharen sind dann
schichtbildend. .

Wenn aber (14), (9) und 15 0 gilt, dann existiert keine schichtbildende
R(y, y)-Schar.

Im folgenden werden wir voraussetzen, daBl die Fliche @ eine Quadrik ist.

Satz 4. Wenn die Fliche ® eine Quadrik ist, dann existiert allgemein keine
schichtbildende R(y, y)-Schar, alle R(y, y)-Scharen sind dann quadratisch.
Wenn aber C, eine Gerade der Fldche @ ist, dann sind alle By, y)-Scharen
schichtbildend.

Beweis. Wenn @ eine Quadrik ist, dann ist die Relation (13) fir o £ 0
nur dann erfiillt, wenn P12 = 0 ist. Dann ist aber ¢' eine Gerade.

¢} Im folgenden werden wir voraussetzen, daf} die nach a) definierte Fliche @
keine Torse ist, sonst kann sie eine beliebige Regelfliche sein. Weiter werden
wir voraussetzen, daf3 Cy eine Fleknodalkurve der Fliche & ist. Auf der
Fléche @ betrachten wir eine quadratische R(y, y)-Schar. Die quadratischen
Charakteristiken der Flichen ¥ der ¥y-Quadrikschar, die zur gegebenen
R(y, y)-Schar gehirt, haben nach (8) und (9) folgende-Gleichungen :

(15) 21 = v%0(far — 20) + v[—ag, - 321 — o' + Jo(Ber + 1) — P (for +
+ Au)] - [eoe — a1 — 3(Bar — ) + 1(82, — i) + Bueol,
Ty = Pl—om + §f5 — o' — LBu(Paz + B11) — Yofu + $ofze] + v[oss —
o — B — Bu)’ + 2610 + HBZ, — F2,)],
Xy = ]M@Gu
T4 = ,Mmem.

Diese Kurven bilden dann eine Kegelschnittsfliche (y, y). Betrachten wir
eine Erzeugende p (4 — %) der Fliche @. Bei dem konstanten Werte des
Parameters u (y = g} bestimmen die Gleichungen (15) einen Kegelschnitt
k[y(uo), y(uo)]. Diese Kurve schneidet die Gerade p (4 = %) der Fliche ¢
im Punkte y(ug).

Im folgenden werden wir die Eigenschaften der zu allen quadratischen
R(y, y)-Scharen gehsrenden Kegelschnitte kfy(u,), y{(uo)] betrachten.

Satz 5. Die Tangente des Kegelschnittes kly(uo), y(uo)] im Punkte Y(uo) kann
keine asymptotische Tangente der Fliche @ sein,

Beweis. Die Tangente der Kurve k[y(uo), y(uo)] im Punkte y{uo) ist durch
den Punkt y(ug) und nach (15) durch den Punkt
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(16) [—oor + 3, — ¢ + 30(Bze 4 Pu1) — 1fa1(Bo + Bu)ly + [owe — oy —
#Bo2 — P11) + 28100 -+ HB3 — B2 — 20y’

bestimmt. In der Relation (16) muB man o — %o einsetzen. Der Punkt (186)

.Hmmmﬁmorzma?

ﬁmbmm der Kurve kly(wo), y(uo)] beriihrt der quadratische Kegel mit der
Spitze Viy(wo), y(uo)] die zur gegebenen R(y, y)-Schar gehorende Fliche
2y, y). Dieser Kegel ist die Hiillfliche der Schmiegebenen der Kurven der

gegebenen R(y, y)-Schar lings der Erzeugenden P (v = wug) der Fliche @
(siehe a)).

Fleknodalpunkte der Geraden p (u = o) zusammenfollen,.
Beweis. Wir setzen voraus, dafl die Relation (9) gilt. Aus den Gleichungen
(11) bekommen wir leicht die Koordinaten der Spitze V[y(uq), Y(uo)].
& TG — o) (Bee o+ fu) — *21 + (3621 —0)']
20 - ’
&w »ewmml:m:xmwm;n m:v.TRmm‘Q:’ wowwwllm:%

x3

In diesen Gleichungen muB man fiir 4 den Wert w, einsetzen. Die Koordinate
zp ist gleich Null nus in dem Falle, wenn die Gleichung (14) gilt. Nach (10)
fallen aber beide Fleknodalpunkte der Geraden p zusammen.

d) Weiter werden wir die R-Scharen mit den imaginéiren Grundkurven
(17) bov? -+ 2L + Iy = 0, &= lyu),

betrachten. Wir werden voraussetzen, dafl [, § — 0,1,2, analytische Funktjo-
nen im Intervall / sind und die quadratische Gleichung ( 17) fiir v imaginire
Wurzel im Intervall J hat.

Wir dndern nun die parametrische Schar der Fliche @ durch die Gleichung
(18) v = Mu) 4 Bu(u).
Die Gleichung (1) lautet dann:
(19) =T+% §=y+ Aup, z— p),
und die Gleichung (20) hat dann folgende Form: A
(20) [Lu2(w)] + s[2lu(u) + 2 (whu(w)] + [l +- 2hA(w) + BLi2(w)] = o.
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Man kann nun Au), w(u) so wihlen, daB die Gleichung (20) die Wurgzel
¥ = + ¢ hat. Es gentigt

{ — (2 — 1l
(21) xsulmiguﬁ\ :Nw L

zu wahlen.

Der Ausdruck —(F — lly) ist positiv (Nach der Voraussetzung, daB die
Relation (17) imagindre Wurzel hat.) Die Kurven (17) haben dann fol-
gende Gleichung:

24 1=0,

Im folgenden werden wir voraussetzen, dafl die Leitkurven der Fliche &
in der Gleichung (1) schon so gewéhlt sind, daB die betrachtete Gleichung
(17) die Form

(22) ®41=0

hat. Die R-Scharen mit den Grundkurven in den Kurven (22) bezeichnen wir
mit R(U).

Satz 7. Jede B(U)-Schar ist eine Schar der Integralkurven der b&@wg&&ﬂ

gleichung

, Ji30) Boz — Pun lmm.wl -
(23) e+Aw m.T« g v+ 2 el v =

wo @ eine beliebige Funktion des Parameters u ist,
Nach a) werden wir notwendig voraussetzen, da8 die Funktion ¢ der Diffe-
rentialklasse O1 im Intervall J ist,

Beweis. Setzen wir voraus, daB die Umm.mumbam_mﬁomorzsm der betrachteten
RB-Schar die Form (3) hat. Wenn durch (3) die E(U)-Schar bestimmt ist, dann
beriihren die Kurven dieser Schar die asymptotischen Kurven (7) der Fliche
in den Punkten der Kurven (22), es gilt dann

312 + 3(Bas — Buyy = 1v? — o — 200 — p2 — e(v* + 1), o= g(u).
Leicht bekommen wir dann
(24) =12—e, 26 =}Pu—pu), y=— —3fa1 — 0.

Schliefien wir den Fall @ =0aus, im Falle ¢ = 0 ist nimlich die R-Schar asymp-
totisch.

Satz 8. Keine der R(U)-Schar ist quadratisch.
Beweis. Wir setzen fiir a, B, y nach (24) in die Gleichung (4) ein; dann be-
kommen wir: :
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(25) 21 = 13[20(—3Ba1 — 0)] + v2[—aray — (—3B21—0) + ¥(Bas + Bru)(—4Ba —
— o] + vfoeee — ain — YBa — fu) + B3 — Bh) — ol +
T Ba1) + 20(—3f21 — )] + [oe12 — (35, ) + (312 — 0)(—1fBes +
+ 1) + $B12(Be2 — Bu1)],

B2 = V—am — (—3f — 0') + (—}for — e)(3B22 — 3Bu1) + 1Bar(Bas —
— Bu)l + voze — a1y — L{(far — Pu)' + B3 — BL) — o(frs +
+ Bo1) — 20(3812 — 0)] + v[oue — (32— 0') + ¥Boz + B11)($B12 —
—0)] + [—20(3B12 — )],

x3 = 2p(v2 4 1),

Zq = 20v(02 + 1).

Durch die Gleichungen (25) sind die zu den R(U)-Scharen gehorende Hiill-
flichen O bestimmt,

Wenn wir nur eine der B(U)-Scharen voraussetzen (d. h. g ist im I die ge-
gebene Funktion des Parameters % der Differentialklasse C') dann sind durch
(25) fiir den konstanten Wert des Parameters » immer die kubischen Kurven
auf der Fliche Q gegeben. Diese Kurven dritter Ordnung zerfallen in die
Kurven niedrigerer Ordnungen nur in dem Falle, wenn die Determinante
aus den Koeffizienten bei v, k=01, 2, 3, in den @omowz@mm: (25) gleich
Null ist. Die R(U)-Schar konnte dann quadratisch oder schichtbildend sein.
Wenn fiir 4 = v, o(u) = 0 gilt, dann zerfillt die Kurve k(uo) in eine Gerade.
Im folgenden setzen wir o(#) #0 fir wel voraus' Die Kurven k(u) zerfallen
dann, wenn

(26) [aze — s — $(Bpp — Biy) + 262 — B2) — o(Brs + Be1)? +-[oroy +- otz0 —
—380 — 3B, + 1B21(Be2 + Pu1) + 1B10(Boz + Pu1) + o(Boz — fu)z = 9. gilt

¢ ist nach der Voraussetzung eine reelle Funktion des Parameters » im Inter-
vall 1, nach a) sind auch ik Bik, o, Bis 6 k=1, 2, reelle Funktionen des
Parameters « im Intervall 1. Dann gilt notwendig:

(27a) %2 — a1 — $(Bos — 1) + H(BL — p2) — 0(B1z + fa1) = 0,
(27b) o+ o12 — 3 — 381, + $haulBas + Bu) + thr2(Bo + Pu) +
+ e(fez — fu) = 0.
Wenn wir diese Relationen in die Gleichungen (25) einsetzen, bekommen wir:
(28) 21(1 + v2)71 = [ 20(— 451 — 0)] + [—ags -+ o1+ o' — 1B2(Boe + fur) —
— 3B + fu)],
Zo(l + 02)71 = vfars + o' — Jo(Baz + 1) + $B1a(Bee + fu) — 36,.] —
— 20(3f12 — ),
x3(1 + 2)"1 — 20,
Z4(1 4 v2)-1 = 2vo,
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WO 0, ¢’ nach (27a) oder (27b) noch eingesetzt werden muB. Die rechten Seiten
dieser Gleichungen héngen linear von dem Parameter v ab, Wenn fiir B(U)-

(29a) 22 — oy — wewmw - urv + 183, — Bh) = 0,

(29b) o1 4 g — 485, — 180, + 821z + fu) + 1h12(Bee + Bua) = 0
nicht gilt. Wenn (29a), (29b) gilt, dann haben die Relationen (27) die Lésung
¢ =0.

Besonders werden wir den Fall g5 — f11 =0 und den Fall Bz + far = 0
betrachten,

Im folgenden werden wir voraussetzen, dafl die Fliche @ keine Quadrik ist,

Satz 9. Wenn die Kurven ¥+ 1 =0 nicht mit den Fleknodalkurven dey
Fliche & usammenfallen und wenn Biz + B # 0, Bos —Bu #0 firuel
gilt, dann und nur dann existiert eine schichtbildende B(U)-Schar, wenn

(30) xze — 011 — WQWM — RHV + pﬁmww fmmﬂv .l
———— 202 Pl T iPen—Fn) _
Pz + B
%1 + a1z — 4B, — 36, +Mu§€§ + Pu) + 1Bre(Boe + Pu)
—(Baz — pu1)

gilt.

Beweis. Die Relation (30) bekommen wir durch AusschlieBen der Grége )
aus den Gleichungen (27). Die Relationen (29) sind nach (10) die Bedingungen,
daB die Flekonodalkurven der Fliche @ mit den Kurven o2 + 1 — ¢ Zusam-
menfallen. Wenn (29) gilt, dann existiert, unter <o§:mmm§c=m Bis + Ba1 # 0,

22 — P11 # 0 keine schichtbildende RB(U)-Schar.
In der Behandlung [4] findet man die Bedingugen, daf unter den R-Scharen

Die Relation (30) ist die dhnliche Bedingung fiir die Existenz (unter Voraus-
setzung B L By - 0, Pe2— P11 #0) der schichtbildenden R(U)-Schar,
d. h. der R-Schar mit den imaginidren Grundkurven (22). Die Konjugiertheit
von zwei imaginiren Kurven der Regelfliche & kann man allerdings nicht so
einfithren, wie es fiir die reellen Paare Terracini in der Behandlung [3] tut.
Betrachten wir die B-Scharen mit der Differentialgleichung, welche die
Lésungen v = 44 hat. Diese Ummuwwmsam_%o_.or:bm hat folgende Form:
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(31) o' 4+ 91 + v2) = 0,

¥ ist eine beliebige Funktion des Parameters 4, wir werden voraussetzen, daf
diese Funktion im Intervall 7 der Klasse C1 ist,.
Die Grundkurven der Scharen (31) sind die Kurven

(32) [P+ 3ale® + [—(fee — fu)lo + [0 — 3f1a] = 0.
Setzen wir weiter
(33) Biz 4 fa1 =0, P —Pfu #0

fiir w € I voraus.

In diesem Falle ist die Existenz der schichtbildenden R(U/)-Schar durch
Giiltigkeit der Gleichung (29a) und Ungiiltigkeit der Gleichung (29b) gegeben.
Wenn (29a) gilt, dann ist das Paar der Kurven v? — 1 = 0 mit dem Paare
der Kurven (32) fiir alle Werte von ¢ apolar. Die Gleichung (29a) ist nach (10)
die Bedingung, da$ die Fleknodalkurven der Fliche @ und die Kurven Cy,
C die harmonische Lage haben.

Setzen wir nun voraus, daB

(34) Bo2—P11=10, Piz+ oy #£0

fiir w € I gilt. Dann haben die Kurven, in deren Punkten die Kurven der
R(U)-Schar die parametrischen Kurven beriihren, und die Kurven Cy, C; die har~
monische Lage. Die Bedingung der Existenz der schichtbildenden R(U/)-Schar ist
demnach die Giiltigkeit der Gleichung (29b) und die Ungiiltigkeit der Gleichung
(29a). Wenn (34), (29b) gilt, dann sind nach (10) die Fieknodalkurven der
Fliche @ zu den Kurven #2 — 1 — ¢ apolar.

Wenn

(35) Bz + P21 =0, fo —Pfu=0

gilt, dann ist die Existenz der schichtbildenden R(U)-Schar nach (27) durch
die Relationen

(36) e —oan =0, oz oy = 0

gegeben. Wenn (35), (36) gilt, dann ist die Determinante aus den Koeffizienten
bei v*, k=10, 1, 2, 3, in der Gleichung (25) immer gleich Null, alle R(U)-
Scharen sind schichtbildend. Nur in dem Falle, wenn die Relationen (35),
(36) gelten, sind die Punkte

y+iz, y 4z, -+
und dhnlich auch die Punkte
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fir alle Werte des Parameters u linear abhingig.

Im folgenden werden wir voraussetzen, dafl die Fliche @ eine Quadrik ist,
d. h. die Koeffizienten der Fleknodalform der Fliche @ identisch gleich Nui)
sind. Unter <o§:mmm$=bm Bz -+ far # 0, Po2 — B11 # 0 existiert dann auf
der Fliche @ keine schichtbildende R(U)-Schar. Dasselbe gilt fiir den Faj]

12+ o1 = 0, Bao — oy % 0 und fiir den Fall f12 + Ba; £ 0, flog — B = 0,
Wenn aber g, - fo1 =0, Bz — Bu=0firue] gilt, dann sind alle R(U)-
Scharen fiir w e 7 schichtbildend.
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