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DIE DEDEKINDSCHEN SCHNITTE IM DIREKTEN PRODUKT
VON HALBGEORDNETEN GRUPPEN

JAN JAKUBIK, Kosice

Es sei G ) eine halbgeordnete Menge. Fiir 4 C @ bezeichnen wir mit
L(4) bzw. U(A4) die Menge aller unteren Schranken bzw. aller oberen Schranken
von 4. Ferner sei D(Q) bzw. E(Q) das System aller Mengen L(U(A)), wobei
4 eine beliebige Teilmenge von @ bzw. eine beliebige nichtleere von oben be-
grenzte Teilmenge von @ ist. Jedes der Systeme D(&), E(Q) ist durch die
mengentheoretische Inklusion teilweise geordnet. Es ist bekannt, daB D(Q)
ein vollstindiger Verband ist (vgl. z. B. 1, S. 58]). Esist leicht zu beweisen, daB
E(G)im allgemeinen kein Verband ist. In dieser Bemerkung untersuchen wir das
System (@) in dem Fall, wenn G ein direktes Produkt ist. Wir beweisen, dag
aus G ~ [IGy die Beziehung E(Q) ~ HE(Ga) folgt. Eine analoge Behauptung
fir D statt £ gilt nicht (vgl. auch [4])- Ferner beweisen wir den analogen Satz
fiir eine Klasse von halbgeordneten Gruppen; diese Klasse enthilt alle archi-
medischen verbandsgeordneten Gruppen. Einige weitere Beziehungen zwischen
den Eigenschaften von verbandsgeordneten Gruppen @ und E(G) werden
abgeleitet.

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen. Ist {aa} C G, inf ay = u baw.
SUpP @ = v, 50 schreiben wir A ay = u, V ay = v. Fir halbgeordnete Mengen
P, @ schreiben wir P ~ (), wenn es eine isomorphe Abbildung von P auf Q
gibt. Es seiaeGund 4, BC@G. Istac U(B) bzw. A C U(B), so setzen wir
@ = Bbzw. A = B. Die Halbordnung in D() und E(@) wird mit C bezeichnet
werden; das Supremum und das Infimum bezeichnen wir auch in diesen Sy-
stemen mit v, A. Es sei M eine nichtleere Menge; fiir jedes € M sei Gy
eine halbgeordente Menge. Das direkte Produkt I1G, ist das System aller
Abbildungen f: M - U Gy mit f(e) € Gy fiir jedes « e M; wir setzen h =f,
wenn fi(x) < fa(a) fir jedes « € M ist. Bezeichnen wir I1Gy = F. Setzen wir
voraus, dafi ein Isomorphismus

(1) g0 ~ TG,
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gegeben ist. Fiir z e @ bzw. X C G setuen wir P(2) (@) = 2(a)(1), P(X) (o) =
= X{(). Die direkte Zerlegung (1) von ¢ heiBt nichttrivial, wenn es a, e M
gibt, so daf o, # oy und card G, > 1, card G,, > 1 ist.

In den Abs. 1—6 setzen wir voraus, daB} (1) gilt,

1. Bs set A eine von oben, begrenazte Teilmenge der M. enge G. Dann ist U(A) (o) =
= U(A(«)).

Beweis. Es sei u e U(4){«). Dann gibt esz e U(4) mit za) =u;da x> 4
gilt, haben wir x(x) = A(a), alsoist u e U(A4(x)). Umgekehrt, es sei y ¢ U(A(x)).
Nach der Voraussetzung gibt es z € U(4). Es sei [/ dasjenige Element aus B,
fir das gilt: flo) = w; f(B) = p(x)(B) fir jedes BeM, p+ a Bezeichnen wir
¢Uf) = y; fiir jedes veMisty(y) = A(y), also ist y = 4. Daraus bekommen
wir e U(4), u —= Y(x) € U(A)(a).

ngmwwzzm. Wenn 4 von oben nicht begrenzt ist, dann braucht eine
analoge Behauptung nicht zu gelten (es ist namlich {7 (4) =6, Ud)(«) = ;
dabei kann A(x) von oben begrenzt sein und dann ist U(A(x)) # U4 ().

In dualer Weise bekommt man: wenn 4 eine von unten begrenzte Teilmenge
der Menge  ist, so haben wir L{d)(a) = L(4()). Es gilt also:

2. Es sei A cine von oben begrenzte nichtleere Teilmenge von Q. Dann ist
LUA)Na) = L(U(A())). _ : :

Bezeichnen wir L(U(4)) = A’. Unter den erwahnten Voraussetzungen
ist also A'(x) = {A(a))

Bemerkung. Es sei 4 eine nichtleere von oben begrenzte Teilmenge der
Menge G. Offensichtlich gilt 4 € B(Q) genau dann, wenn 4" = 4 ist.

3. Es sei 4 € E(G). Dann ist A(x) € B(Gy) far Jedes o e M. .
Beweis. Nach der <o~m.:mmo$=bm ist 4 nicht leer und von oben begrenzt,

also ist auch A(x) nicht leer und von oben begrenzt. Ferner ist A" = 4 und
daher ist nach (2) (4(@)) = A'(a) = A(a).

4. Es sei Aw € B(Go) fur jedes o € M. Setzen wir A={z|ze@, aa)e A=
Jir jedes o € M}. Dann gilt: -
a) A(a) = A% fur jedes « € M.

b) 4 € E(@).

Beweis. Die erste Behauptung ist klar. Ferner ist A £ C; fiir jedes o € M
wahlen wir ein Element v, e U (4%) und es sei v e ¢ mit v(x) = vy fiir jedes
«€ M. Dann ist 4 < ». Es sei x €4’ Nech 2 gilt z(ax) € A'(@) = (A(e)) =
= (4% = 4« als0 istzed A" = 4. .

(1) Wir schreiben iiberall @(r)(a) anstatt [e(x)e); fiir X C ¢ sei ferner @(X)(a) =
= {r(a)]x € X}.
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5.Es sei A, B e B(G). Diec Beziehung A C B ist genaw dann erfullt, wenn
A(a) C B(a) fur jedes o € M ist. .

Beweis. Ist 4 CB, so folgt aus der Definition des direkten Produktes
A(a) C B(«) fiir jedes « € M. Es sei, umgekehrt, A4(«x) C B(«) fiir jedesae M
und a € 4. Wihlen wir ein beliebiges ¢ € U(B). Dann ist nach 1 ¢(x) € U(B)(a) =
= U(B(«)). Aus a(x) € B(«) bekommen wir jetzt a(x) < c(a) fir jedes « € M;
daher ist ¢ < ¢. Daraus folgt @ << U(B), also ist a e L{U(B)) =B, 4 CB.

Aus 5 folgt unmittelbar: . .

5.1. Ist A, Be B(Q) und gilt A(a) = B(«) far jedes o e M, dann ist A = B.

Fir jedes x € @ bzw. y € Gy bezeichnen wir ¥ — fulue@, u< x}, ¥ =
={ulueGy,u =y}
6. Satz. Aus der Bezichung (1) Jolgt die Existenz cines Isomorphismus P:
E(G) ~ 1 E(Ga), so dafi 3(z)(«) — @) () fur jedes xe G und jedes ae M
gilt. .

Beweis. Wir benutzen die schon eingefithrten Bezeichnungen. Betrachten
wir die Abbildung

@ . 4 7:B(@) 1 B(Gy) =T,

die folgendermaBen definiert ist: fiir 4 e E(G) ist p(d) = f € I E(Gy), wobei
J(@) = A(«) fiir jedes « € M ist. Nach 3 ist @ wirklich eine Abbildung der Menge
E(G) in F; nach 4 und 5.1 ist dann @ eine schlichte Abbildung von E(G) avf %
Aus 5 folgt jetzt, daB8 @ ein Isomoprhismus ist. Es sei o eM,zeq. Umbw ist
% € B(G), also = Z. Nach der Definition von @ haben wir (Z)(«) = Z(«).
Nach der Definition des direkten Produktes ist Z(o) = p(x){er) € E(Gh), also
il z)) = @(Z)(e). .

¢ M\%MM:WAQV mmmemﬁnmm.wa.o und das kleinste Element besitzt, dann mmvd es in u..ommn
Menge Gy das groBte und das kleinste Element. Im mo_ormﬁ Fall ist offensicht-
lich D(G) = E(@), D(Gy) == E(Gy). Aus dem Satz 6 m&m.n also:

6.1. (Vgl. [4; Satz 11). Wenn in G das grofite und das kleinsie Element existiert,
dann folgt aus (1) die Beziehung D(G) ~ II D(Gy).

. Wir wollen jetzt eine analoge Problematik fiir halbgeordnete Q%:@wm:@
untersuchen. Eine Isomorphismus von halbgeordneten Gruppen wird :.a;
dem Symbol ~y bezeichnet werden. Eine halbgeordnete Gruppe G heiBt
<o:mﬁ:&m vammor~0mmobu wenn aus a, b € @, na < b fiir n, =- 0,1,2,3, ..., rn.r
—2,—3, ... die Beziehung a < 0 folgt (vgl. [3]). (Mit 0 (oder, wenn :o?\w:&m,
mit Og} wird das Nullelement von @ bezeichnet.) Es sei M mEo.Eorﬁmﬂ..m
Menge und fiir jedes « € M sei G4 eine halbgeordnete Gruppe. Bezeichnen wir

(%) Fur halbgeordnete Gruppen benutzen wir die Bezeichnungen nach [1].
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mit F' das direkte Produkt der halbgeordneten Mengen Gy (). Fiir fi,foeF
setzen wir fi + fo = g, g € F, wobei 9(x) = file) + fo(«) fiir jedes o« e M ist.
Dann ist F(=<, +) das direkte Produkt der halbgeordneten Gruppen Gy; dieses
bezeichnen wir mit I,Gy.

Die folgenden Behauptungen 7 und 8 sind bekannt,

7. (Vgl. [3].) Es sei @ cine gerichtete vollstindig abgeschlossene Gruppe. Defi-
nieren wir in E(G) eine bindre Operation -+, folgendermaBen: fir 4, B € E(G)
selzen wir A 4+, B = (4 - BY.(3) Dann ist EG)NZ, +1) eine vollstindige
verbandsgeordnete Gruppe.

8. (Vgl. [6, Satz 2.2].) Es sei @ eine gerichtete Gruppe. Es sei eine direkte
Zerlegung ¢: A(<Z) ~ 1 Hy (x € M) der halbgeordneten Menge G (=) gegeben.
Far jedes o€ M setzen wir Ga= {zizeq, #(B) = 0(B) fiir jedes p e M, B+
# a}. Dann sind alle M, engen Gy Untergruppen der Gruppe G(+) und es gilt
91: G ~ NGy, wobei die Abbildung ¢, Jolgendermapen definiert ist: fir x e @
M& Pi(@)@) = y € @, s0 dap py)(@) = @(z)(«) und PY)B) = O(B), wenn B M,

#* o, i

8.1. wwgowwzzm. Unter gleichen Voraussetzungen wie in 8 gilt offensichtlich
Gu (Z) ~ Hy, also ist E(Ga) ~ E(Hy).

9. Batz. Es sei G eine gerichtete vollstandig abgeschlossene Gruppe, G ~ I,H,.
Dann gilt E(G) ~ ,E(Hy),(4)

Beweis. Es sei ein Isomorphismus ¢ : @ ~ HgHy gegeben. Dann ist ¢
auch ein Isomorphismus in bezug zu der Halbordnung allein, d. h. P: G () ~
~ Il Hy(<). Nach 6 haben wir dann ¢ B(H(=)) ~1 E(HA(<)). Es sei Gy
die Menge aller Elemente X € B(G) mit §(X)() = 0(8) fiir jedes e M,
B # . Nach 8 ist jede Menge G, eine Untergruppe von E(@) und es gibt einem
Isomorphismus ¢,: E(@) ~ 11,64, wobei die Abbildung ¢, in gleicher Weise
wie in 8 erkldrt ist (d. h. Pu(X)() ist ein Element ¥ € B(G) mit §(¥)(a) =
= @(X)(@) und g(Y)(B) = 0(p) fiir jedes fe M, B + «). Jeotzt geniigt es zu
zeigen, dafB die Verbandsgruppen G, und E(H,) fir jedes ae M isomorph
sind.

Betrachten wir die Abbildung @, : Go— E(H,), die folgendermaBen defi-
niert ist: fiir 4 e @ sei Pa(d) = P(A) (@) = A(«). Aus dem Isomorphismus 7
und aus 5.1 folgt, daB @a ein Isomorphismus in Bezug auf die Halbordnung
ist. Es sei 44 € Gy, ¢ = 1, 2. Dann haben wir :

Pa(dr +1 d2) = Fal(d1 + A5)] = (4, + 42)().

(3) Fur 4, B C @ setzen wir A4+ B = {a+ @T« €A4,beB}.
(4) Die Gruppenoperation in E(Hq) ist analog wie im Satz 7 erklirt.
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Nach 2 ist also
Pal(dr +1 42) = [(4A1 + Ao)(@)]’ = [Ay() + Az(a)]’.

Aus den Voraussetzungen des Satzes and aus 7 ergibt sich, daBl Gy und E(H,)
gerichtete und vollstindig abgeschlossene Gruppen sind. Daher ist

[Ax(o) + Ao(e)]’ = Ai(@) 41 Ao(e) = (A1) 1 Fa(da).
Damit ist die Behauptung bewiesen.

10. Es sei G ein Verband ohne grofites Element. Dann kann D(@) nicht als
nicht triviales direktes Produlkt dargestelll werden.

Beweis. Wenn man D(Q) als nichttriviales direktes Produkt darstellen kann,
so existiert eine nichttriviale direkte Zerlegung ¢: D(@) ~ P X Q mit zwei
Faktoren. Die Elemente aus P x @ werden wir als Paare (p, q9) (peP,qeQ)
bezeichnen. Da D(G) ein kleinstes und ein groBtes Element besitzt, existiert
auch in P ein kleinstes und ein grofites Element; bezeichnen wir diese Elemente
mit Op, Ip. Die Symbole O, Iq haben eine analoge Bedeutung. Es sei
4 = ¢7Y(Ip, Oq)), B = ¢~1((Op. 1q)). Wenn die Menge 4 in @ nicht von
oben beschriinkt ist, so gilt A’ =G, und da 4 ¢ D(@) ist, haben wir 4 — Q,
¢(A4) = (Ip, Iq). Daherist Io = Og, card @ = 1, was ein Widerspruch ist. In @
gibt es also eine obere Schranke a, der Menge A; in analoger Weise gibt esin @
eine obere Schranke by der Menge B. Bezeichnen wir €= ag V by. Es sei A4,
bzw. By bzw. Oy die Menge aller Elemente aus @, die kleiner oder gleich aq
bzw. b bzw. ¢y sind. Aus der Definition der Mengen 4, B folgt A v B= @,
also gilt auch 4¢ v By = G; offensichtlich ist aber Ao vV By = Cy, daher
ist co das groBte Element in G, was ein Widerspruch ist.

Eine analoge Behauptung gilt fiir den Fall, wenn es in G kein kleinstes
Element gibt,.

10.1. WoEma_W:bm. Die Behauptung aus 10 kann fiir eine halbgeordnete
Menge G nicht verallgemeinert werden. Beispiel: Es sei ¢' = {a, b, ¢}, wo-
bei @ < b, a < ¢ gilt und die Elemente b und ¢ unvergleichbar sind. D(®)
kann als direktes Produkt 4 x B dargestellt werden, wobei card 4 — card
B = 2 ist.

11. Es gibt einen Verband G mit Jolgenden Eigenschaften: a) @ besitzt ein
kleinstes und ein groftes Element; b) G ist kein nichttriviales direktes Produkt;
©) D(G) = E(G) lapt sich als nichttriviales direktes Produki darstellen. Beispiel:
Es sei @ die Menge aller Paare (z, y) von reellen Zahlen z, y 40,15, (z, y) #
# (1,0). Dabei setzen wir (x;, Y1) = (x2, yo), wenn z; < x5 und Y1 = ye gilt.
G'ist ein distributiver Verband mit einem kleinsten und einem gréBten Element.
Setzen wir 4 = {(z, 0) |0 < z < 1}; offensichtlich ist A €D(@). Es sei Be
€ D(@). Bezeichnen wir mit B; bzw. mit B, die Menge aller g bzw. ¥4, zu den
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es ein y bzw. x gibt, so daB (%o, y) € B bzw. (z, yo) € B ist, und es sei x =
= Sup %y (w9 € B1), y1 = sup yy (yo € Bs). Ist (21, 1) = (1, 0), =0 gilt B = 4;
im Falle (z1, y1) # (1, 0) ist (z,, y1) das groBte Element in B. Die halbgeordnete
Menge D(@) ist also zu dem direkten Produkt <0, 1>X <0, 1) isomorph.
Wenn @ ein nichttriviales direktes Produkt ist, dann gibt es Elemente a, b = ¢
mit a Ab=0g,avb=1Isa #0g,b # 0¢ (vgl, [1]). Man sieht leicht ein,
dafl solche Elemente in @ nicht existieren. : /

12. Es gibt etne Verbandsgruppe @ mit Jolgenden Eigenschaften: a) G ist kein
nichitriviales direktes Produkt, b) die Verbandsgruppe E(Q) 1Bt sich als nicht-
triviales divelites Produkt darstellen. -

Beispiel: Es sei ¢ die Menge aller auf dem Intervall {0, 1) definierten
stetigen Funktionen mit der Gruppenoperation + und mit der natiirlichen
Halbordnung. @ ist eine Verbandsgruppe und @ besitzt keine nichttriviale
direkte Zerlegung. Da @ archimedisch ist, kénnen wir die Verbandsgruppe
E(G) = @1 konstruieren. Offensichtlich ist G1 nicht linear geordnet, also gibt
es Elemente z, y € Gy mit x A y = 0, z > 0, y>0.Essei §={z]|ze,
lAT=0}, S1={u|ueb, [ul A-ls| =0 fir jedes ze 8}. Aus [1, Kap.
X1V, § 117 folgt, daB fiir G, eine nichttriviale direkte Zerlegung ¢: @y ~ S % 5,
existiert. - . . :

Im folgenden setzeh wir voraus, daB @ eine Verbandsgrupe ist. Ein System
{b: | i € M} von Elementen von @ heiBt disjunktiv, wenn M £ @, b; > 0 fiir
jedes ¢ € M und bi, A by, = 0 fur je zwei verschiedene Elemente %, s e M.
Eine Teilmenge A4 C @ ist Basis von G, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind (vgl. [2]): : P :

(1) @ > 0 und das Intervall [0, a] ist eine Kette fiir jedes a € 4.

2)IstbeG,b=0,bAa= 0 fiir jedes a € 4, so gilt b = 0.

(3) Die Menge A4 ist disjunktiv.

13. Satz. Hs sei G eine archimedische Verbandsgruppe und A = {as} sei
<ine Basis von G. Dann ist {@:} eine Basis der Verbandsgruppe E(G).

Beweis. Bsseia; € 4. Da, [0, a] eine Kette ist, gibt es nach [5] eine direkte
“Zerlegung ¢ : G ~ C; X Dy, so daB C; eine Kette ist und g(a;) = (c;, ) e
€C; X Dy, dy = 0. Nach 9 existiert eine direkte Zerlegung @ : B(Q) ~
~ E(Co) x B(Dy). mit $@) = (&, 0,) (wir setzen jetzt ¢ = {c|ceCy,
¢ < ¢}, mb. ={d|deD;,d < 0}).. Offensichtlich ist E(Cy) eine lineargeordnete
‘Gruppe. Das Intervall [0, @;] der Verbandsgruppe E(Q) ist also eine Kette
und es gilt @; > 0. Es sei B € E(G); B > 9. Dann haben wir 0 € B und es gibt
<in Element b € B so daB b nicht kleiner oder gleich 0 ist; da B’ == B, gilt
auch by =5 A 0B, by > 0. Setzen wir voraus, dall B A a; = 0 fiir jedes
@; ist. Offensichtlich gilt B A @ = B N @G, also ist BNna;= {x|zeq,
% = 0}. Daraus folgt by A a; = 0, was ein Widerspruch der Bedingung (2)
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ist. Aus (3) folgt @, A @z == 0 fiira;, as € A, a1 # as. Damit ist die Wormcweznm
bewiesen.

Es sei « eine Kardinalzahl. Betrachten wir die folgende Bedingung fiir G-

(F(a)) Ist {bs|ieM } ein von oben begrenztes disjunktives System der
Verbandsgruppe @, so ist card M < «.

Die Bedingung F(§o) hat P. Conrad [2] untersucht.

14. Satz. Bs sei G eine archimedische Verbandsgruppe, die der Bedingung
F(x) gentigt. Dann geniigt auch E(G) der Bedingung F(a).

Beweis. Es sei {4;|ieM } ein von oben begrenztes disjunktives System
aus Z(G). Mit einér analogen Methode wie in 13 beweist man, dafl es Elemente
a; € 4; mit folgenden Eigenschaften gibt: a; > 0, a;, A @, = 0 fiir jedes g,
t1, i2€ M, i1 # ip. Ferner existieren 4 €B(@) und ae @, 50 daB 4 < g und
4; C 4 fiir jedes i e M gilt. Also ist a; < a fiir jedes ¢ € M; nach der Voraus-
setzung gilt daher card M < «.

Es sei {x;|ie M} ein System von Elementen einer abelschen Verbands-

gruppe G mit der folgenden Eigenschaft: aus i, .., in€M, cx; + ... 4
+ ¢;, = 0 (wobei ¢; ganze Zahlen sind und je zwei der Indexe 171, ..., 4,
voneinander verschieden sind) folgt c; =0 (i =1, ..., n). Im solchen Fall

hei3t das System {x¢} linear unabhingig. @ ist vom Rang n, wenn in @ eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge mit » Elementen existiert. .

15. Es sei 8 = {z1, ..., Zn} ein disjunktives System wvon Elementen einer
abelschen Verbandsgruppe G. Dann ist S linear unabhdngig.

Beweis. Fir n =1 ist die Behauptung trivial; es sei # > 1. Setzen
wir voraus, daB cix; + .. 4 cpxy = 0 gilt. Aus der Kommutativitit von @
folgt, daB es geniigt, die Gleichheit ¢, = 0 zu beweisen. Bezeichnen wir
led] = diG=1. ,n— 1). Dann haben wir ¢z, — ——C1X1 ~— ... — Cp1%p-1,

also ist
n-1

0 < duxy = M dix; .
i=1

n-1

Nach [1, 8. 219, Satz 6) ist aber duz, A > dix; = 0 und daher bekommen wir
i=1
dnxy = 0. Daraus folgt ¢y, = 0.

15.1. Korollar. Jedes (endliches oder unendliches) disjunktives System won
Elementen einer abelschen Verbandsgruppe ist linear unabhdingig.

16. Es sei @ eine archimedische Verbandsgruppe vom endlichen Rang n. Dann
besitzt die Verbansdgruppe E(G) cine Basis B mit card B < n.

Beweis. Nach 13 geniigt es zu zeigen, daB es in @ eine Basis B mit card
By < n gibt. Aus 15 folgt, daf firr jedes disjunktive System S aus G die Be-
ziehung card § < » gilt. In analoger Weise wie in [7, Lemma 6] beweist man
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jetzt die Existenz eines maximalen disjunktiven Systems {at|ie M} in Q,
so daB} jedes Intervall [0, a;] eine Kette ist. Das System {a;|ie M } ist also
eine Basis in Q. Durch nochmalige Anwendung von 15 bekommen wir

17. Satz. Es sei G eine archimedische Verbandsgruppe vom endlichen, Rang n.
Far jedes disjunktive System S der Verbandsgruppe E(G) gilt card § =n.

Beweis. Es sei {y1, ..., Ym} ein disjunktives System aus E(G). Nach 16
gibt es in E(G) eine Basis {x1, ..., 2} mit & < n. Fir jedes ys (=1, .., m)
gibt es j(i) e {1, ..., k} mit 2z, == y; A Zay > 0. Offensichtlich ist das System
{z1, ..., 2w} disjunktiv. Wenn m > » ist, so gibt es i1, iz € {1, ..., m}, so dafl
U 7 i3 und j(i1) = j(i) gilt. Da das Intervall [0, zy4,] eine Kette ist, haben
wir dann z;, A 2z;, > 0, was ein Widerspruch ist.

Bemerkung. Dieses Ergebnis hingt mit der in [8, Satz 3.7] untersuchten
wuoEmanozzdm zusammen (vgl. auch Math. Reviews 27 (1964), 3720).
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