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0 SYMETRICKYCH A CYKLICKYCH PRIEMEROCH
KLADNYCH CISEL

PAVEL BARTOS, STEFAN ZNAM, Bratislava

I

V nasom ¢lanku zavedieme tri nové druhy priemerov kladnych &isel a po-
hovorime o ich vztahu k aritmetickému a geometrickémuy priemeru.

Nech a;, a,, o5 @n (n = 2) st kladné redlne ¢isla; nech o — (a1, @2, ..., &),
kde o; st nezdporné ¢isla, z ktorych aspon dve st nenulové 3 spliiuji vzfah

(1) . S =1,
=
V dalSom budeme vidy predpokladat, e « spliiuje vztah (1).

v matematickej literatiére sa pouzivaji nasledujice druhy priemerov
kiadnych &isel:

1
i il
G = (TJas)* — geometricky priemer,
i=1
n
H. . » ’ -
4 =— a; — aritmeticky priemer,
(-
i=1
= :
Ga = :aw. —— geometricky priemer s vdhou a,
i=1
n
Aa= 3 oyay —- aritmeticky priemer s vihou .

Zrejme @ je Specidlnym pripadom 6, a A je Specidlnym pripadom A, pri
11 1

o == e -

3eve g

n n n

V naSich dvahich budeme dasto pouzivat nasledujicu lemu (pozri [1],
strana 17, veta 9.):
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Lema. Pre lubovolné « Je

Rovnost nastane prdve viedy, ked sq navzdjom rovnaji a; pre vetky tie i, pre
ktoré oy =£ 0, Y :
Lemu vyslovime aj v inej forme (v ktorej ju budeme najviac pouzivat):
Nech b; st kladné o Bi nezdporné ¢isla, pricom B=(p, P, ..., Bm) splituge
vztah (1); potom

(2) @mw. : @m. @m@a = B + fobs + ... - B .

Rovnost nastane prave viedy, ked sq navzdjom rovnajid b, pre vietky tie i, pre
ktoré B; =+ 0.
V knihe [1], na strane 44 je zavedeny iny druh priemeru kladnych &isel :

1
.AHQ = resf_ gs.n—gm.u $5% QM.._ N
(iaa s nnr )
kde (41, 3, .-+, i) prebieha, vetky permuticie Sisel 1,2, ... n. Ay sa nazyva

Symetricky aritmeticky priemer s vihou o. V [1] na strane 45 je ukédzané,
ze diq je zovseobecnenim Priemerov 4 3 (.
Teraz si zavedieme novy druh priemeru kladnych &isel:

1

Go = : ARR&. + xei, + ... + Xl ),

$1s Gy, veey

kde (i1, 4s, -+, iy) prebicha vietky permutdcie éisel 1,2,..., n. G1a budeme
nazyvat symetrickym geometrickym priemerom s vihou a.
Zavedenie tohto nového Pojmu mé toto odévodnenie:
a) G1q ma vlastnosti dudlne vlastnostiam Ay
b) Gia je v podstate zovieobecnenim G a 4. Skutoéne, ak polozime o —
1 1 1 .
== ..., =], potom Gix = A4, ak zase poloiime « — (1,0,...,0),
n on n
potom G4, = @,
Nasledujica veta porovnéva G, a A, s aritmetickym a geometrickym
priemerom.

VetaI. Al 4, Aia, G, G1a majy; predosly vigznam, potom pre Lubovolné o,
pre ktoré aspot; dve z &isel a 8% rézne od nuly, plait

(3) G=Cuu=4, G<d,=<4.
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Priagy=ay=. = @n nastane vo vztahoch (3) viade rovnost. Rovnost dalej
nastane medzi Giy a A a medzi @ a A1y vtedy, ked o — %2 = ... = o, Indé

Plati viade ostré nerovnost.

Poznimka I. Vztah @ S4ie=< 4 je zndmy; uvidzame ho len preto,
-aby sme mohli poukizat na dudlnost.

Dékaz vety I. a) Najskér dokieme vztahy (3')

G = Go, A1 < A.

Na zéklade lemy plati

{4) a;t.ap ... %y < o, + %oy, + oo+ wa,

Pre ubovoInt permuticiu (t1, %2, ..., 4,), pridom rovnost nastane vtedy a len
vtedy, ked sa rovnaju vietky tie a;, pre ktoré oy £ 0. Znisobenim respektive
séitanim tychto nerovnostf pre vietky permutscie disel 1,2, ..., n, dostaneme:

n n
!

n n
[Tarv% o < (Gra)™ resp. n! Ay, < (r—1) 3> a.
=]

=1 i=1

Z tohto u# lahko dostaneme herovnosti (3') odmocnentm, resp. delenim vy-
razom n!. Rovnost tu nastane zrejme len: vtedy, ked v (4) nastane rovnost
Pre vietky permuticie (i1, 92, ..., in). Pretoje existuji aspoti dve nenulové o,
rovnost v (4) nastane len vtedy, ked sa vietky q; navzijom rovnaji (pozri
lemu).

, b) Teraz dokiZeme vztahy (5) Q1 S A4,6G < 4,,. PoloZme v leme 7 — nl,
by = %, + ;- ... - x,a; , resp. by = A @y, [kde (ji, ja, ey Jn)

1
Prebieha vietky permutécie ¢isel 1,2, .. n], fi=Ffo=.. = Pr1 = —
n!
Potom dostaneme:
sLe 1
(6) _ _ (xa; - oy ... - o )M < M (qa;, + oo .. 4 o2,

(I1s G2 eny Gn) (15 F2s +ee, J)

resp.
1
@, oty K\ , a. an
IT (. G = > oA ak,
(G1sJgs wrer ) (715 Jas <0y Jn)
Lahko sa presvedime o platnosti tychto rovnosti:

(7) 2 (ma, + %, + o xa;) = (n— 1!

AN.»«Q.M. ...u.w.!v #

M=

o m= =115

]

n

n n

& ] In (-1 S (n-1)t

11 %! - a; ... a5 = []a i35 IE@. .
i-

(s J2y wnes ) =1

Z tychto rovnostf a z nerovnosti (6) dostaneme:
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1 g 1
Gy = =113 a; =4, resp. G — (Iaf*w < 44,
ni =1

a tym je d6kaz nerovnosti (56) ukondeny.
Este musime ukdzat, kedy nastane rovnost. Vetky &; st rozne od nuly,
a preto na ziklade lemy a na zaklade analogickych tvah ako v prvej dasti

dékazu, rovnost nastane prave vtedy, ked pre vietky permuticie (J1,J25 .. Ju)
plati:
(8) a4 wa, + ... o,a;, = kondt.,
resp.
@ a3 @ = kondt.

Dokézme teraz, %e rovnost nastane prave vtedy, ked bud vietky a, sa, navzijom
rovnajui, aleho vietky oy sa, navzijom rovnaji. Budeme dokazovat nepriamo:
uwnmmwow_mmmu.gﬁ Ze existujd také indexy p, r, s, t, ie plati Ap 7 Gr 2 oy # .
Zoberme taky permutdcia (jy, ja, ..., Ju), aby sa na Tavej strane vyrazu (8)
vyskytovali 8leny asa, (resp. a;’) a way (resp. ;). Takd permutécia zZrejme
existuje. Vymefime v tejto permutécii medzi sebou ¢isla p a 7 (pridom zZvysné
&isla ostany nezmenené). Na, ziklade (8) tymto dvom permutécisdm zodpove-
dajice vyrazy sa navzdjom rovnaji, a preto plati:
%slp + oy = aay - %lp, TESP. @y .aF = a™. a; .
Po tprave dostaneme:

(ots — og)(ap — @r) =0, resp. e

To je ale spor s tym, e ag £ o a ap # ar. Tym je dokaz vety I ukondeny.

11

V tejto dasti prace zavedieme dva nové druhy priemerov, ktorych vlastnosti
sd analogické vlastnostiam Gha a Aix. Oznadme

n 1
Gog = :Aaﬁa«u + ooy + ..+ Enyin_1)",
j=1

7
n
1
— e & %y In
Azq = " &Gy T,
i=1

pridom pre k > p je ak = ag_y; ostatné oznadenia pouZivame v tom istom
zmysle ako v dasti I.
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Veta M. Pre lubovolns «, pre kioré aspots dve oy st rézne od nuly, plati:

V pripade a; — @2 = ... = ap plati véade znamienko rovnosti. Medzi Asy o A
@ medzi G a Gaq plati rovnost len v tomto pripade.

Dékaz. a) Dokdzeme najskdr nerovnosti ¢ < Gax a Azy < 4. Na zédklade
lemy pre Tubovolné ; — L2, ..., n plati:

ai.af ... @, 1 = agay + %2Bit1 + o+ i g,

Ked znisobime, resp. stitame vietky takéto nerovnosti pre ¢ — L2 ...,n,
dostaneme:
n Me& n n
-y
[Me™ =6z, resp. ndsy <3 oy > a.
=1 =1 ish

Z tohto dostaneme dokazované nerovnosti o&bogm&Eu resp. delenim &islom 7.
Na ziklade podobnych vah ako vo vete I a na zéklade lemy ustidime, Ze
rovnost nastane prive vtedy, ked a; — aqp — . . — Qy.

b) Teraz dokdzeme nerovnosti (9) G2 < 4, @ < Ay,

V leme polozme m — 1, (10) by = way +- %20i01 + ...+ AnBiig_y,

resp. by =an. @iy --- 05, ,,
1
Bi = S, DPre vietky =1, 2, ey M
Dostaneme:
7 n n
1 M M — _ L
QMQ M M@I 24 @ = kAv H.@M.,mv. Q = AQM_ . @N.H sie QMH»THV: ”Ah L&NQv
j=1 i=1 t=1
Zrejme pri a; = @y — ... — @ nastiva rovnost. Tym je veta dokdzana.
Poznémka I1. 7 vety II vyplyva, %e podmienka a; = g — . aa je

postadujica k tomu, aby vo vztahu (9) nastala rovnost. Nasledujdci priklad
ukazuje, e tito podmienka nie je nutni.
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Polozme
1 2 1 2
& = | ~—>5 —, Ty T s
6 6 6 o
Nu ‘ ’ ’

a=1,a3=2 g3 = 3, a4 = resp. a;=1,q, = wugw”mua#” 1.
V prvom pripade plati:

* —_—
J/124

6

Gan =

= 92 =

(l+24+3+2) =4,

kar-'

V druhom pripade:
1 8. —
kﬁ&ﬁ”l&lﬁﬁ\w” ﬁ\M”Q

Nepodarilo sa nim uréit vieobecnti nutni podmienku toho, aby nastala
rovnost. Nasledujica veta riei len Specidlny pripad problému; uvidzame ju
z toho dévodu, e ju budeme v tretej Casti prace pousivat.

Veta III. Ked {ai} je rydzo monoténng postupnost, potom wvo vatahoch (9)
plati znamienko rovnost; viedy a len vtedy, ked -

1
(11) I
n

Dékaz. Lahko sa presvedéime o tom, e (11) je postasujica podmienka
k platnosti Gy =4 a G — Ay

Z dékazu vety I1 (pozri dast b) a = lemy vyplyva: ak vo vztahoch (9) na-
stane rovnost, potom pre kazdé ¢ = 1, 2, ---, # musi platit:

(12)  wa;y + o0, + oo+ eni0n = %10y + 202 + ... 4 gy,
resp.

Qmmgm.t .. QM..IT— — @M_.ﬁgmin J @M?:-u
kde ar = oy_,, pre k > n. Vyrazy vo vzahu (12) dostaneme z vyrazov (10)
cyklickou zdmenou poradia séitancov resp. é&initelov. Po tprave dostaneme
z (12) rovnost:

(13) (a1 — a2 ){o; — %i41) + (ag — as)(o; — o) + ...
+ (@n_1 — ) (o — i) = 0,
resp.

(@i~aien_1)

a (®i-age1) as (&i-aieg) n_y .

as as (2273
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Nech o« = max oy; potom oy — oz = pre kazdé k = 1, 2, ..., n. Postupnoest
1=<k=n
{a:} je rydzo monoténna, preto vyrazy (@ — ar41) 0 bud vietky kladng,
473

bud vietky zdporné vyrazy sd bud vSetky mensie ako jedna, bud vietky

k41
vicsie ako jedna ). Teda rovnosti (13) méZu byt splnené len vtedy, ked a; =

=o=...=os. Tym je dokaz vety ukonéeny.

I1I

V tejto dasti ukdeme niekolko aplikdcii vztahov uvedenych v dasti IT.

Veta IV. Pre katdé privodzens &islo n > 2 plati:

22n 2n (2n + 2)»
14 < <
(14) n- 1 n (o + 1)
Dékaz. Polofme a; =1, pre { =1, 2, My ap =y =1 gy=0 pre

.».”w,ﬁ:;?zgu%w_wmb nerovnosti G < Gy < A4 (veta HHV a na zaklade
vety IIT dostaneme: : -,

sl_ 14+224+3 ni+n—_1 741 n(n + 1)
§.A 2 2 2 2 o

Po Gprave mame:
~.w.m...ﬁ3':.§+c (4 1)m
< 1 .
n! n!

27 <

Ked stredny vyraz upravime a celi nerovnost vydelime vyrazom » 4 1,
dostaneme :

on 1.2.3.4...20—1).20 (04 1ot
< < ;
n-+41 2.4.6...2n.0! n!
diZe
20 (2n) (n + 1)1
< < 5
n+1 (nl)2. 22 n!

Ked celi nerovnost vyndsobime 2%, dostaneme (14).
Veta V. Nech prirodzené &islo n > 2; mech a je kladné redine &islo. Potom

n -+ a\n n(n 4 1) 1 {(n+ 1)n + a)\"
(15) — < +nl <—
a 2a n! 2a

n
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1 a1
Dékaz. Polozme U ==L =gy, s Oy =
n+a

4 (veta II) a na zéklade v,

.M\’_A \~+w+:.+§+~§ w+w+.:+3+~+a 3+_+w+...+§lt+§f5a
n-+aq

n+t+a

<
n-+4+a
n(n 4 1)
2n |

@i =1. Na
n -+ a
zaklade nerovnosti G < G,

ety ITI mime:

A

<

Po umocnen a vynasoben{ vyrazom (n + a)» dostaneme:

o< (43 ] [ o]
::MHVJQL:SW:V +§l:& = §+_w:+3 y

— Y
vydelime g» . nl,
Pre Lubovolne prirodzené

Ked cely nerovnost

dostaneme (15).
 Désledok,

Cislon > 2 g pre lubovolné kladne redine
Cislo b plat;
n 14 2p\n n+b Lfn4149p\»
(16) <. & ==
n -+ 1 n nl 2 -
« y nn 4 1)
Dékaz. Ak polozime ¢ = 4 a dosadime do (1), dostaneme ne.-
2
Tovnost (16),
LITERATURA
1] Hardy @. H., Littlewood J. E,, Pélya @., Inequalities
Press, 1934,

Dodlo 4. 9, 1965.

Katedra matematiky Q@%:@.Q%Sems&o.&aw&.
SJakulty Slovenskes vysokej Skoly technickej,
Bratislava

ON SYMMETRIC AND CYCLIC MEANS OF POSITIVE INT

EGERS
Pavel Bartos, Stefan Zném

Summary
Three new kinds of means (Ge,

Aga, Gaa) are introduced and the relation between
them and the known kinds of means is shown,
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