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POZNAMKA O CYKLICKYCH STEINEROVYCHE SYSTEMOCH
TROJIC

ALEXANDER ROSA, Bratislava .

Steinerovym systémom trojic (SST) ridu = sa nazyva systém } n(n — 1)
trojic utvorenych z n danych prvkov tak, Ze kazdé z } m(n — 1) moZnych
dvojic z » prvkov sa nachidza prive v jednej z trojic systému. Je zndme [1],
Ze SST existuje prave vtedy, ked n = 1 alebo. 3 (mod 6).

Cyklickym SST sa nazyva taky SST, o ktorom plati: ak SST obsahuje
trojicu (2, ¥, 2), potom obsahuje aj trojicu (z + 1,y + 1,2z + 1), kde sa &isla
bertt modulo-n. V [2] bolo dokézané, e cyklicky SST radu = existuje prave
vtedy, ked » = 1 alebo 3 (mod 6) s vynimkou » = 9 a udand kons$trukeia
cyklického SST pre kazdé takéto n. V tejto poznidmke sa podiva ind konstruk-
cia cyklického SST pre kazdé pripustné «, pridom sa vyuZivaji kombinatorické
vysledky, analogické vysledkom pric [3, 4, 5]. Této konstrukeia umoziiuje
zostrojit istym jednotnym spdésobom cyklické SST dvoch pribuznych radov
6k 4 3 a 6k + 7 pre lubovoIné k s vynimkou k = 1.

#*

Zavedieme najprv niekolko definfcif.

Def. 1. Systém k disjunktngch &ec&c (pr, qr), obsahujicich &sla 1,2, ..., 2k
a takych, Ze qr-—pr =1 pre r =1, ..., k, budeme nazjvat (A, k)-systémom (1).

Def. 2. Systém k disjunktngjch dvojic (py, ¢r), obsahujicich &isla 1,2, ..., 2% — 1,
2k + 1 a takych, Ze gr — pr = r pre v = 1, ..., k, budeme nazjvat (B, k)-systé-
mom.

Veta 1. (4, k)-systém existuje prdve vtedy, ked k = 0 alebo 1 (mod 4).
Dékaz pozri v {3].

Veta 2. (B, k)-systém existuje prdve viedy, ked k = 2 alebo 3 (mod 4).
© Doékaz pozri v [4,5]. v

‘(1) V [3] sa tento systém nazyva 1, 4+ 1 systémom.
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Def. 3. Sysiém k disjunktnyjch dvojic (pr, qr), obsahujicich &isla 1,2, ..., k,
k4 2,k+3,...,2k+ 1 a takych, %e ¢o—p, =1r pre r =1, ..., k, budeme
nazyvat (C, k)-systémom.

Def. 4. Systém k disjunktngjch dvojic (pr, gr), obsakujicich éisla 1,2, ..., k,
k+2,%k43,...,2k 2k 4 2 a takych, % qy—pr =rprer = 1,..., k, @imﬁa
nazyvat (D, 5-&5&3@5

Oznadme efte (A4, k)-systém Q.mm% (B, k)-systém), v ktorom je px =1,
kvoli strudnosti ako (4%, k)-systém (resp. (B*, k)-systém).

Lema 1. (C, k)-systém existuje prdve vtedy, ked existuje (A+, k + 1)-systém.

Doékaz. Nech je (C, k)- m%ma@E tvoreny dvojicami (pr,qr), r=1,...,k,
potom systém dvojic .

AHuNn I_I Mv» A%-‘I_I ﬂvﬁﬁl*l HVvﬂ. = Hu uNn
bude zrejme (A+, k + 1)-systémom. ,
Nech je (A+, k + 1)-systém tvoreny dvojicami (pr,qr),7=1,...,k+ .H.
Dany (4+, k 4 1)-systém obsahuje dvojicu (1, k£ + 2). Potom systém dvojic
Amoﬂlw u.u 9r — HVu r “.Hu....v k
bude zrejme (C, k)-systémom.

Lema 2. (D, k)-systém existuje prdve vtedy, ked existuje (B*, k -+ 1)-systém.
Dékaz je celkom analogicky dékazu lemy 1.

Veta 3. (C, k)-systém existuje prdve viedy, ked k = 0 alebo 3 (mod 4).
Dékaz. I. Nutnost podmienky vyplyva z vety 1 a lemy 1.

II. Nech je £ =0 (mod 4), £k = 4m. Potom stadi podla lemy 1 dokazat
existenciu (4+, 4m -+ 1)-systému. Takyto (4+, 4m + 1)-systém tvoria dvojice:

1) (r,4m + 3 —1) pre ﬁ“f:..sﬁ

(2) (3m + 1, 5m + 2);

3) m—+r,3m+ 1—r) pre e.Hr:.,ﬂSM

(4) (3m 4+ 2,7m + 2);

(5) Ap§+w+ﬁw§+.w|3 pre 7= 1,...,m—1;
(6) (6m + 2, 8m + 2);

() Gm+24r,Tm+2—r) pre r=1,...,m—1

(pri m = 1 sa (5) a (7) vynechaja).

Dvojice Gv, davaju parne rozdiely 2, 4, ..., 2m — 2, dvojica (6) rozdiel 2m,
dvojice (5) rozdiely 2m + 2, 2m + 4, ..., 4m — 2 a dvojica (4) N<%mz%:wp;%
rozdiel 4m; dvojice (3) davaji neparne rozdiely 1, 3, ..., 2m — 1, dvojica (2)
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rozdiel 2m + 1 a dvojice (1) zvy$né nepérne rozdiely 2m + 3, 2m + 5,
4m + 1.

III. Nech je & = 3 (mod 4), k = 4m — 1. Potom staé podla lemy 1 dokézat
oNESBoE 4+, &3 systému. Takyto (4+, 4m)-systém tvoria dvojice:

(1) (r,dm 4+-2—r) pre r=1,2,..., 2m;

(2) (2m 4 1,6m) a (4m + 2, 6m + 1);

3) (4m+2+7r8m-+1-—r7) pre r=1,2,...,m—1;
(4) (Tm + 1, 7m + 2); '

(5) Am§+~+.~. Tm—r) pre r=1,2, .§||w

{pri m = 1 sa vynechd (3) a (5), pri m = 2 sa Jﬂm&ﬁ (5)).

Dvojice (1) ddvaji vietky pirne rozdiely 2, 4, ..., 4m; dvojice (2) ddvaju
neparne rozdiely 2m — 1 a 4m — 1, 9818. (4) H.on:& 1 a dvojice (3) zvy$né
nepédrne rozdiely 2m + 1, 2m + 3, ..., 4m — 3.

Tym je veta 3 dokdzani.

Pozndmka. (4 4m)-systém z &asti III. dokazu vety 3 dostaneme
z (4, 4m)-systému skonitruovaného v [3], ak v dvojici (pr, ¢,) pre r = Lo,k
namiesto py, resp. ¢r polozime 2k — g, - 1, resp. 2k — p, + 1.

Veta 4. (D, k)-systém existuje prdve viedy, ked k = 1 alebo 2 (mod 4), Nn #= 1.

Dékaz. I. Nutnost podmienky vyplyva z lemy 2 a vety 2.

II. Nech je k = 1 (mod 4), k = 4m + 1. Potom sta& podla lemy 2 dokdzat
existenciu (B*, 4m + 2)-systému. Takyto (B+, 4m + 2)-systém tvoria dvojice:

aym=1
(4, 5), (9, :v (10, 13), (2, 6), (3, 8), (1, 7);
b) m =
() (r,4m4+4—7r) pre r=1,2,...,2m+ 1;
(2) (2m + 2, 6m + 3);
(3) (6m + 2, 8m + 5); ,
4) BGm+147rTm+4—7) pre r=1,...,m;
(5) (Tm + 4, Tm + 5);
(6) Um4+-3+r8m+4—7) pre r=1,...,m—2

{pri m = 2 sa (6) vynecha).

Dvojice (1) davaji vSetky parne NON&@_% 2, 4,
rozdiel 1, dvojice (4) rozdiely 3, 5, .
dvojice (6) rozdiely 2m + 5, 2m + q
parny rozdiel 4m 4 1.

Ostéva pripad m = 0. Lahko sa zisti, Ze neexistuje nijaky (B, 2)-systém.
Existuje totiZ jediny (B, 2)-systém

» 4m + 2, dvojica (5) ddva
, 2m + 1, m<ou_om (3) rozdiel 2m 4+ 3,
,4m—1 a dvojica (2) zvySny ne-
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ktory vSak nie je (BT, 2)-systémom. Podla lemy 2 potom neexistuje ani
(D, 1)-systém.

I11. Nech je &k = 2 (mod 4), k = 4m - 2. Potom stadi podla lemy 2 dokazat
existenciu (B*, 4m + 3)-systému. Takyto (B+, 4m - 3)-systém tvoria dvojice:

a) m=20

2,3), (5,7), (1,4);
bym=1
) (r,4m 4+ 5—r) pre r=12,...,2m + 1;
) 2m+4 2,6m +4) a (2m 4 3, 6m 4 3);
) (Tm + 4, Tm + 5);

4) (8m + 5,8m + T);
)
)
)

5) (4m + 5, 6m -+ 5);
6) Wm+5+7r,8m+5—r) pre r=1,...,m—1;
(Y Gbm+4+r,7m+4—r) pre r=1,...,m—2

(pri m = 1 sa vynechd (5), (6), (7), pri m = 2 sa vynechd (7)).

Dvojica (4) dava rozdiel 2, dvojice (7) rozdiely 4, 6, ..., 2m — 2, dvojica (5)
rozdiel 2m, dvojice (6) rozdiely 2m + 2, 2m + 4, ..., 4m — 2 a dvojice (2)
zvy$né parne rozdiely 4m a 4m + 2; dvojica (3) déva rozdiel 1 a dvojice (1)
davaji ostatné neparne rozdiely 3, 5, ..., 4m + 3.

Veta 4 je dokazana.

Veta 5. Cyklicky SST rddu n existuje prdve viedy, ked n = 1 alebo 3 (mod 6),
n # 9.

.Dbékaz. I. Nech je najprv danych n = 6k 4 1 prvkov 0,1,2,..., 6k,
V tomto pripade existuje vidy (4, k)-systém alebo (B, k)-systém. Nech tento
systém tvoria dvojice (pr,gqr), ¥ = 1,..., k. Potom bude zrejme kazdé z 3k
&sel 1,2, ..., 3k v pripade (4, k)-systému a kaidé z 3k &isel 1,2,...,3k — 1,
3k 4+ 1 v pripade (B, k)-systému obsiahnuté prive raz v systéme trojic
(rypr+k,qr+ k),r=1,..., k

Systém k(6k -+ 1) trojic (x, z + r, x + ¢ + k), r=1,2,..., k;2=0,1, ..,
6k, pridom sa &isla v trojiciach berd modulo 6% + 1, bude potom tvorit cyk-
licky SST. Skutoéne, Iubovolnt dvojicu z prvkov 0, 1, ..., 6k mozno zapisat
jedinym spdsobom (@, b) tak, Ze @ — b = ¢ (mod 6k + 1}, pridom 1 = ¢ = 3k.
K Tubovolnému ¢ existuje teda jediné r tak, e ¢ sa rovna jednému z troch &isel
7, pr 4 k, ¢r + k a k tomuto r jediné z tak, Ze (, b) sa zhoduje s dvoma z troch
disel z,x + 7, x + g, + k. Cykli¢nost tohto SST je zrejma.

I1. Nech je danych n = 6k + 3 (k % 1) prvkov 0, 1, 2, ..., 6k + 2. V tomto
pripade existuje vidy (C, k)-systém alebo (D, k)-systém. Nech tento systém
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tvoria dvojice (pr,qr), r = 1,..., k. Potom bude zrejme kazdé z 3k &isel
L,2,...,2k, 2k 4 2,2k +3,...,3k + 1 v pripade (C, k)-systému a kazdé
z 3k &isel 1, 2, ..., 2k, 2k + 2, 2k + 3, ..., 3k, 3k 4 2 v pripade (D, k)-systému
obsiahnuté prave raz v systéme trojic (r, pr + &, ¢r + k), r =1, ..., k.

Systém k(6% -+ 3) trojic (x,z +rzx+¢ +k),r=1,...,k 2=0,1, ...,
6k + 2 a systém (2k 4 1) trojic (x, « + 2k + L,z 4+ 4k + 2), 2 = 0,1, ..., 2k,
priéom sa d&isla v trojiciach berd modulo 6k 4 3, budd potom spolu tvorit
cyklicky SST. Skutodéne, lubovolnd dvojicu z prvkov 0, 1, ..., 6k + 2 moZno
zapisat jedinym spésobom (@, bd) tak, Ze ¢ —b = ¢ (mod 6k + 3), pridom
1 ¢ <38k 4 1. K Iubovolnému ¢ # 2k + 1 existuje teda jediné r tak, Ze
¢ sa rovnd jednému z troch &isel r, pr + k, ¢» + k a k tomuto r jediné z tak,
Ze (a, b) sa zhoduje s dvoma z troch &sel z,z +r,x 4 ¢ + k,akec = 2k + 1
existuje jediné x tak, Ze (a, b) sa zhoduje s dvoma z troch &isel x, x + 2k + 1,
x + 4k + 2. Cykliénost tohto SST je zrejma.

III. Nutnost podmienky n = 1 alebo 3 (mod 6) je zrejmi. Neexistencia
cyklického SST v pripade k = 1, n = 9 vyplyva napr. z [1], str. 221.

Veta 5 je dokdzani.

Pozndmka. Cast I. dokazu vety 5 vyplyva uZ aj z prac [3, 4, 5].

Na zéver by sme spomenuli v stvislosti s cyklickymi SST eite dve tlohy.

1. Dva cyklické SST toho istého rddu s rozne, ak sa lisia aspori v jednej
trojici. Oznadme podet réznych cyklickych SST ridu n znakom R(n). Lahko
sa zisti, Ze plati R(7) = 2, R(13) = 4, R(15) = 4, R(19)=24. Prin = 6L 4 1
alebo n = 6k - 3, n # 9 plati trividlne R(n) = 2.

Ak mozno &sla 1,2,...,3k (vesp. &isla 1,2,...,2k, 2k + 2,2k + 3, ...,
3k + 1) rozdelit do % trojic tak, Ze v kaZdej trojici je alebo sidet vietkych
troch ¢&isel rovny 6k -+ 1 (resp. 6k -+ 3), alebo sidet niektorych dvoch &isel
sa rovnd tretiemu (porovnaj.[1], str. 224 a [2]), potom nazveme tento systém
trojic («, k)-systémom (resp. (B, k)-systémom). Oznadme podet roznych (e, k)-
systémov, resp. podet réznych (B, k)-systémov ako fi, resp. gi.

Lahko sa zisti, Ze potom budd platit rovnosti

R(6k + 1) = f . 2K,
R(6k + 3) = gi . 2%,

Uloha néjst &sla R(n) sa teda redukuje na tlohu ndjst disla fi a gy.

2. Dva SST toho istého rédu sa nazyvaji disjunktné, ak neexistuje trojica
obsiahnutd v oboch SST. Ozna¢me znakom u(n) maximélny podet po dvoch
disjunktnych SST radu n. Je zndme, Ze u(7) = 2, u(9) = 7, ale vo vSeobec-
nosti nie je o u(n) ni¢ zname. Mozno preto skimat Specidlnejdin dlohu:

Nech u*(n) oznaduje maximalny poéet po dvoch disjunktnych cyklickych
SST radu n. Ak je n = 3 (mod 6), n #£ 9, potom je u*(n) = 1 (u*(9) = 0).
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Toto tvrdenie vyplyva napriklad z toho, Ze kazdy cyklicky SST radu 6k 4+ 3
musi obsahovat trojicu (0, 2k - 1, 4k + 2). Analogické tvrdenie pre n =
= 1 (mod 6) neplatf. Tak napriklad u*(7) = x*(13) = 2, x*(19) = 6. Co mozno
povedat vSeobecne o u¥(6k + 1)?
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A NOTE ON OMNOHHQ STEINER TRIPLE SYSTEMS
Alexander Rosa
Summary

A Steiner triple system of order n» with elements 1, 2, ..., n is called cyclic if containing
the triple (x, y, 2), it contains also the triple{(x + 1, ¥ 4+ 1, z 4+ 1) with numbers taken
modulo n. In the first part of this note combinatorial results analogous to those in [3, 4, 5]
are given. These results are used in the second part of this note for a new construction
of a cyclic Stéiner triple system of order n for every admissible n, i. e. a new proof of
following theorem (proved first in [2]) is given:

Theorem 5. A cyclic Steiner triple system of order n exists if and only if n=1 or 3
(mod 6), n # 9. '

The given construction permits to construct cyclic Steiner triple systems of two adjacent
orders 6k + 3 and 6k + 7 for £ # 1 in a certain uniform manner.

At the end of this note two problems related to cyclic Steiner triple systems are for-
mulated.
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