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QUADRATISCHE DOPPELVERHALTNISSCHAREN
AUF REGELFLACHEN

JOSEF VALA, Brno

In der Arbeit betrachtet man die Eigenschaften der Kegelschnittflichen,
die zur gegebenen quadratischen R-Schar gehoren. Weiter werden die Eigen-
schaften des Paares der quadratischen R-Systeme mit gleichen Grundkurven
untersucht,

a) Betrachten wir eine Regelfliiche @ in dem projektiven dreidimensionalen
Raum P3. Die Fliche @ sei keine Torse. Thre Gleichung kann man in der Form

1) x = y(u) + vz(u)

angeben. Die Differentialgleichungen der Leitlinien der Fliche @ haben die
Gestalt:

(2) Y = ony + aez + Buy’ + P,
2" = a1y + azz + Py’ + fae’;

die Striche bedeuten Ableitungen nach .
Durch die Differentialgleichung

3) v+ a(u) + 2B(u)v + yuh? =0,

wo a, 8, y die gegebenen Funktionen des Parameters u sind, ist auf der Fliche @
eine Doppelverhilinisschar (R-Schar) bestimmt. Die Linien der R-Schar schnei-
den die Erzeugenden der Fliche @ in den projektiven Punktreiben durch.

Die Tangenten der Linien der R-Schar in den Punkten der Erzeugenden P
der Fliche @ bilden eine Geradenschar Iy der Quadrik ¥ (Mayer [2], S. 4.).
Die Quadriken ¥ lings aller Erzeugenden p der Fliche & bilden eine einpara-
metrische Schar ¥, . Die Charakteristiken der Schar ¥, bestehen immer aus
der Geraden und aus der Kurve k dritter Ordnung.

Wenn wir durch z;, Zg, o3, 4 die Koordinaten des Punktes X bezeichnen,

X =iy + x02 + 239 + 242,

dann gilt fiir die Kurve k& (bei dem konstanten Wert des Parameters u):
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(4) =@ + B+ 2(B + 9)(8 + yv) — B(Bu + vfa),
Ty == @ + B') — 2(B + y)(«x + fv) — B(B1z + vfss),

X3 =y + M‘w.
%1 = v(y + 2B),
wo B=—o— 38y — 2,

P = — vPoa1 + v(dee — on1) + op, Y = — 2821 + v(Baz — Pu) + Pz
(siehe [4]).
Wenn sich der Parameter u éindert, dann sind die Relationen (4) Gleichungen
der Fliche 0. .
Grundkurven einer Doppelverhiltnisschar nennt man das Kurvenpaar,
in dessen Punkten die Kurven der R-Schar die asymptotischen Linien

(5) 20" — Ba10® + (a2 — Pu)v + frza=0
der Fliche & berithren (Barner [1], 8. 57).

Weiter werden wir voraussetzen, daB ¥,z die Grundkurven der R-Schar
sind. Die Differentialgleichung aller R-Scharen, die die Linien v, z als Grund-
kurven haben, lautet dann:

. dv By 3 Pz
(6) PR 2 — 2f(u)v 5 )
wo f eine beliebige Funktion des Parameters u ist. Diese R-Scharen bezeichnen
wir mit R(y, z).

Im folgenden werden wir voraussetzen, daB keine der Linien y, z die asym-
ptotische Kurve der Fliche @ beriihrt und daf keine der Linien y, z durch die
Fleknodalpunkte der Fliche @ geht. Die Linien Y,z seien im Sinne von Terra-
cini [3] nicht konjugiert.

Weiter werden wir einige Ergebnisse der Behandlung [4] einfiihren, diese
Ergebnisse sind fiir die weiteren Betrachtungen niitzlich.

Es existieren zwei R(y, z)-Scharen mit der Eigenschaft, daB die zugehdrigen
Kurven dritter Ordnung % immer in eine Gerade und in einen Kegelschnitt
zerfallen. Wir bezeichnen diese R-Scharen mit Ri(y, z), Ra(y, z) und nennen
sie quadratisch. Durch die Differentialgleichung (6) ist die Ry(y, z)-Schar
bestimmt, wenn

(7a) Bbrz = — oz + m‘mm - m:muz

gilt, dhnlich bestimmt die Gleichung (6) die Ry, z)-Schar, wenn fiir 7}

(7b) Bor — oy — P21 Pube
2 2

gilt.
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Die quadratischen Charakteristiken der By, 2)-Schar bezeichnen wir mit
ki(y, z), dhnlich die quadratischen Charakteristiken der Rq(y, 2)-Schar mit
NamQ\v Nv )

Durch eine passende Transformation des Parameters % und durch eine pas-
sende Umnormung der Linien ¥, 2 kann man erreichen, daB die parametrische
R-Schar (v' = 0) folgende Eigenschaften hat: Sie enthilt die Linien ¥, z und
ist gerade die R-Schar, die A. Terracini in der Arbeit [3] beniitzt. )

Wir setzen voraus, daB die Gleichungen (1), (2) schon diese Form haben,

es gilt dann: :

(8) Bro = Par =1, Pu + faz = 0.

Fiir die Kegelschnittsflichen 2,(y, 2), :(y, z), die durch die Kurven ki(y, 2),
bzw. ky(y, z) gebildet werden (bei der Anderung des Parameters %), bekommen
wir folgende Gleichungen:

(%) 21 = vl—oe1 — Baua] + [ao2 — ot11 + 2ay — By, — 40, + 2010850],
Ty = V[ —oap1 — oa] + v[oee — om + 2055 — By, + 4o, — 2019B2] — 2012,

Xy = hoﬁwu
T4 = 4voye; .
(9b) x = 2[ 201 + vfoeg — o33 — MRWH — %wm — Aﬂww — 2a91f890] + [o12 o],
Ty = v?[ome — o1 — 205, — Py + dody + 20mPo0] + vlos -+ 3ogg],
3 = —4vog, ,
X4 = —A4v2097 .

Léngs der Kurve ki(y, z) beriihrt die Fliche {h(y, 2) eine Kegelfliche mit der
Spitze Vi(y, 2)

AMOm\v AIQE l_l R&va\ vT Aﬂmm — 041 l*l wﬂww lu.wm + %Qmm —_ Moﬁm%mﬁw IT Aoﬁmwﬁ

Ahnlich beriihrt lings der Kurve ko(y, ) die Fliche oy, 2) eine Nmmm_mwmrw
mit der Spitze Va(y, 2)

(10b) (o2 — o33 — M,R\E — m.mw — %QW — MQEQNMVQ + (—ou2 + o91)2 ~— dogy’.

Die Verbindungsgeraden n(y, z) der Punkte Vy(y, z), Valy, 2), die immer
demselben Wert des Parameters u entsprechen, bilden eine Regelfliche.

Wir bezeichnen mit R(w,y, z) eine Doppelverhaltnisschar mit folgender
Eigenschaft: Die zugehorigen Beriihrquadriken gehen durch die zugehorigen
(d. h. fiir demselben Wert des Parameters u) Geraden #(y, z). Die Differential-
gleichung der R(%, y, z)-Schar lautet:

% o

(11)  doysoerv’ + og1{—auz + ae1)v® + v[—oua(oms — oz — 205, — oy —
— 4o — 2091 f09) — azfooe — o1 + 2070 — By + 4o, — 2a12f02)] +
+ ous(—ous + az) = 0.
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Wir werden noch einige Ergebnisse der angefiihrten Gleichungen angeben.

Die Tangente der Linie ki(y, z) in ihrem Schnittpunkt mit der Geraden P
der Fliche @ (er liegt auf der Kurve z) und die Tangente der Kurve z in dem-
selben Punkte fallen zusammen, wenn

az1 -+ 3o = 0

gilt. Ahnlich fallen die Tangente der Linie ka(y, 2) in ihrem Schnittpunkt mit
der Geraden p der Fliche @ (er liegt auf der Kurve y) und die Tangente
der Kurve y in demselben Punkt zusammen, wenn

a1z + 3oz = 0
gilt. .
Aus den Gleichungen (10) bekommen wir: Der Punkt Va(y, z) liegt auf der
Tangente der Kurve y nur in dem Falle, wenn

(12) o2 = oy

gilt. Ahnlich liegt der Punkt Vi(y, 2) auf Tangente der Kurve z nur in dem
Falle, wenn dieselbe Relation gilt. Wenn die Relation (12) fiir alle Werte
des Parameters u gilt, dann bezeichnen wir das Kurvenpaar y, z mit K.

b) Mit A3 bezeichnen wir den mors_.gwcc.wﬁ der Kurve k(y, z) mit der
asymptotischen Tangente der Fliche @ im zugehdrigen (d. h. fir denselben
Wert des Parameters ) Punkte der Kurve y. Ahnlich bezeichnen wir mit A,
den Schnittpunkt der Kurve ka(y, 2) mit der asymptotischen Tangente der
Fliche @ im zugehérigen Punkte der Kurve z.

Weiter betrachten wir das Koordinatentetraeder mit den Ecken 4 =y,
As =2, A3, A4. Aus den Gleichungen (9a) bekommen wir dann:

As = Broy — 2u15z + don2y’,

{18) Aq = 2091y + Oz — 4oz,
| 1 1
y =— O124; + — 4z + 4s,
| %RHN 2 %oﬂw
1 1 1
=—A 4+ @314 — Ay,
2 409y 4agy

Wo Oy = gy — ayy + 201, — By — 402, + 2012322,
O21 = az — a11 — 20 — fro+ 4ol + 2az1f9.

‘Weiter bezeichnen wir mit

O12 = ap2 — o1 + 20, — By, + 4ofy — 201922,

, ; 2
Oar = ozp — o) — 205; — fg9 — doy) ~— 2010
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Wenn wir mit z), zz2, x3, 1 die Koordinaten des Punktes X im neuen
Koordinatensysteme bezeichnen,

X = MTA.F IT M«'whm |T mwx&w + m»km.?
dann gilt nach (9) fiir die Flichen Qi(y, z), 2a(y, 2):

(14a) Z1 = v(—o1 — ou2),
o2
Ty = v¥—og —oa) + v{ Gz +— By >
o1
T3 = u.v
oz
Ty = —0—;
o1
— o1 _
(14b) F1 = v{Ou + — Grz]| + (2 + a21),
12

Tz = vz + az1),

o2y

¥g = —v

H

12
Xy = 22,
Fir u = konst. bestimmen die Gleichungen (14) die Kegelschnitte ki(y, z),
bzw. ka(y, 2).
Nach (13) und (10) bekommen wir fiir die Koordinaten der Punkte Vi(y, 2),
.VNQ\. NV“

g _ _ o
(18a) & =2+ az, Ta= O+ —0p, Tg=0,Tg3=——
o2y 21
bzw.
— o9y _ o1 0
(16b) B =On +— 013, Tz = —a13— 1, Tz = — —> Fg= 0.
o2 aze

Die quadratischen Flichen ¥, die zur Ri(y, z)-Schar gehoren, vmsmm.or:mz
wir mit ¥i(y, z), dhnlich bezeichnen wir mit Py, z) die Flichen ¥,die zur
Rs(y, z)-Schar gehéren.

Satz 1. Die Erzeugenden der beiden Scharen der Fliche Wa(y, z) tm Punkte A
der Hullfliche $u(y,z), die Tangente des Kegelschnittes koly, z) der m&&.&a
24y, 2) 1m Punkte A und die Verbindungsgerade des Punktes A mit der Spitze
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des Bertihrkegels der Fliche Qa(y, 2) lings der durch A gehende Kurve ko(y, 2)
haben die harmonische Lage.

Der gleiche Satz gilt auch fiir die Fliche Qy(y, 2).

Beweis: Lings der Kurve ka(y, 2) (fiir » = up) beriihrt die Fliche Qu(y, 2)
die Kegelfliche mit der Spitze Va(y, z) und die Fliche Ps(y, z). Die Erzeugenden
der beiden Scharen der Fliche Wy(y, z) im Punkte 4 der Kurve k2(y, z) gehdren
zu den Asymptotenlinien der Fliche ¥y(y, 2). Die durch 4 gehende Erzeugende
der erwidhnten Kegelfliche und die Tangente der Kurve ko(y, z) im Punkte 4
sind nach dem Satze von Dupin die konjugierten Tangenten der Fliache Qq(y, 2).

Satz 2. Die Erzeugende p der Fliche @, die durch den Punkt y{wo) (uo = konst)
geht, die asymptotische Tangente der Fliche @ in diesem Punkie, die Tangente
der Kurve ko(y, 2) wm Punkte y(ug) und die Verbindungsgerade des Punktes y(uo)
mit dem Punkte Valy(ue), z(uo)] haben die harmonische Lage.

Dieser Satz ist ein spezieller Fall des Satzes 1, wenn der Punkt A4 der Fliche
Ds(y, 2) auf der Kurve y liegt.

Ein adhnlicher Satz gilt auch fiir den Fall, wenn der Punkt 4 der Fliche
iy, 2) auf der Kurve z liegt.

¢) ‘Wenn sich der Parameter u dndert, dann bilden” die Geraden (43, Ay)
eine Regelfliche. Betrachten wir eine R-Schar auf der Fliche & mit der Eigen-
schaft, dal zu dieser R-Schar gehdrende Flichen ¥ fiir jeden Wert des Para-
meters u die Verbindungsgerade der Punkte 45, A, enthalten. Diese R-Schar
bezeichnen wir mit R(a, y, z). Man kann leicht die Differentialgleichung dieser
B-Schar finden. Die Tangente der Kurve der R(a, y, z)-Schar ist durch die
Punkte

y+ve=A41+vds, y +v2' + 'z

bestimmt; v’ ist eine quadratische Funktion des Parameters v. Die Koordinaten
des zweiten von diesen Punkten sind nach (13)

1 _ v 1 v , 1 v
Zy = — Oz +—: Fp=—+ O+ 0, Bg=——> ZTy=— .
409 2 2 4oy 4oray 4oy

Wenn wir nun die Bedingung des Durchschnittes der Tangenten der Linien
der Rla,y, z)-Schar (in den Pliickerischen Koordinaten) mit der Geraden
(43, A4) (immer fiir den gleichen Wert des Parameters u) aufschreiben, dann
bekommen wir folgendes Ergebnis:

1 vf 1 1 _ 1
(16) V== + —|—0y+—0p| + —=0.
2 4 \og1 as 2

Das ist die Differentialgleichung der R(a, y, z)-Schar.
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Mit #(a, y, z) bezeichnen wir das Linienpaar mit der Eigenschaft, daf in den
Punkten des Linienpaares die Linien der R(a,y, z)-Schar die Linien der
parametrischen Schar von Terracini (siehe (8)) berithren. Wenn

1 1 _
— 6y +—— 601 =0

o1 12

gilt, dann trennen die Linien des Paares t(a, y, z) die Kurven y, 2 harmonisch.

Satz 3. Wenn der Punkt Vi(y, z) immer auf der zugehirigen (d. h. fir den
gleichen Wert des Parameters u) Geraden (A1, A,) liegt, dann fllt die R(a, y, 2)-
Schar mit der Ri(y, z)-Schar zusammen.

Ein shnlicher Satz gilt auch fiir die Rs(y, 2)-Schar.

Beweis: Aus der Gleichung (15a) folgt, daB der Punkt Vi(y, 2) auf der
Verbindungsgeraden der Punkte A;, A4 nur in dem Falle liegt, wenn

1 1
— O+ —0, =0
o2 o1
gilt.
Wenn wir diese Relation in die Gleichung (16) einsetzen, dann bekommen
wir
1 1
eflMeN + v(—202 + Poa) +MH 0,

das ist die Differentialgleichung der Ri(y, z)-Schar.

d) Die Tangenten der Linien der R)(y, z)-Schar in allen Punkten der Fliche &
bilden eine Geradenkongruenz Ki{y,z), dhnlich bilden die Tangenten der
Linien der Rs(y, z)-Schar in allen Punkten der Fliche & eine Geradenkongruenz
Koy, z). Die Linien der Ri(y, z)-Schar bilden eine Schar von Torsallinien der
Kongruenz Ki(y,z) auf der Fokalfliche @, #hnlich bilden die Linien der
Ro(y, z)-Schar eine Schar von Torsallinien der Kongruenz Ka(y, z) auf der
Fokalfliche @. Betrachten wir den Fall, wo die Netze von Torsallinien der
beiden Kongruenzen auf der gemeinsamen Fokalfliche zusammenfallen. Diese
Bedingung ist nur in dem Falle erfiillt, wenn die Linien von Ri(y, z) und
Rs(y, z)-Scharen ein konjugiertes Netz bilden. (Das Doppelverhiltnis der
Erzeugenden der Fliche @, der asymptotischen Tangente und der Tangente
der beiden R-Scharen in jedem Punkte der Fliche @ ist gleich —1.)

Bei der Anwendung der Gleichungen (5), (6), (7) (12, a1, fi1 + B2e ersetzen
wir nach (8)) bekommen wir leicht, daf die angefiihrte Bedingung nur in dem
Falle erfiillt ist, wenn ags = o1 gilt.

Die Torsalsysteme der Kongruenzen Ki(y,z), Ka(y, z) auf der Fliche &
fallen dann und nur dann zusammen, wenn die Kurven Y,z ein Paar K
{siehe a)) bilden.
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Satz 4. Zu der gegebenen Linie c, » die keine Asymptotenkurve berihrt und durch
keine Fleknodalpunkte der Fliche ® geht, gehort eine einparametrische Schar R(K)
der Linien auf der Fliche ®. Jede Linie der R(K)-Schar bildet mit der Linie
1 ein Paar K. Die R(K)-Schar ist eine Doppelverhiltnisschar.

Beweis. Betrachten wir die Regelfliche @, die keine Torse ist. Die Gleichung
der Fliche & sei in der Form (1). Weiter werden wir voraussetzen, dafBl die
parametrischen Linien in der Gleichung (1) Asymptotenlinien sind und die
Umnormung so durchgefiihrt ist, daB

17) Bz = fo1 = By = P2z =0
gilt.
Weiter betrachten wir auf der Fliche @ zwei verschiedene Linien C1,Cz:

Y+ Az, y 4 Aoz,

die keine der asymptotischen Kurven beriihren und durch keine Fleknodal-
punkte der Fliche @& gehen. Weiter setzen wir voraus, daf} ¢;, ¢2 im Sinne von
A. Terracini nicht konjugiert sind.

Betrachten wir alle R-Scharen, welche die Linien 1, ¢z als Grundlinien
haben. Die Differentialgleichung dieser Scharen bekommen wir in der Form

(18) v+ (0 — A)(v— A)o = 0,

wo ¢ eine beliebige Funktion des Parameters u ist.
Setzen wir

¢= oo, B=—14o(h+ k), y=o,

B = —2iAs0 + o(d1 + Ao — o2, p = 0 {(nach (18), (17))

in die Gleichung (4) ein. Nach einer lingeren Berechnung bekommen wir die
Gleichung aller Flachen £, die zu allen R-Scharen mit ¢1, ¢z als Grundkurven
gehoren.

(19) 21 = v2{—202} + v?2{—on — o' + 302(4; + A2)} +

o{ae — oa1 + [p(A + 45)] — (A + A2)2 — 2h1220%} +
fore — (Ad20)" + Made(2y + A2)0?},

v3{—a — o' — 02 + A2)} +

V¥ {oze — ann + [o(h1 + A2)] + 202h7s + 0% + A2)2} +
v{os — {A1d20) — 3024142(M + A2)} + mwmrmmwmwwu

xs = v3{—20} + v{20(A + A2)} + {—2M120},

X4 = emmllwww + GMAMQA»L —+- Nw: + eﬂlwhuwmww.

Wenn wir in den Gleichungen (19) u = konst. voraussetzen, dann sind
durch diese Gleichungen die Kurven & dritter Ordnung auf der Fliche @
gegeben. Diese Kurven zerfallen in die Kurven niedrigerer Ordnung nur in

2]

4+ 10 4++1
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dem Falle, wenn die Determinante aus den Koeffizienten bei o, k=0,1,2 3,
gleich Null ist.
Nach einer lingeren Berechnung bekommen wir folgende Relation:

20)  e{(M + AoY[(Made)' (A1 + o) — (1 + Z2) 2] — [(Ma2e)' 2} +
oA+ Jo){oa(A — A3) + (o — ann) (A 2e — A hy) — wer(Ay 23 — 2,A2)} 4+
+ foaz — o1y — a4 + A2)] . [—oua(d; + A2) — (a2 — ang) Ay dg] —
— [org + oo 25222 = 0.

Wir betrachten nur den Fall, daB die Kurve %“in einen Kegelschnitt und
in eine Gerade zerfillt; den Fall, daB die Kurven ¢1, ¢z im Sinne von Terracini
konjugiert sind, haben wir aus unseren Betrachtungen ausgeschlossen
(siehe [4]).

Wenn ¢ in der Gleichung (18) die Relation (20) erfiillt, dann ist die Schar (18)
quadratisch. Wenn wir aus der Gleichung (20) die Gri8e ¢ berechnen und
in die Gleichung (18) einsetzen, dann bekommen wir die Umm.mwoua&m_mmor:zmwb
von zwei quadratischen Systemen; ¢; und ¢z sind die Grundkurven dieser
Systeme. Wenn der Koeffizient bei ¢! in der Gleichung (20) gleich Null ist,
dann haben die Tangenten der beiden quadratischen Systeme, die Erzeugende
und die Tangente der asymptotischen Linie (v == konst) die harmonische
Lage in jedem Punkte der Fliche @. Diese Bedingung lautet dann nach (20):

Aylez + Aa(ome — a11) — Agea] = Agfons + Arforme — o) — Az ].

Wenn die Linie ¢, fest ist (d. h. &1 = f(u), f ist eine gegebene Funktion des
Parameters u) und 1y = v(u) (v ist eine beliebiege Funktion des Parameters u)
dann bekommen wir fiir alle ¢z, die mit c; ein K-Paar bilden, eine Differential-
gleichung von Riceati.

Satz 5. Wenn die Kurven Y,z ein K-Paar bilden, dann gehdren alle Linien
auf der Fliche @, die mit der Kurve z ein K-Pagr bilden, zu einer R-Schar 3
diese R-Schar ist R(7, Y, 2)-Schar.

Beweis: Betrachten wir die Regelfliche @, die keine Torse ist, ihre Gleichung
sei in der Form (1), die parametrische R-Schar sei eine R-Schar von Terracini
mit den Leitlinien ¥, z. Weiter soll ayp — o1 gelten.

Auf der Fliche @ betrachten wir zwel Linien

(21) . Y=y + Iz, z=2 A= Mu).

—Setzen wir voraus, daB diese Linien keine Asymptotenkurve berithren und

durch keine Fleknodalpunkte der Fliche @ gehen. Die Linien (21) seien nicht
im Sinne von Terracini konjugiert,
Die Gleichung der Fliche & transformieren wir weiter in die Form

(22) E=7 4 7.
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Die Differentialgleichungen der Leitlinien ¥, Z sind dann:
(23) ¥" = any + @z + Puf’ + Pt
2" = GorYf + G20Z + Puif + Peoz.
Aus den Gleichungen (21) bekommen wir dann
(2la) ¥ =y 4+ 22+ X2, F =y + 202 + " + A2, F = Z, 7 =2"

Wenn wir fiir 7,2, 7,7, 7", 2" nach (21), (21a), (2) in die Gleichung (23)
einsetzen, bekommen wir leicht folgende Relationen :

(24) an =om + Ao, Fz= A"— A + X Bas — Raz + Mooz — 1) + s,

Fo1 = o, Gap = agg — Ao — 4,
Bu=—Po + A, Pr2=21— 224 1+ 24,
Ba1 =1, Poz = flas — A

" Nach den Gleichungen (6), (7) bekommen wir die Gleichungen der quadra-
tischen Scharen, die die Kurven 7, z als Grundkurven haben.

i —

- A H- - — . 3
2 fi 2 2 2
_ i - o 3
D2y gy L (g Py Puba) B
2 Ba1 2 2 2

Aus den Gleichungen (25) und (5) (da muB man zur o, Pk, 1, k= 1,2, den
Streifen zufiigen), finden wir leicht die Bedingung, da die Tangenten beider
quadratischen R-Scharen, die Erzeugende, die Tangente der Asymptotenlinie
in jedem Punkte der Fliche @ eine harmonische Lage haben:

(26) Ber(—2a12 +B1s) + Pra(2d — Bay) = 0.

Durch Einsetzen dy, B, i,k =1,2, aus den Gleichungen (24) in die
Gleichungen (26) bekommen wir leicht (unter Voraussetzung ais = ag):

27) 20022" + A{—(o22 — ca1) By + Z0u12f0} = 0.

Wenn nun die Kurven y 4+ o(u)z, v(w) = 1, mit der Kurve z K-Paare
bilden, dann muf A der Differentialgleichung (27) entsprechen. Durch den
Vergleich der Gleichung (27) mit der Gleichung (11) fiir ayp = gy beweissen
wir leicht die Behauptung des Satzes 5.
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