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0 MNOHOSTENOCH BEZ OPISANEJ GULOVEJ PLOCHY II

ERNEST JUCOVICG, Presov

Vsetky mnohosteny, o ktorych bude red, stt konvexné. Pojmy budd pouzité
v rovnakom vyzname ako v [6]. Teda o mnohostene M povieme, Ze je bez
opisanej resp. vpisanej gulovej plochy, ak fiaden s M izomorfny mnohosten
nie je taky, Ze vietky jeho vrcholy leZia na gulovej ploche, resp. Ze vietky
jeho steny sa dotykaji gulovej plochy.

Existenciu takych mnohostenov dokézal Steinitz 1], Grinbaum [2]
zostrojil dalie. V [6] je dokdzané, %e sedem je minimilny poéet stien mnoho-
stena bez opisanej gulovej plochy.

V nasledujucich riadkoch vo vete 1 vydlefiujeme jednu skupinu mnohostenov
bez opisanej gulovej plochy; tieto navyse nemaji hamiltonovské kruznicu.
(KruZnica mnohostena — v grafovom vyzname — je postupnost A1k dshs.. Ay
jeho navzijom réznych vrcholov A; a navzajom roéznych hran k;, v ktorej
kazdy prvok inciduje s predchidzajicim. Hamiltonovska je takd kruZnica
mnohostena, ktord kaidy jeho vrchol obsahuje.) Vo vete 2 sa zaoberime
maximalnym podtom vrcholov mnohostena s # vrcholmi, ktoré nemosu lesat
na gulovej ploche, mnohostenu opfsanej.

PouZijeme tieto Steinitzove [1] vety:

S1: Mnohosten je bez opfsanej gulove;j plochy prive vtedy, ak k nemu kon-
jugovany mnohosten je bez vpisanej gulovej plochy.

s
82: Ak medzi s stenami mnohostena M existuje trieda T s m = = stenami

takymi, Ze Ziadne dve steny tejto triedy T' nie st susedné, potom je M bez

s
vpisanej gulovej plochy. Pri m = Meo nastane, ak existuju také dve

steny, ktoré nepatria do triedy 7' a maji spoloénd hranu.

Veta 1. Mnohosten M s nepdraym poltom 2g + 1 wrcholov, kiorého vdetky
steny magji. pdrny pocet hrdn, je bez opisanej gulovej plocky. Nemd hamiltonovski
kruznicu.

Doékaz. Graf z vrcholov a hran mnohostena M je plandrny a kazda kruz-
nica k v fiom ohranituje oblast, pozostivajticu z 2k;-, 2ks- ... 2k.-uholnika. .
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Kazd4 hrana Je spolo¢na prave dvom stendm
stendm leziacim v oblasti ohrani¢enej kruznicou %
i

predchadzajiceho mozné. Tym je dokdzans druh4 sast

Sy i L . : ) 4 cast vety.
odla wmo:_.mog._ vety (pozri Berge [3]) je bichromaticky taky graf, ktorého

W ‘ ) , konju g
u M, si potom rozdelend do dvoch tried tak, Ze st splnené domwcmn%“wm m%mo

M je teda beg {sanej gulovei .
Ploths, Vpisanej gulovej plochy a podla 81 je M bez opfsanej gulovej

ili, Ze hamiltonovsk# krugni i 3
podla Briicknera [4] a Hermesa Ew.ﬂw maju. (Prehlad tychto mnohostenoy

P . ;
oznamka 2. Na zéklade S1 a vety 1 plati: Mnohosten s neparnym poétom
Y Su parneho stupiia, je bez vpisanej gulovej

NﬁM\Mg AW.N N M& Iy je 338,&.@9 vdetkgich mnohostenov s n vrcholmi. Pre H eI
.33\3%& VNM ,\M — \e“ \a‘&m v Je mazimdlny pocet tych vrcholow mnohostenag s.N%
§ U, ktoré lefia na gulovej ploche, mnohosteny H opisanej
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; ak je m podet hran, spolodnych

H
¢
i
!

O ¢(n) = max o(H), Hel, plali
n-—11

(1) ) =)~

Dékaz vykonime tak, Ze ku kaidému = = 14 zostrojime mnohosten,
ktory spltia (1). Najprv pre # = 2(mod 3); budeme uvaZovat o mnohostene
k danému konjugovanom a dokdzeme:

Nech je H; mnohosten s m = 3k + 2 stenami, izomorfny s tym, ktory
vznikne ,,odseknutim® vreholov k-bokého hranola (t. j. zdmenou jeho vreholov
za, trojuholnikové steny, priom nie si odstrinené celé hrany hranola —

n—11

obr. 2). Najmenej &k —3 = |ml

stien H; sa nedotyka gulovej plochy,
do H, vpisanej.

Pri dokaze budeme potrebovat aj obrdteny postup k odseknutiu trojhran-
ného vrchola, totiz nahradenie trojuholnikovej steny trojhrannym vrcholom.
UvéZme najprv, kolko trojuholnikovych stien méze H, mat, ktoré nie je
mozné nahradit trojhrannym vrcholom.

Majme stenu ABC, dalej hrany AK, BL, CM. Stenu ABC trojhrannym
vrcholom: nahradit nie je moiné vtedy, ked sa roviny 4BK, BCL, ACM
nepretinaji v polpriestore opadnou k polpriestoru ABC K. To nastane, ak
kazdé z dvojic uhlov <t KAB a <t LBA, <t LBC a &t MCB, < MCA a < KAC
mé stidet = 2R. Mnohouholnfk ABL ... KA m4 najmenej 6 vrcholov. Ak by
L KAB 4+ < LBA =< 2R, potom pri Ziadnej inej hrane mnohouholnika
ABL ... KA, patriacej aj trojuholniku, nemdZe byt stiéet vnitornych uhlov
= 2R, lebo inié¢ by mnohouholnik ABL ... KA nebol konvexny. Na kazdej
zo dvoch stien mnohostena H,, ktoré vznikli z podstidv hranola, méze teda
existovat iba jedna dvojica susednych uhlov, ktorych stfet je < 2R. Mnoho-
sten H, m3 teda najviac ak dve trojuholnikové steny, ktoré nie je mo#né
nahradit trojhrannym vrcholom.

Oznaéme oy, ... o9 trojuholnikové steny, ktoré wvznikli ,,odseknutim*
vrcholov hranola, f1,... 8 osemuholniky (na mieste pévodnych bodnych
stien), y1, y2 2k-uholnikové podstavy. Pripustme, %e medzi trojuholnikovym
je maximalny podet, t.j. dve, takych stien, ktoré nie je moné nahradit troj-
‘hrannymi vrcholmi; nech sd to oy, «2. v

Pripustme, ze sa gula vpisand do mnohostena H typu H, dotyka m = 2k + 6
stien, teda sa nedotyka p < k — 4 stien. Ak medzi tymi nedotykajticimi sa
je z = p trojuholnikovych, ktoré je moiné nahradit trojhranymi vrcholmi,

vykonajme to. Dostdvame mnohosten Ny s 3k + 2 —z = 2k + 6 stenami,
medzi ktorymi je w = 2k — (k — 4) = k + 4 trojuholnikovych, ktoré vietky
sa vpisanej gulovej plochy dotykaji; dalej ma Ny (k + 2) stien B;, y;, & snad
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1 a1, xz, ktoré sa vpisanej gulovej plochy nedotykaji. So stenami Bi, i,
ktoré sa jej nedot ykajli, vedme rovnobesné rovin ,» dotykajice sa vpisanej
gule. Ziadna z tychto rovin neodsekne taky stenu, ktor sa dotyka, vpisanej

v

gule, neodsekne teda Ziadnu gz tych u =%k + 4 trojuholnikovych (z ktorych

tomu méze taks rovina, rovnobe#ns napr. 8 §; celkom odsekniit iba taka
stenu, ktord sa vpisanej gule nedotyka; po odstrineni stien a,t#£ 1,2
ktoré sa vpisanej gule nedotykali, to mésu byt iba steny g;, Vi, 0, ag; dosts-
vame mnohosten N,. V mnohostene N vedme roviny rovnobeins so stenami
a1, az, dotykajtce sa vpisanej gule. Tym sa podet stien nezmeni, ale méze
sa statf, Ze nové trojuholnfkové steny «,, &, majd spolotné hrany s trojuhol-
nikovymi stenami mnohostenu N3; takto vytvoreny mnohosten, oznadme
ho N, by mal vpisani gulu. Ale mal by v + v stien, v <k + 4, o =k4+4
trojuholnikovych, z ktorych Ziadne dve nemaji spolodnd hranu; to je spor
s 82. Neexistuje teda mnohosten H typu H,, ktorému vpisand gula by sa
dotykala m > 2k - 6 jeho stien. O mnohostene typu Hi, konjugovanom
ku H,, potom plati, Ze Ziadnych jeho m 2> 2k -+ 6 vrcholov neles; na opisanej
gulovej ploche (podla $1 a vlastnosti polérneho zobrazenia). Tych vrcholov,
ktoré na opisanej gulovej ploche neletia, je teda najmenej k — 3 = s\w{: .
Tym je veta dokézans bre n = 2(mod 3), n = 14,

Pre n = 3k 4 3, resp. n = 3k + 4 nasadme ihlany na jednu resp. dve
(trojuholnikové) steny mnohostena H, ktory podla predchéidzajiceho spliia
(1). Najviac ak 2k 1 6 resp. 2k + 7 vrcholoy tychto mnohostenov lezi na,

Obr. 3. Obr. 4.
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opisanej gulovej ploche, lebo v opaénom pripade by 2k -+ 6 vrcholoy mnoho-

stena Hy leZalo na opisanej gulovej ploche, &o podla predchédzajiiceho nie je

mozné. Tych vrcholov, ktoré na opisanej gulovej ploche nelezia, je potom
n—11

3
Poznimka 3. Pre n < 16 plati nasledujtci odhad lepsi ako v (1):
p(n) =1 pre n =8, 9, ... 13, o(n) =2 pre n = 14, 15, 1.

Mnohosten, ktory vznikne nasadenim ihlanov na steny Stvorstena, je podla
Steinitza [1] bez opisanej gulovej plochy; m4 8 vrcholov. Pre n — 9,10, 11,
12, 13 nasadme na jeho steny 1,2, 3, 4, 6 ihlanov; takto vzniknuty mnohosten
nemé vietky vrcholy na opisanej gulovej ploche.

Pre n = 14 mnohosten na obr, 3 obsahuje dve sedmice bodov, kazds
z ktorych obsahuje bod, nelefiaci na opisanej gulovej ploche. Kazdych tych
sedem bodov spolu s prislusnymi hranami tvort konfigurdciu na obr. 4. Keby
tych sedem bodov lezalo na opisanej gulovej ploche, pretala by ona hrany
AL, A3M, AN v bodoch, ktoré spolu s pouZitymi 7 bodmi by boli vreholmi
mnohostena na obr. 5, ktory by tak mal opisanti gulovd plochu, o je spor
s Gritnbaumom [2]. Alebo opisans gulovs plocha nepretina hrany A4:L, 4.4,
43N, potom aspori jedna zo spominanych sedmfc obsahuje viac ako dva vrcho-
ly neleZiace na opisanej gulovej ploche. Pre n — 15, resp. 16 nasadme jeden
resp. dva ihlany na jeho trojuholnikové steny.

Poznémka 4. Usudok z dékazu 2. vety umoziiuje takto zosilnit Steinitzovu

s
— stenami
2

takymi, Ze Ziadne dve steny tejto triedy nie si susedné, potom sa Ziadna
do M vpisand gulovs plocha nedotyka

s
vetkych stien triedy 7. Pri m = p

to nastane, ak mnohosten M m4 hra-
nu, ktord neinciduje so Ziadnou stenou
triedy 7. (Pozri [7].)

v oboch pripadoch aspoti k— 3 =

vetu 82: Ak medzi s stenami mnohostens, M existuje trieda T's m >

Obr. 5.
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ON NON-INSCRIBABLE POLYHEDRA 11

Ernest Qmoodmm
Summary

The following theorems are proved: 1. A convex polyhedron with an odd number
of vertices, all faces of which are of even order, is without a circumsphere. 2. Let Iy
be the set of all convex polyhedra with » vertices. For H e I', denote ¢oH) =n — v,

n— 11
saiwﬁ 3 .~
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