MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 16, 3, 1966

STYK EGZOmnmamE@ PROJEKTIVNICH wwcmﬁéﬂa
MILOSLAV JUZA, Praha

V #lanku je dokézdno nékolik vét o styku H.omsowmgamﬁwowuvo: mocwem%
projektivnich podprostort Sz projektivniho prostora mmf.r jez jsou zobecné-
nim analogickych v& o styku piimkovych osnov (%).

Budeme uZivat tohoto oznadeni: Aritmetické body projektivniho prostoru
budeme zpravidla znalit malymi latinskymi pismeny: z, ¥, @, mw“ e ﬂmmmgw:m
geometrické body budeme znalit odpovidajicimi velkymi pismeny:
X, Y, A,P,..., reilnd &sla budeme obvykle znagit Feckymi EmB@EERN B,
0, 0, ... Pod ndzvem projektivni prostor budeme vidy rozumét dm&\gm projek-
tivni H:d.meow. Ctend? sam uvaii, jak je nutno zménit Ndmz\m 4\3 pro mono-
systémy v komplexnim projektivnim prostoru z4vislé na realném nebo komi-
plexnim parametru. .

Méme-li v m-rozmérném projektivnim prostoru 8, ktivky X(7), Y(7),
fekneme, Ze tyto kiivky maji p¥i parametrizaci T pro romso.g T = w° ana-
lyticky styk Fddu o (0 = 0), mazeme-li zvolit ptislusné aritmetické body
(1), y(7) tak, Ze plati

%(70) = y(T0), #'(%0) = y'(%a), .- z)(70) = ¥ (o).

Mame-li v 8, ktivky X(7), Y(v), fekneme, #e maji v bodé A = X(rw) = Y(»)
styk #ddu o, existuje-li funkce v = »(zv) tidy Cs(2), vo = (7o), v (t0) # 0,
tak, ze kivky X(1), Y(¥(7)) maji pii parametrizaci T pro hodnotu t = 7o
analyticky styk fidu o. . o

Momnosystémem v projektivnim prostoru Sm nazveme uogboms~¢5men_oww
systém n-rozmérnych linearnich podprostori Va(t) prostoru ms h m,.r v.w.,?v =
= [zo(7), %1(7), ---» TalD)]; potom kiivky xi(z) nazveme miﬁﬁgs.wﬁewg\s
monosystému, prostory [zo(T), . ..» TalT)] PH wwﬁag. T tvoFicims %ﬁo&‘oz\.
monosystému (viz [3])- Urdujeme-li tvolici prostory jejich Grassmanovymi
soufadnicemi, milZeme je povazovat za body prostoru Sw, kde N =

(1) Viz [1], kap. II, odst. 304305, a kap. IV. S
(2) Rekneme, Ze funkee @(z) je téidy Cq, md-li spojitou derivaci Fédu o.
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m 41
s As H ~v — 1, a 0o monosystému miZeme mluvit jako o kfivee v tomto
prostoru.
Rekneme, ze monosystém je t¥idy Co, je-li tiidy C, jakoito kiivka prostoru
Sy (3). Rekneme, 7e dva monosystémy maji analyticky styk tddu o pro hodnotu
= 19, nebo styk Ffddu o podél tvoticiho prostoru A, maji-li tyto kfivky analy-

ticky styk ¥4du ¢ pro v = 7o, nebo styk tidu o v bodé predstavujicim tvoric
prostor 4.

Véta 1. Monosystém V,(t) v prostoru Sm je t¥idy Co prdvé tehdy, jestlize
na ném mateme zvolit Fidict kiivky tak, aby byly t¥idy Cs. Monosystémy Va(t),
W (%) v prostoru Sm majt pro T = o analyticky styk fddw o pravé tehdy, mite-
me-li zvolit Hdict kitvky xo(1), ..., Za(7) na Va(t) @ yolt), ..., Yalt) na Wa(7)
tak, Ze :

2iW(10) = yiMw); A=0,...,0; t=0,..., %

Dikaz. I Derivace ¥4du 1 Grassmanovych soutadnic jsou celistvymi
raciondlnimi funkcemi derivaci soufadnic Fidicich kifivek do fadu nejvys A.
Jestlize tedy derivace Fidicich kiivek aZ do ¥idu A jsou spojité nebo jestlize
u dvou monosystémi se pro néjakou hodnotu parametru rovnajf, plati totéZ
o derivacich Grassmanovych soufadniec.

I1. Necht Grassmanovy soutadnice m;, ; (7) prostord Va(r) jsou tiidy Cs
v okoli &sla 7o a budiz napt. n,, (7o) # 0. Potom z,, ,.(7) # 0 v celém
okoli 79 a v tomto okoli méZeme zvolit jako Fdici kiivky zo(7), ..., Za(7),
kde

xi(1) = (24,0(7), - --» Ti,m(7)),
pii Gemz

&?“Adv = Mgy, @it G Qoo .., On A.ﬂvw i=0,...,n; .“ =0,...,m A»v

Nynf je ziejmé, ze jsou-li ;, ;. tiidy Cs, plati totéZ o soufadnicich fidicich
kiivek x,(t). Dile je odtud ziejmé, Ze splyvaji-li derivace Grassmanovych
soufadnic dvou monosystémi a% do Fadu o(¢ = 0), plati totéZ pro derivace
soutadnic pravé definovanych Fidicich kiivek. o

V dalsim se budeme zabyvat monosystémy Vy(z) v prostoru Sza.1. Budeme
predpokléddat, e viechny uvaZované monosystémy jsou aspon tifdy Ci.
Takovyto monosystém V() = [xoe(z), 21(7), ..., Za(7)] nazveme nerozvinu-
telngm, jestlize

’ ’ ’
[wo(7), 21(T), - ..y 2a(T), Ze(T), 2 (T), .., T, ()] # O.
(8) To znamena, #e body této kiivky jsou pfi vhodné volbs skaldrnich faktord funkeemi

tHdy Co.
(4) Viz [2], kap. VII, § 4.
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Vita 2. V Szni1 méjme nerozvinutelng monosystém Va(7) t¥idy Cqoiilo = 0)
s Hidicimi kfivkami zo(7), ..., Za(t) a nerozvinutelny monosystém Wa(z) tétdy
Co1 8 Fidicimi kfivkami yo(7), ..., Yn(T). Budiz

(1) zi(To) = yi(7o), &mAﬂcv = m\“..ﬁﬂcvu % 995 8M&A.ﬂov = w\mavndcv, i=0,...,7%
Potom oba monosystémy maji pFi paramelrizaci T pro hodnotu = o analytic-
ky styk #ddu o + 1 pravé tehdy, jestliZe existuji Cisla Bl tak, Ze platé

n
(2) Y N(z0) = 2 (z0) + D Plry(w0), i =0, ...,m.
3=0

Dikaz. I. Necht oba monosystémy maji pro v = 7o analyticky styk fadu
o + 1. Potom existuji systémy Fidicich kfivek Zo(7),..., Za(t) na Vy(r)
a Zo(%), ..., yn(7) na Wa(z) tak, Ze

(7o) = yi(7a), -+ s an+caﬂov = ml\Mq+5Aﬂch 1=0,...,%

Existuji funkce yi(r) tak, Ze

) zi(7) = aM v\m?v@?v, t=0,...,n

Polozime-li = .
() = 3 A0F), i =0,....m,

potom bude =0

(3) z4(T0) = Fe(T0)s ++-» TV (70) = F¥P(%0), i =0, ..., %

Necht pro soustavu Hdicich kfivek yo(t), ..., ¥a(7) plati (1). Protoze aZ
na skaldrni faktor [5o(t), .., ¥a(7)] = [Fo(2), ..., Fa(7)], existuji funkce o,5(7)
(pro nd% zfejmé existuje pro v = 7o derivace fadu o -+ 1) tak, Ze

“SA.& == .MGSLANV@“A.HY i=0,...,7

Derivovinim dostaneme
Er(k - .
y (1) = ~Mc .Mo ANV BOFED(R); i =0,...,m5 b=10,...,0 + L
gy o

Protoze plati (1) a (3), dostaneme odtud
@ i(to) = 61 (), o ow0) =0, k=1,...,0,

AuV&HAw pro % =j,

0 pro ¢ #j.
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tedy

n
w\ma.*.bﬁ.ﬂcv = Wma.TCAHov + M RMuM.SAHOVWuAHcY i=0,..,n,
j=0

odkud podle (3) plyne (2) pro i = oGP (o).
II. Necht pro ¥dicf kfivky obou monosystémi plati (1) a (2). Definujme
na Wa(7) novy systém fidicich kfivek

yi(t) = yi(v) — (0 + Hi-t W RS?X.« — 1)L, e =0,...,n
j=0

Potom

7B(wo) = yF(w0) = 2®(w); k =0,...,0; i =0,..., 7,

i
Rz v L& 3 H
D (z0) = 4+ zo) — > Byra) = & D(wa); § = 0,..s
=0

Oba monosystémy tedy maji pro v =10 analyticky styk f4due+ 1.

Véta 8. V Sgny1 méjme nerozvinutelny monosystém Va(7) tfidy Cen(o = 0)
s Fidicimi kfivkami 2o(7), ..., Ta(T) @ nerozvinutelny monosystém Wa(v) tFidy
Co1 8 Fidicimi kfivkami yo(v), ..., yn(v): BudiZ

dz dys doz; doyq

(4) xi(n0) = S?&_.Wan (v0) = l&l?ar - (o) = S

AecY = O, veay, N

Potom oba monosystémy maji podél tvoficiho prostoru A = [Zo(T0), ---» Za(T0)] =
= [o(0), .- > Yu(w0)] styk Fddu o + 1 prdvé tehdy, existuji-li Eisla B, y tak,
Ze plati
Q.e..THw\ﬁ Q.Q+H&u nw.&a no .
(6) —— (w) =——(w) +y——(7) + > Bixj(w), i =0, ..., n.
dr i=0
Dikaz. I. Necht oba monosystémy maji podél tvoficiho prostoru A styk

dy
t4du o + 1. Pak existuje funkece »(7), v0 = e?cfml?& # 0, tiidy Coyi,
T

tak, e monosystémy Vu(7), Wa(»(7)) maji pro 7 = 7o analyticky styk tddu
o + 1. Oznadme ¥i(7) = i(»(7)), ¢ =0, ..., %, takZe podle (4) je yi(ro) =
= (7o), 1 =0, ...,n Dile je pro 1 =0,...,n

Q@.s Qm\& dv
m e —_— ’
(6) . (7o) H (v0) i (7o)
B—1
’ dky; _ dky; ﬂ dv k dsv L
™ U ) = S - ()] > e
=2
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nw©~ dkxy

, k=2,
dy o) 3o dz* (o)

-+ -

0+ 1,

kde (.) znamend koeficienty, které nis nezajimaji. Odtud plyne, Ze

dky 1 pro k=1,
8 =
(8) o (o) Ao oro b— 2.

Jinak by totiZ existovalo nejmendi &islo ko 1=k

= o) tak, Ze (8) pro ky
neplati. Ale v tom p¥ipadé by bylo pro i = 0, .

, n podle (4), (6), (7)

Q\nwu fs L ' g i .
drk Adov == Aok AﬁQVu =0,...,k0—1,
dv
QF@@ dPex; dax; dz (t0) — 1 pro ko =1,
awe (™= o () F e T w =,

L (t0) pro ko > 1,

a tedy monosystémy Vn(z), Wa(»(r)) by podle vety 2 nemély pro v = 1o
vzhledem: k parametru v analyticky styk fddu ko, adkoliv je ko < o+ H
Tedy plati (8). Podle (6), (7), (8) a (4) mime pro i = 0,

d*y, dry; dkz;

dek (v0) = Aok (vo) = dok (r0), kE=0,.
QQ+_,W.H Q.Q.THQ& QQ&
drotl (vo) = dyo+i (o) + 4 !mw-?sv

HuwogNo viak Va(t) a Wa(v(7)) maji vzhledem k 7 pro 7 = 7, analyticky styk
¥ddu o 4 1, plati podle véty 2

dotly, ma+~§ .
qeon (O = o () +M\m~ AT), i=0,..,m,
a tedy
do+1y, dotig; n ag
()= ———— LS Blr(te) — u- 0. m
®) dyo+1 (r0) = dro+l (7o) 4gwomsa“Aaov r L, (), t=0,...,n
Q.w\s dz; y )
Pro ¢ > 0 je podle (4) {v0) = g (7o), takZe dostdvame ihned (5).
dv T
Pro ¢ = 0 m4 (9) tvar
QS m&n

(1 + u)

Vo) = AS +Mm %;(To).

dv
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mw.ﬁs.

Jest 14 p % 0, nebot jinak by d (7o), 2o(To), ..., Zn(Ta) byly linedrné
T
zdvislé. Tedy
i 1 da; Bl
oo i — 1) () + > x4( o)
dv - dr 14 pu dz =0l 4+ pu

co? je opét vyraz tvaru (5). . B
II. Necht plati (4) a (5). Je-li pfitom ¢ = 0, pak poloZme »(7) = v +

Aw.a\&
+ A~ + g\vlwﬁﬂ . Hcv Amvu WsAﬂv = N\@AQANVVu T = Oq cees T, d@&,% de A.ﬁcv ==
i ! osazent dost:
= (vo) -— a dosazenim do (5) dostaneme
dv 14y
W = + o) B (o),
drv

tedy monosystémy Va(z), Wa(¥(7)) maji pro v = 7o wo&w véty 2 analyticky
styk 1. Fadu, tedy puvodni Bobo%ﬁmB% styk 1. ¥4du podél prostoru Va(zo) =
S\Sﬁecv
Je-li ¢ > 0, pak polozme »(t) = v + (T — w) — (¢ + D71,y . (v — 7o),
7i(7) = yi(»(7)), 1 = 0, ..., n, tedy podle (7)

%im@ m.qi,S dy;

il — (%) = e — () —y- Mi?&

a podle (5) a (4) dostaneme

Yy 1 dz d
Y oy = S ) et () — 0 + M@ ,{70) =
dgotl dgoti drt
Qq+~&
—— (%) +MQ (%)
dgo+i

tedy i v tomto piipadé maji podle véty 2 monosystémy s;&& Wal(¥(7))
pro T = 7o analyticky styk ¥adu o + 1, tedy Va(v), Wa(v) styk fadu o + 1
podél prostoru Vi,(zo) = Wa(va).

(8) Je totiz 1 + y # 0, nebot jinak by body
dy:
dy

byly linedrné zévislé.

(#0), Yolva) = Zo(To), - -> Ynlve) = La(To)
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Vita 4. Nerozvinutelné monosystémy Va(t), Wa(») t#idy C1 v prostoru Sas1
magi podél prostoru @ = Va(ro) = Wa(vo) styk 1. fddu prdvé tehdy, maji-li
oba v kasdém bodé prostoru Q spoleény teény prostor.

Dikaz. 1. Necht oba monosystémy maji podél @ styk 1. fidu. Potom
existuji Fdici k¥ivky wo(7), ..., Za(r) monosystému Va(z), Fdiel kiivky
yo(v), ..., yn(») monosystému Wy(v) a funkce ¥(z), »(v0) = %0, ¥'(%0) # O,
tak, Ze

Q&a @leﬁdv v

(10) zi(v0) = yi(¥(0)), —— (7o) =

T), 1 =0,...,n.
dr- dr (vo)

Ale je-li @ = > ami(t0) = > auyi(¥(70)) bod prostoru @, pak te¢ny prostor
o i=b i)

monosystému V() v tomto bodé je prostor

» dr(z)
xo( o), - > Tu(T0), > @
-1 dr

A.HOV ’

teny prostor monosystému W,(») je prostor

n d: '
yo(0)s - -, Yn(¥o), > o4 llnS?Advv (z0) |,
i=0 dr

a tedy oba prostory splyvaji podle (10).

II. Necht oba monosystémy maji v kazdém bodé spoletného tvoiiciho
prostoru @ spoleény tetny prostor. Nejprve muZeme zvolit Fidici kiivky
Zo(7), ..., Tu(t) monosystému Va(t) a yo(v), ..., yn(¥) monosystému Wq(v)
tak, Ze plati

{11) zi(t0) = yi(vo), 1 =0, ..., %.
: dxo dzy . .
Protoze zo(te), - - ., Tu(T0), l&ll?cv, o (v0) je v dusledku nerozvinutel-
T T

nosti V(1) baze prostoru Sgsq1, existujf &isla of, Bl tak, Ze plat

Q..S B Q&u N,
(12) ——(w) = > of -——(w) + 2 B %(0).

dy j=0 dt i=0

Podle predpokladu maji Va(zr) i Wa(») v bodech zi(to) = yi(v0) spoleiny
tedny prostor, tedy existuji &isla y; tak, %e podle (11) a (12) plati pro¢ = 0,...,n

&&s QNS
— (70), Zo(T0)5 - .-, ZalT0) | = yi|—— (v0), Yo(¥0), - .., Yu(v0) | =
dr dy
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s _ > | 9% .
|.~.wov\s§s. dx Aﬂcv“ &cA.ﬁcvq cees Zu(To) |, T = 0,...,n,
. dzo d
tedy, protoze | zo(zo), ..., Za(%0), — (7o), ..., Tn (o) | £ 0, bude
dz dr ’
PP &
% = T 0;, Ou = v i
LI #0,1=0,...,n

Déle Vau(t) a Wa(r) maji spoledny tedny prostor v bods

Zo(70) + ... + Zn(v0) = yo(v) + ... + ya(vo),
tedy - xistuje &slo y tak, Ze
n Q&a n &.&m .
W MM.I A.ncy Hcﬁ.ﬂcVu [RR) nﬁﬁAﬂov = WHVHI Aﬂey &oAﬂcVu ey &SAﬁcv =
= QHS : Q&
— » —_— == v\ &
v M, 3y 000 9000 - 3a00) | = 2= (), 2ol ., )|,
tedy musi byt .
. vi=vy,1=0,...,n,
a (12) ma tvar

dy; (50) dzy n
= (vg) = o —— L
d 0 Y dr Adcv IT“Mc%p . H.»Aﬂov ’
coz %o&m véty 3 znamend, Ze oba monosystémy maj styk 1. ¥4du podél @.
Kfivku z(r) monosystému V() tiidy Cq s Hdicimi k¥ivkami 2o(7), ..., Za(T)
v prostoru Sz nazveme asymptotickou, jestlize [z"(z), Z'(1), Zo(7) Za(T)] =
M4 A =

awwﬂm. 5. Nerozvinutelné monosystémy V (), Wa(v) tFidy Co v prostoru Sgn.1
maji podél prostoru Q = Va(to) = Wa(wo) styk 2. #ddu pravé tehdy, jestlie se
Jejich asymptotické ktivky v kafdém bods prostoru Q dotykags. .

Diukaz. I. Necht oba monosystémy maji podél prostoru @ styk 2. tadu.
Pak existujf ¥idicf kitivky xo(7), ..., z4(7) na Va(7), Hdici k¥ivky yo(»), ..., ya(v)
na Wy(v) a funkee »(7), »(vo) = %o, (7o) ~ 0, tak, e T

dzy(7) dyi(»(7)) d?zy(7)
(13) = - — =
xi(70) = yu(¥(70)), 4 (7o) . (o), .
__ Byi(v(7)) .
llfmﬁm (w), i1=0, ..., n
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Budiz

n

wri(To) = M &yi(v(7o))

=0 1=0

S]]

I
M=

Il

bod prostoru @ a

a(z) = > a(t)z(7), (o) = &g, 1= 0,..., 7,
<o
budiz asymptotickd kiivka na Va(7)- prochézejici bodem @.
Potom ,
= d2z(7)
ME?& |MMI.?3 +

1=0

3 @.8 : Qz&e.ﬁﬂv
+2 Wsm?‘& MM& (o), WE?& de ?&.ao?or:;&iasHo,

tedy podle (13) téZ

n HWN
|Gt g 0+

n

i > dyv i
+NM§5m@mmEyMsgfﬁmwxéé%gaé;ﬁiévnow
i=0 dr i=0 d

T

coZ znamena, Ze kiivka
n

b(z) = 2 ou()yi(¥(7)
’ =0 .

mé pro T = To asymptoticky smér na W a(¥(7)). Ale podle (13) prochézi by(7)
pro v = 7o bodem @ a dotykd se v ném kfivky aft): o :

II. Necht se dotykaji asymptotické kiivky obou monosystému v WwNmmE
bod¢ prostoru @. Monosystémy Vn(z), Walv) majt nom.% v WQN%E Uom®< m:.o,
storu @ spoleény teény prostor, tedy podle véty 4 Bﬁm wo.m@_ Q styk 1. fadu.
‘Existuje tedy funkee »(7), »(To0) = v,.v'(t0) # 0, a Tidiei .WHU:NW% ﬁw?r .. 2n(T)
na Vyu(7) a Hdict kiivky yo(7), ---» yn(T) na Wa(¥(7)) tak, e plati

(o) = HilT0), xi(T0) = Yi(w), 1= 0L, me

- Zvolme funkce o(t) tak, aby

F(t) = D d()ay(z), i=0,...,7

=0
byl normalisovany systém asymptotickych fidicich kiivek (viz [3]), tj. aby
platilo ,
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(14) (1) = 3 A,
2

a definujme
n

Gu(e) = 3 a(@ys(r), i=0,...,m.

i=0
Potom plati téz

(15) Ei(t0) = Fi(T0), Te(T0) = FilT0), 1=10,...,m,

tedy k¥ivky 7(t) se dotykaji v bodech prostoru @ asymptotickych kfivek T¢(7)
a jejich sméry v téchto bodech jsou tedy asymptotické na Wa(v(7)). To zna-
mend, 7e existuji &isla g, v tak, Ze

(16) ) = ) + 3 ).

Protoe Fo(t), ..., Za(t) je normalizovany systém asymptotickych Fidicich
kiivek, je také kiivka Zo(7) + ... + Tu(r) asymptotickd. Kiivka go(7) +
+ ... 4 Falz) se viak této k¥ivky dotyka v bodé Zo(o) + ... + TalTo) ?.omno-
ru Q a tedy ma v tomto bodé asymptoticky smér. Odtud snadno plyne, Ze
v (16) musi byt . .

. o = p1 = ... = fia = p.
Ze (14) a (16) plyne potom podle (15)

77 (t0) = Z{(t0) + pZi(v0) + M; OE. — yH0))Zs(0),
=

co% vzhledem k (15) podle véty 3 znamena, Ze oba monosystémy maji styk
2. tadu podél Q.
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KACAHUE MOHOCHCTEM NPOEKTUBHbIX INPOCTPAHCTRB

Mumocaas [0sa

Pesiome
ITycrs B mpoextnBHOM HpocTpaHcTBe Sans1 AAHO N KPUBHX To(T), - .., Ta(T) ® 7 KPHBHIX
yo(¥), ..., yn(v). Cucremet mpocTpascTB Va(z) = [20(2), ..., za(r)] 8 Wa(¥) = [yolv), ...,

¥n(v)] Mt Gymem masniBaTh MOHOCHCTEMaMu. [IpeNIToNIOKMM, YTO BTH MOHOCHCTEME HEpas-
BePTHIBAIOINMECH, 3T0 BHAYMT, YTO

[=olT), ..., zal7), 29(), ..., Zh{7)] # O,

[yo(#), - s yal¥), %o¥)s - .., yu(¥)] # 0.
Ecnn onpegeauts mpoctpancrsa Va(r) ¥ Wp(v) npm momomu ux koopamnar ['paccmansa,
TO 3TU MOHOCHCTEMH ABIAIOTCA KPHUBHMU B IpocTpamcrse Sn, rme N = AH .l*._. »»v — 1.

9TH KpHBHE MMEIOT KACAHME NOPANKA o B TOUKe Va(ro) = Wa(v), ecou Momuo mogobpars
HANPABJIAKIWIME KPUBHE Z¢(T), yi(v) MOHOCHCTEM M MApaMETPH T, ¥ TAK, 4TO xi(To) = yi(vo),

dxy dy:(vo) dox; doy
— {v0) = —— (%), ..., (o) = (v), ¢ =0, ..., n, ¥ TOABKO B ITOM
dr dv dze dve
cayyae. OHM HMEIOT KacaHue 1-0T0 HMOPARKA TOTAA M TOJLKO TOTAA, KOTAA MOHOCHCTEMB!
Va(z), Walv) umenT B Ka:mmoll Touke mpocTpanctBa Va(to) = Wa(r) obmee racaremnmoe

MPOCTPAHCTBO; OHM HMEIOT KacaHue 2-oro TOPANKA TOrZA ¥ TOJHBKO TOTEA, KOTZAA ACHMUTO-
THYECKME TUHHM 00eMX MOHOCHCTEM KACAIOTCA B KaKJOM TOuke HTOI0 OpOCTPAHCTBA.




