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UBER DAS SCHNELLSTE SUCHEN EINES PUNKTES
AUF EINER LINIE

PAVOL BRUNOVSKY, Bratislava

Das Problem, das hier untersucht wird, hat seinen Ursprung im Orientier-
ungslauf, und zwar in folgender Aufgabe:

Es seien ein Punkt auf einer im Gelinde leicht und genau identifizierbarer
Linie p (zB. auf einem Bach, Weg usw.) und ein auf der Linie nicht liegender
Ausgangspunkt ¢, von dem der Punkt P zu finden ist, gegeben.

Nehmen wir an, dass wir imstande sind, vom Punkt @ in beliebiger be-
stimmter vorher gewihlter Richtung fortzuschreiten, aber mit einer gewissen
Ungenauigkeit, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt ist. Setzen
wir ferner voraus, dass wir der Linie p genau folgen, die Entfernung genau
messen und die Richtung des Fortschreitens entlang der Linie p augenblicklich
dndern kénnen. Dann kann man den Punkt P folgendermassen suchen:

Man wahlt, von ¢ ausgehend, eine gewisse Richtung ¢, entlang welcher
man (ungenau) fortschreitet, bis man die Linie p in einem gewissen Punkt R
erreicht. Weiter geht man von R entlang der Linie p wechselweise nach rechts
und nach links wachsende Strecken, bis man P erreicht.

Nun taucht das Problem der Wahl einer Richtung ¢ und einer Strategie
des Suchens des Punktes P der Linie p entlang auf, womit man P in durch-
schnittlich kiirzester Zeit erreicht.

In diesem Artikel wird ein Problem untersucht, das dem Fall einer fest-
gewdhlten Richtung ¢ entspricht. In diesem Fall kann man voraussetzen,

'dass man sich an der Linie p befindet, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung
'der Ortes bekannt ist.

Es sei also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F(x), x € (— oo, o) an einer
Geraden gegeben, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir uns im
Intervall (— oo, ) befinden. Unsere Aufgabe sei es, den Nullpunkt der Koordi-
naten P in kiirzester Zeit zu erreichen.

Der Prozess des Suchens des Punktes P sieht folgendermassen aus:

Vom Ausgangspunkt mit der Koordinate x gehen wir eine Strecke x; >0
nach rechts.
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Wenn wir den punkt P nicht finden, kommen wir in den >zwmmzmmw==§
zuriick und gehen eine Strecke y¥1 >0 nach links. Wenn wir den Punkt p
wieder nicht finden, kehren wir in den Ausgangspunkt zuriick ung gehen
eine Strecke xz >0 wieder nach rechts. In solcher weise setzen wir unser

Suchen fort, bis wir den Punkt P finden. Die Strategie (X, ¥) des Suchens -

ist also durch zwei nicht Fallende Folgen X = {z,}>,, ¥ = @:Hoi
(n, ya sind nicht negative Zahlen oder o) gegeben, wo Zu(ya) die Strecke ist,
die wir vom Ausgangspunkt der Linie p entlang nach rechts (links) gehen,
wenn sich der Punkt P nicht im Interwall (z — yp_1, & + 215 (& — guy,
% + zn)) befindet. Die Geschwindigkeit unseres Fortschreitens sej 1.

Bemerkungen 1. Es ist klar, dass wir das Suchen nicht nach rechtg
anfangen miissen. Im Fall, dass wir das Suchen nach links anfangen, setzen
wir z; =0.

2. Offensichtlich ist es im Fall, wenn die Ungleichungen

(1) 0<Fx)<1

fiir jedes « gelten, nur so moglich den Punkt P in Jedem Falle in endlicher Zeit,
zu finden, wenn wir unendlichmal nach der endlichen Entfernung- umkehren,
d. h. alle x4, y, endlich sind. Wenn aber eine von den Ungleichungen (1)
(zB. die erste) fiir irgendein Z nicht erfiillt ist, kann man den Punkt P so
suchen, dass man nach der GEWoEdzm in dem Punkt z + 2y =z 4+ 7
nur noch nach links geht. Im solchen Fall setzen wir Ty =0 firn >N 41
und %, = oo fiir n > N.

Fir eine gewisse Strategie (X, Y ) kdnnen wir den Mittelwert (X, Y)
der Zeit, die zum Finden des Punktes P notwendig ist, berechnen. Bezeichnen
wir durch 7(z, X, ¥) die Zeit, die bei der gewihlten Strategie (X, Y) not-
wendig ist, um vom Punkte z in den Punkt P zu kommen. Es gilt

|z} + 2 M (x: +y:) fiir ze < —ap, —,)
T(z, X, ¥) — =0

2l + 23 (@1 +3) fir e (ya, gan)>
=0

(wir setzen fiir weiteres zy =— Yo = 0) und

. ”+00 _ o —g u u Y1 u : M\ QNNA v _
(X, ¥) Rs Tz, X, Y)dF(x) uMcﬁ Mzﬁa X, Y)dF(z) + M T(z, X, Y) L
HMQE_ 423 (0 + ya)] dF () MMM?_ 23 a4 )] )] =
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= [ ol dP() + 2 3 en -+ ) 5 (Pl) — P ) +

+ @+ ga) 3 (Plye) — Fg)] =

-+ o0

= [ 1519F@) + 2 3 [ + yalF ) + (a1 ) (1— gy

Offensichtlich kann (X, ¥ ) auch unendlich sein.

‘Die Menge der Mittelwerte, die simtlichen Strategien entsprechen, hat
ein Infimum r*, das endlich oder unendlich sein kann. Ist das Infimum +*
endlich, und existiert eine Strategie (X*, ¥ *) fur die (X*, Y*) = o* gilt,
50 bezeichnen wir sie als optimal.

Satz. Die Funktion F(x) sei stetig und gentige den Bedingungen

F(iy) — F——
(2) lim sup r—Ha)

z, y—>0+ &l*lw\

< 00,

3) F(—z) Hi&-wﬂxv“ 1—F(x) =o(x®#), u>0 fir z-> 0. )

Dann ist o endlich und es existiert eine optimale Strategie (X*, ¥ *).
Beweis. Wir beweisen zuerst, dass es eine Strategie gibt, fiir die = endlich ist.
Setzen wir z,, — Yn = n. Dann ist

"X, ) = [|o] dF) + 2 MEEL; + (20 4+ 1) (1 — F(n))).

Nach (3) gilt

oo

'\ lz| dF(z) Hll\.w.a%@v + H&%A&V H’T"smmgmgwoﬁf
oo 3 &

0

+ % % % QETT w%éw + w%wo%@ u ?_a_,fs &i
1838 a c &

-~ oo

+T:&_;Név du
und ’
S [2B(—n) + (20 + 1) (1 — Fn))] =3 (4% + 1) o(n-24) < oo
n=0 n=0

woraus folgt, dass 7(X, ¥) endlich ist.
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Hieraus folgt, dass =* endlich ist. Es existiert so eine Folge {(X%, Yw)}
von Strategien, dass
lim ¢(X®, YW) = o*

k>0
gilt.

Wenn F(0) =0 oder F(0) =1 ist, dann ist die optimale Strategie offen-
sichtlich#y = 0,2, = 0, n =2,3,..;yn =0,n =1, 2, coobzw.z, =y, = oo,
n =1,2,3,.... Darum werden wir im Weiteren voraussetzen, dass
(4) 0<F0)<1
gilt.

Wenn wir von den Folgen {z,}, {yx} die Elemente 1, y; auslassen, bekom-
men wir neue Folgen A&M_T {y.,} wo Ty == Ty, Yo =Ynt1, n =1,2 3, ... ist,

die eine neue Strategie (X', Y’) definieren. Ahnlich erhalten wir durch Aus-

”

lassen der Elemente y;, z: eine neue Strategie (X", Y") mit ] ==, z, =
=Tnt1, M =2,3, .5 Y =Yg, n =1, 2,.... Wir beweisen, dass es so eine
Konstante 4 > 0 gibt, wobei — wenn wenigstens eine von den Zahlen zs, Yo
kleiner als % ist — wenigstens eine von den Ungleichungen
(5) L dXLY) <X, Y), «X, YY) <«(X,Y)
gilt.

Zum Beweis nehmen wir an, dass keine von den Ungleichungen (5) erfiillt ist,
d. h. es gilt

(6) "X, ¥) < o(X', V), X, Y) < (X", ¥")
Es ist
(7) (X, Y)—=(X',Y)=2 Mo:a: + Ya)F(—an) + @nr1 + yn) (1—F(—ya) )] —

=)

23 o + B —2 5 @+ o) (L Flya)] — 221 — F(0)) =

n=2

=22 + y)F(—21) + 222 + y1) (1 — F(y1)) + 221(1 — F(0)) —
— 223(1 — F(0)) = 2{(z1 + 1) [1 — F(y1) + F(—x1)] + (21 — 22) (F(y1) —

— F(0))}.
Aus (6) und (7) ergibt sich fiir geniigend kleine z;, y;
& = F(y1) — F(0) Aw%@bfﬁ|§v“
T w(Fy) —F(0) + (21 + 1) [1 — F(gy) + F—a1)] z1+ 4

woraus nach (2) folgt, dass z;! fiir geniigend kleine 1, y; beschrinkt ist.
Daraus ergibt sich die Existenz eines solchen e1 > 0 dass fiir geniigend kleine ¢;
aus 1 << 41, y1 < 81 und (6) a9 > g folgt. Wenn aber y; > 8, #1 < & ist,
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dann ergibt sich aus (6) und (7) s > 2, Fly) —FO) =y 1 — F(y1) +
+ F(—x1)} >y F(—=1) > 6 F(—61). Da F stetig ist und (4) gilt, kann &,
so klein gewihlt werden, dass F(— 61) > 0ist. Setzen wir x1 =min {1, §1.F(— 61)}.
Dann ist » positiv und es gilt x5 >, sobald %y < & ist und die Ungleich-
ungen (6) erfullt sind.

Ahnlich bekommen wir

(8) =X, ¥V)—(X", ¥")=2{

N8

n=0

@n 4 Yu)F(~—x0) — 21(1 — F(0)) —

Mg

— (21 + y2)F(—x1) —

n

— Mam&:ﬁ + ¥Ya) 1 —Flyn)) = 2{(zy + y)F(—a) + (22 + y2)F(—aws) +

+ @2 4 y1) (1 —F(y1)) — (21 + y2)F(—a1)) =

=@ + y1) 1 — Fy1) + F(—a)] + (51 — y2) (F(—it1) — F(—an)).
Aus (6) und (8) ergibt sich
(9) Yo(F(—a1) — F(—u3)) >

=yl (=) — F(—2)) > yo(F(—a1) — F(—w3)) + (22 + y1) [1 —
—F(—ux) + F(—=a)],

3

woraus
(10) i3 = F(—m1) — F(—) - Fly1) — F(—a)

92 (@A y)[1—F(—n1) + F(—x2)] (w24 1y2) H—F(—1) + F(—z3)]
folgt.

Aus (2) und (10) erhalten wir, dass so eine positive Zahl e existiert,
dass fiir ein geniigend kleines d; aus z; < 02, 1 < d2 und (4) 22 > & folgt.
Wenn aber y; < 8z, 3 > 8 ist, dann folgt aus (9)

Yo 2 yo(F(—m1) — F(—xp)) >
222 [1 —F(y1) + F(—a2)] > 82 [1 — F(65)].

Da (4) gilt und F stetig ist, kénnen wir 8 > 0 so klein wihlen, dass 1 —
— F(32) > 0 ist. Wenn wir jetzt »; = min {e2, 02(1 — F(83))} wihlen, dann
ist x positiv und fiir y; < 6, folgt aus B)y2 >

Setzen wir A = min {61, 82, 1, x2}. Wenn zp < 1 wére, dann wire auch
1 Ky < A < d1. Wenn aber (6) erfiillt sein soll, dann folgt daraus z» >
=>x > 1, was der Voraussetzung widerspricht. Darum muss z, > A sein.
Analogisch beweist man y» > 2.

Wenn jetzt (X, ¥ ) eine Strategie ist, worin wenigstens eine von den Zahlen
x2, y2 kleiner als 1 ist, kénnen wir durch das Auslassen eines von den Paaren
Z1, Y15 X2, Y1 eine neue Strategie (X, MzJ bilden, wobei = nicht grésser wird.
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Ist eine von den Zahlen @2, #2 wieder kleiner als 4, 80 kénnen wir wieder durch
Auslassen eines geeignetes Paares cine Strategie bilden, wobei ¢ nicht grésser
wird. Dieses Verfahren kénnen wir, wenn notwendig, weiter fortsetzen. Da aber
nur endlich viele von den Zahlen gz, Yn kleiner als 2 sind, bekommen wir
nach endlich vielen Schritten eine Strategie (X, Y), fiir die Xe 22, 42 >4
und (X, 7) < WX, Y) gilt.

Durch Umbilden der Strategien (X®, ¥ ®) in der oben beschriebenen
weise erhalten wir eine Folge von Strategien

(X®, T
fiir die
H 20987 > 2, (X®, o) < (X0, Yo

und folglich auch
’ lim (Xt Y&y — %

ko0

gilt.

Wir kénnen also fiir Weiteres annehmen, dass schon die urspriingliche
Folge (X, Y®) so gewdhlt ist, dass z{? >3 ¥ >0 k=1, 2,... gilt.

Es seien jetzt Li < Lo zwei Zahlen. Wir bezeichnen durch &1, n.v X, 7
die Zahl derjenigen Elemente Tu, Yn der Folgen {za}, {ya}, die im Intervall
{Ly, L3 liegen. Es gilt

o(X®), V@) > 23 D F(—a®) + 2 (L —F(yin] >

iz 2 ix2

= 200, 1,5 (X®,¥Y0) — 9] min {(F(Ly), 1 — F(Ls)},

woraus folgt, dass wenn 0<F(L1) <F(Ls) < 1 gilt, dann ist die Folge
{ee, 1y (X, 0 ¥ ®) 12 | beschrinkt,

Wihlen wir jetzt eine solche Folge {k!}>, von naturellen Zahlen, dass
die Folgen {aleny, {y%>} endliche oder unendliche Limiten haben, die wir
durch zf, y¥ bezeichnen. Weiter wihlen wir aus der Folge {k!} eine solche
Folge {kZ}, dass die Folgen {x(k)}, {y} die Limiten 3, yi haben. Wenn
wir in solcher Weise fortschreiten werden, erhalten wir eine solche Folge
von Folgen {{i* v 1)er 1 WO {£}} aus {k;"'} gewihlt ist und die Folgen
{0}, {y®)) | endliche oder unendliche Limiten z¥, 4* haben. Offon-
sichtlich sind X* = {z*}, ¥ — {yx} mnicht fallende Folgen und folglich ist
(X*, Y* eine Strategie. Wir zeigen, dass #(X*, ¥ *) = v* gilt und daher die
Strategie (X*, v *) optimal ist.

Bezeichnen wir der Einfachheit wegen von neuem z(ky) — g Yl =y

fn

Offensichtlich gilt (X, Y®) > 2% und 2 - z* 4 Y fiir beliebiges .

n

Bezeichnen wir durch K, K5 solche Zahlen, dass F(x) =0firz < K\, F(z) >0
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fir x > K, Flx) < 1 fir v < Ks und Fx) =1 fir z > K, gilt. (K, K,
kénnen auch — @, bzw. + oo sein). Es sei K; < L; < Ly << Kp,und I, £ ﬁw,
Lo +# y* fiir beliebiges n. Wie bewiesen wurde, ist die Folge €L, LX), Y oy)
beschrinkt und daher existieren solche Zahlen N1, ng, dass &H. < —ILj < &H,+ 1
und y¥ < Ly < Yoo gilt. Fir geniigend grosse » wird dann auch ) <
<—Li<al),und y¥ < Ly, < ¥, gelten.

Bezeichnen wir jetzt kurzerhand

meﬁ&v = Sﬁ.ﬁn N?vw .M\ecv - _&,_ ¢
tx) =T(x, X*, ¥*)_ 2]
Offensichtlich ist
Hx) =H—=xp) fir ze < —Fn41, Tn),
tz) =t( Y1) fur ze Yn, Yner >.

Die Funktionen T, X, ¥ ®) sind offensichtlich fallend fiir 2 <0 und
wachsend fiir > 0. Daher gilt

AXO, YO) > 1(L)F(Ly) + 1,(Ls) [1 — F(Ly)] —

=2+ YO + 5 (6 4 ) (1 — B,

woraus folgt, dass die Folgen {r} fur # <max {n;, =, + 1} und {®
fir » < max {n1, ms} beschrinkt sind und daher gegen endliche Limiten

konvergieren. Es gilt
L, Le
(11) % (T, X0, Y0) — D, X*, ¥*)) dFz) — % (t(@) — t%(2)) dF(x) —
L,

Ly

H:Wilaﬁ: (F(—a?) — F (@) 1) + to(La) (F(—2?) — F(Ly)) +
n=0

+ S L8 (680 — FD) + o0k (P — Pyt
n=0
fsM._Ela?v (Fl—a) — F(—x¥,1) — t(L0) (F(—*) — F(L,)) —

n=0
72-1

=2 1) FYr,0) — Fly*)) — t4(La) (F(L2) — F(y)) =

o

uWﬁiafizl&?:.El% IEI%_VI
n=0
fig—1

L) — (L) (F(—=f)) — F(Ly)) + 2 (6ikn) —
=) B — F) 4 (L) — t¥(La)) (F(L) — F(y?)) +
+ 3 ) (F(—a®) — F( 2 4 F(—af, ) — F(—a®) ) 1

n=0
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fa-1 )
L) (Fl—a)) — F(—a)) + 3 t* ¥, ) (Flys) — Fy) +

n=0
T E@) — Flyr, )] + (L) (Flyn) — F(y$).

*
i

Da aber, wie oben bewiesen wurde, , Y7 fiir ¢ < endlich sind, gilt

n
() — a7, 1)) =2 3 [@ + 9) — @ + y¥)] > 0
i=1
fir n <Cn,, woraus sich

ny-1

2 (=) — 15—k, ) (F(—at) — F (—21)) >0
0

n+1
n=

ergibt. Weiter folgt von der Stetigkeit der Funktion F
F(—ay)) — F(—a¥) >0
fiir n < ny, woraus

;-1

(i) (F(—) — F(—a}) 4 F(—a®),) —F (—231)) >0
0

n+1
n=

folgt. Ahnlich beweist man leicht, dass auch die bleibenden Glieder in der
Formel (11) gegen Null konvergieren. Daraus ergibt sich
’ Ly L,

Hwo??%;f&mﬁiu % Eﬁx*,ﬁv%@.
J J

Iy
Wihlen wir jetzt zwei solche Folgen {Lix}, {Lox} dass Lyg-> Ky, Lgy— K,
und Ly £ —z,,, Lo Fyafirn =1,2, ... gilt. Dann gilt

Lox L2y
lim \ Tz, X0, YO) dF(z) — % T(z, X*, ¥*) dF(z),
Lix Ly
woraus
+ o0 k.
o = lim % Tlw, X0, Y0) AP () <lim [ 7(z, X0, Y0) dF(z) —
-oa Nmu

K,
= % T(x, X*, Y*) dF(2) = (X*, T*)
£,
folgt. Damit ist der Satz bewiesen.

Eingegangen am 10. 9. 1964.
GSAV, Ustav technickej kybernetiky
Slovenskej akadémie vied, Bratislava
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