umbg,E»»HHONO.%M‘NmN%FZ% CASOPIS SAYV, 16, 2, 1966
-_— e

PRISPEVOK K CYKLOSFERICKEMU Z0OBRAZENIU
Vo wm_<cmﬁwc§5m~w2o3 EUKLIDOVSKOM PRIESTORE

FRANTISEK HUSARIK, Zvolen

Cyklosférické zobrazenie Jje zovieobecnenim cyklografického zobrazenia
na §tvorrozmerny euklidovsky priestor E;. Myslienku rozgirenia, cyklogra-
fického zobrazenia na 7-rozmerny priestor pousili v poslednej dobe niektori
autori na riedenie zovSeobecneného Apolloniovho problému: Zostrojit nad-
‘plochy gulové v E,, ktors sa dotykaji n 4 1 danych gulovych nadpléch.
Metédou zovieobecnenia, cyklografického zobrazenis, nha viacrozmerny priestor
moéZeme riesit cely rad dalsich tuloh o nadplochsch gulovych.

Uvazujme Stvorrozmerny redlny euklidovsky priestor B4, ktory budeme
nazyvat operaénym priestorom. Nech [0; 1, 25, 23, 24] je pravouhls strad-
nicové sistava, v operadnom priestore £, . Nech Y1, Y2, ¥3, Y4 st nehomogénne
stradnice bodu ¥ v operatnom priestore E,. V cyklosférickom zobrazeni
méZieme zobrazit body operaéného priestoru E, na, priemetnd nadrovinu
By =[0; 1, z,, 23] tak, Ze ku kaydému bodu Y(y1, ys, Ys. Y1) € By, ktory
nelezi v Priemetnej nadrovine E% (teda y, -~ 0), priradime v priemetnej nad-
rovine K% orientovand plochu gulovg — cyklosféru Cy. Nositelkou cyklo-
stéry Cy je plocha gulovd Gy o rovnici ,

Obrétene, ku kladnej cyklosfére Cy e B} priradime v E; bod ¥ W, vz,
Y3, ya), kde y4 > 0, a k N%%oﬁb&. cyklosfére Cy € B% priradime v Ey bod
Y*(p1, yo, ys, —¥s), kde g4 > 0. Bodu P(p1, p2, ps, 0) priemetne;j nadroviny
&% priradime ten isty bod P. Plochu. gulovi Gy budeme orientovat talk,
Ze spbsobom uvedenym v [4] orientujeme niektord z kruznic, ktord tvori
zdanlivy obrys plochy gulovej v priemetnej nadrovine Bf. Napr. v Mongeovej
projekcii v £2 to bude kruznica, ktors, tvorf obrys plochy gulovej Gy v druhej
priemetni. 1

Majme v operagnom priestore £, priamku , ktorej parametrické rovnice sa:
(1) T =a; + dm; (t=1,2,3, 4).
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Budeme predpokladat, se pre smerové parametre priamky (1) je
3
mi— > m? # 0.
i=1

Mnozinu cyklosfér, ktoré odpovedaji vSetkym bodom priamky p, okrem
jej stopnika do priemetnej nadroviny £, budeme nazyvat :meﬂd&b .o%Eo-
sférickym radom a nositelkou jeho cyklosfér je v priemetnej nadrovine E?
jednoparametrickd sdstava pléch gulovych s rovnicou :

(2) W (#n — an — ngvm = (aq + MS?&N.
n=1

Parcidlnym derivovanfm podla parametru 4 zo vztahu (2) dostaneme :

(Tn — an — Amy)m, -+ (aa + dmg)my =0,

(2')

Itge

Po vylageni parametru 2 z rovnic (2) a (27) je:
3

3
2. (@1 — agym; + agmy
J=1

(3) Ly — Qp + 3 my | =

> 2

my— > m;
=1

n=1 3 .
> (%5 — ag)my + agmy,
= fas— =1 3 ma

mg — > m?

i=1

Rovnica (3) je v priemetnej nadrovine EZ rovnicou obalovej plochy linesr-
neho cyklosférického radu prislichajiceho k priamke (1). o
Ku kazdému bodu Y € B, moseme v cyklosférickom zobrazeni priradit
gulovo-kuzelovi rotaénd nadkvadriku (GKy nadkvadriku), ktorej rovnica, je:

3
M (Tn — ya)? = (%1 — ya)2.
n=1
Je to rotadna kuzelové nadkvadrika s vreholom v bode Y a plocha gulova Gy,
ktors je nositelkou cyklosféry prislichajicej k bodu Y, je jej stopnou gulovou
plochou do priemetnej nadroviny 7. o o
Potom vietkym bodom priamky (1) bude priradens ummsowmg,soﬂio_mm.
ststava gulovo-kuzelovych nadkvadrik s rovnicou
3
(4) D (o — an — dmy)? = (%4 — ag — Amy)2.

n=1
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Parcidlnym derivovanim podla parametru 3 zo vztahu (4) dostaneme -
3
?m v M ?«a — Ay — &Ss\vS: = A&» — g — NS@@Q\E .

n=1]

Po vylugent parametru 4 z rovnic ( 4) a (4') je:

3
3

M (®5 — az)my — (2 — ag)my
. A.Wv .\N\.ﬁ,g»«l*l»”H My

3
2 2 2
mg—> m;
=1

n=1
3

.We& )My — (24 — az)my
Ty —ay + wlfw My

SwaSN :

l

\Woinom (5) je v E4 rovnicou obalovej nadplochy jednoparametricke;
ststavy gulovo-kuzelovych nadkvadrik priradenych bodom priamky CV_

\a\.owmwmmzog priestore Ej je vidy mo#né urobit taky ortogonalnu Qm:mmow..
macia .m:&@mbmoogu. sustavy(l), se priamka p urdens rovnicami (1) bude mat
Vv novej stradnicovej sistave v B4 parametrické rovnice

(6) 1 =0, gy =0, y; =vs, 1y = Jvg.

Budeme predpokladat, e pre smerové parametre priam
> re priamk {2 2
a vy £, p priamky (6) plati: vy — vf £0

kuzelove;j Eo.or% je stopnikom priamky (6) do priemetne;j nadroviny £z

»ﬁm.E =0,jed =0a Ay =04 obalové plocha, linedrneho cyklosférického
radu je rotaéng plocha valcovi,

Obrétene, kazds rotadnd kuzelovd aleho valcova
——

G Pri tejto transformdcii mézeme zaistit, e nov4 priemetnd nadr
$ pévodnou, alebo bude s fiou totdlne rovnobezng.

plocha v priemetnej nad-

ovina bude totong,
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rovine £% moze byt obalovou plochou dvoch linedrnych cyklosférickych radov.
Jeden z tychto radov uréuje v By priamku p a druhy priamku p*. Priamky
P a p* su stimerne sdruZené podla priemetnej nadroviny B2, éo vidiet z rovnic
(6) a (7). Tuto dvojznadnost odstranime tak, Ze orientujeme plochu gulovi,
ktort Iubovolne vpiSeme do danej kuzelovej alebo valcovej plochy.

Rovnica obalove;j nadplochy jednoparametrickej ststavy gulovo-kuzelovych
nadkvadrik priradenych bodom priamky (6) v novej stradnicovej sistave
v B4, podla (5) je:

2 2

Yy

R AT SNV R B
g Ty 2 2 3 9 g T34 2

5 5 p x5 =0.
vy — 3 v % vy — 0%

Je to kufelové nadkvadrika 2-ho druhu, ako je uvedené v literatiire [3],
a priamka (6) je jej stredovou osou. Jej stopnou kvadrikou do priemetne;j
nadroviny EZ je rotadni kuzelovs plocha o rovnici (7). Tito kuselova nad-
kvadrika je realna pokial stopni kuzelové plocha je redlna, teda ked v? < 2.
Ked v§ > %, je imagindrna a degeneruje sa v stredovii os (6). Je vytvorens,
sistavou redlnych alebo imagindrnych rovin, ktoré prechadzajd stredovou
osou (6). Stopy tychto rovin do priemetnej nadroviny E2 vytvarajd stopmi
rotaéni kuzelovd plochu (7).

Podla predpokladu je o2 — 02 £ 0 a 93 =£ 0. Vtedy z rovnic (6) ihned vidiet,
Ze priamka p nie je kolms na priemetnd nadrovinu E2? a mé od priemetne;j

T
nadroviny £% odchylku o = Pk

Z uvedeného vyplyva:
Veta 1. Ku ka#dej priamke p ek, ktord md od priemetnej nadroviny E2

7
odchylu o " a nie je na BY kolmd, méfeme v cyklosférickom zobrazent v By

priradit kuZelovi nadkvadriku 2-ho druhu. Priamka p je stredovou osowu tejto
nadkvadriky o stopnow kvadrikou do priemetnej nadroviny EI je rotaind kuse-
lovd plocha, ktord je obalovou plochou linedrneho cyklosférického radu prishi-
chajiiceho k priamke p.

Nech sa bod B(by, bs, bs, bs) nachidza na nadkvadrike (8). V dalsom bu-
deme predpokladat, Ze bod B nie je incidentny s priamkou (6), to znamend,
Ze nemodze byt by — by = 0 a tie? budeme predpokladat, Ze by £ 0. Hladajme
gulovo-kuzelovi nadkvadriku GX L, ktord je incidentni s bodom B a patri
do jednoparametricke;j sistavy gulovo-kuzelovych nadkvadrik priradenych
bodom priamky (6). Pre ttito nadkvadriku podla vztahu (4) plati:

) b + b5 + (bs — Avs)2 — (by — Ag)? —
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Wo.ﬁdo@ (9) je kvadraticks, Tovnica pre parameter 3. V désledku predpokla-
danej vlastnosti bodu B mé tito kvadraticks .rovnica dvojnédsobny kore

@wew ] @»QA

M=} = =
%
Nadkvadrika GK, E..mﬁ.m v Esbod L, ktory sa zrejnie nachadza, na priamke ( 6).
Z w_mm.,BOmE cyklosférického zobrazenia, uvedenych v [1] je zndme, 7e sa plocha,
gulovy Qw, ktord je nositelkou cyklosféry Cg, bude stopnej gulovej plochy @,
nadkvadriky GK, dotykat, a to prive v stopniku P priamky ¢ = (Z, B).
Parametrické rovnice priamky ¢ g4 “

Ty =b; + b, (t =1,2),

x5 =by 4 2 g, 2208 bama

2 v; .”,w.%.
em,lew i) {J )

Potom pre stradnice bodu P dostaneme :

bivg(bgwy — b
V3(bavs — byy)

@w@w s @A@»
P3 = T
V3
P1 =0

Bod P sa tiez nachidza na, rotadnej kuzelovej ploche, ktorj je stopnou plochou
kuzelovej nadkvadriky (8) do priemetnej nadroviny Z%. UkédZeme, e v bode P

maji plocha gulov4 Gp a stopni rotadnd kuzelové plocha nadkvadriky (8)-

m@@?mﬁ@ dotykovi rovinu, & Znamend, e plocha gulové Gp a stopnd rotadns,
kuZelové plocha sa v bode P dotykaju.
Rovnica plochy gulovej je: 2
3

2, (0 — ba)2 =2,
1

n=

Dotykové rovina k ploche gulovej v bode P m4 rovnicu .

vi—ol 2
= D baxy — Va3 = 0.
bavs — byv; <

(11)
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Podobne, rovnica dotykovej roviny k stopne] rotadnej kuzelove] ploche
nadkvadriky (8) v bode P je:

v
2 P X3P3 =0.
Vg — U3

1

TaPn +
1

H

it

Ked do tejto rovnice dosadime vztahy (10), po wprave dostaneme rovnicu
dotykovej roviny vo tvare

v —ovl 2
M @3&3 — V4¥3 = O“
@Aew Sl @wep =1

€0 je t4 ista rovnica ako rovnica (11).
Tymto je dokdzani

‘eta 2. Nech sa bod B nachédza na kuZelovej nadkvadrike T priradenej
v cyklosférickom zobrazeni lubovolnej priamke p podla vely 1, pridom bod B
nie je bodom priemetnej nadroviny E% o nie je incidentny so stredovow osou
nadkvadriky T. Potom gulovd plocha Gg, ktord je nositelkou cyklosféry Cg
prislichajicej bodu B a rotaénd kutelovd plocka K, kiord je stopnou plochou
kuelovej nadkvadriky T do priemetnej nadroviny E%, navzdjom sa dotyjkaji.
Majme rovnicu

4
AHMV MkA§Q,§|TkAu =0,
n=1

kde aspori jedno 4, (n =1, 2, 3) je rozne od nuly.

Rovnica (12) urduje v operadnom priestore E; nadrovinu, pricom z,, (n =
=1,2,3,4) st nehomogénne stradnice bodu leziaceho v nadrovine. Ak Ty
(n =1, 2,3, 4) budeme povaZovat za sdradnice cyklosféry, rovnica (12) bude
vyjadrovat mnoZinu cyklosfér, ktoré si priradené vetkym bodom nadroviny.
Prienikom nadroviny (12) s priemetnou nadrovinou % je rovina, ktort budeme
nazyvat stopnou rovinou nadroviny (12). Rovnica tejto stopnej roviny v prie-
metnej nadrovine E7 je:

3
Aﬂwy MKAQ‘&S |TkAm =0.

=1
Mnozinu cyklosfér, ktorych stradnice vyhovujt rovnici (12), budeme nazyvat
linedrnym cyklosférickym nadpolom a stopnt rovinu o rovnici (13) budeme
nazyvat osovou rovinou linedrneho cyklosférického nadpola.
Pre odehylku nadroviny (12) od priemetne;] nadroviny Ef je:

x&n )
Cosa=———""- Lkde 0 < a < x.

4
)3
n=1
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Ked z wohoto vztahu vyhidime A4 dostaneme :

(15) 41 = cotg « Mumw

Definicia, 1. [/ hlom, pod ktorym roving pretina plochu qulovii, budeme rozumier
uhol ¢, ktory je definovany vztahom V=r.cosp, kde v > Je vadialenost
w?m&ﬁ gulovej plochy od rOVInY a r > ¢ Je polomer plocky gulovei. Keq o <r
Je 0 <cosg <1, vtedy je ¢ redlne q bude z intervaly <0, 72>, W@& v > r je
oo.m ¥ > 1auhol g je imagindrny, t. J- €08 ¢ = cosh V> 1 kdeg =iyaq w bude
z wnlervalu (0, o).

Pre vzdialenost stredu cyklosféry linedrneho cyklosférického nadpola (12)
od osovej roviny (13) dostdvame:

3
\ Anzy -+ \Au\
_ 1

n=
Q - +
3
2
J/3a
n=1

kde z, (n = 1, 2, 3) stt stradnice stredu cyklostéry. Potom podla definicie 1 je:

w
\ M »A@&g +>Au
Hw=1]1

Cosg="——_ |

3
_a\h;\M 4,

3
M 53&3 |T kAm
n=1

Ay

Ak uvdzime, se 5 rovnice (12) je:

Xg =

Potom
[44]
= :
2 4
=1

n

(15) cos @ =

Porovnanim vztahov (14) 5 (15) dostavame:

€08 ¢ = |coty «f.
Plat{ teda- . g o

080Vt rovinu pod tym wstym uhlom @, kiorého kosinus Jje kontantny o rovny
absoliitnej hodnote kotangensu odchylky nadroviny od priemetne; nadroviny.

Tieto vlastnosti mézeme pouzit na konstruktivne riesenie niektorych loh
o plochdch gulovych v trojrozmernom euklidovskom priestore.

Uloha. Dané sit tri roviny 0@ (i =1, 2, 3), ktoré nemagd, spoloéni priambu
a Zadne dve 9% nie s rovnobeiné. Dand je dalej rotaind kuselovd, plocha K.
T'reba zostrojit plochy gulové, ktoré roviny o® pretinaji pod whiami P9 (3 =
=1, 2, 3) a dotykaji sa rotacnej kufelovej plochy K.

Rozbor. Priestor, v ktorom sa nachddzaji roviny o@ (t =1,2,3) a ro-
tadnd kuzelovd plocha K, zvolme za priemetnd nadrovinu £% vo Stvorroz-
nérnom operadénom priestore Ey. Rotadni kuselovi plochu X v E? méseme
povaZovat za obalovii plochu linesrneho cyklosférického radu. Tento linedrny
cyklosféricky rad uréime tak, ze orientujeme plochu gulovi, ktord Tubovolne
vpiSeme do rotadnej kuZelovej plochy K. UvaZovany cyklosféricky rad urdf
v B, priamku p. K priamke p priradime podla vety 1 kuzelovd nadkvadriku I'.
Ku kaZdej z rovin ¢@ priradime v E, nadrovinu E{), kde rovina 0@ bude
stopnou rovinou nadroviny B do E3 a EQ) ma od priemetnej nadroviny EZ

odehylku «®, pre ktord plati: [cotg a®| = cog @¥, pritom sa rozhodneme
4 7
pre jeden z uhlov a®|mend ako L alebo vigsi ako 51 Pretoze o nemaju

spoloént priamku a #iadne dve 0¥ nie s rovnobezné, maji nadroviny EQ
spolo&nt priamku m, ktors Jje vidy vlastn4. Cyklosféry prislichajice bodom
priamky m sé podla vety 3 incidentné s gulovymi plochami, ktoré roviny o
pretinaji pod danymi uhlami @, Ked zostrojime priesedniky X a ¥ priam-
ky m s kuZelovou nadkvadrikou ', potom podla vety 2 cyklosféry Cy a Cy
priradené bodom X a ¥ uréujd hladané plochy gulové.

Konstrukeia. Za zobrazovaciu metddu vo Stvorrozmernom operadénom
priestore K4 zvolime kétovano-Mongeovu projekciu. Je to v podstate Klimova,
zobrazovacia metdda [4] s tym rozdielom, 7e stradnicu as bodu 4 pripisujeme
do zdtvorky ako kétu k priemetu bodu 4 do priemetne;j nadroviny £Z.

1
Na obr. 1 si roviny o® urdené svojimi stopami. Zvolme cos ) = — ,

2
cos @ =1, cos p® = 2. Aby sme zostrojili napr. nadrovinu F{D  ktors
m4 od B} odehylku o), pri¢om plati: [cotg o)) =% a rovina Q) je stopnou

rovinou £{, zvolime v o'V Tubovolny bod SM. Bodom S vedieme v nad-
rovine £% na rovinu p® kolmu priamku o). Priamka o je kolmy priemet
spadovej priamky nadroviny E{” a bod S je jej stopnikom. Aby spadovs,
priamka o, a tym aj nadrovina B bola uréend, treba poznat okrem jej
stopnika S efte kétu aspon jedného jej bodu. Tito treba, uréit tak, aby
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spaddové priamka o mala od priemetnej nadroviny E2 odchylku atb), pre

ktord plati: |cotg a] =4%. Ked teda zvolime na o® bod A1 potom
v 1
zo vztahu P !wx vyplyva, Ze kéta bodu AW teda polomer cyklosféry C

je dvakrit taky velky ako skutodéni dizka, Gsecky SWAM. Podobnym sp6so-
bom urtime nadroviny E® a E$) a pouzitim konStrukénych metéd z [2]

Obr. 1.
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alebo [4] zostrojime spoloént priamku m nadrovin EQ, EP a EQ). Aby
sme zostrojili spoloéné body X a Y priamky m s kuselovou nadkvadri-
kou I', uvazujme nadrovinu E? urdent mimobeZnymi priamkami m a p,
kde priamka p je stredovou osou nadkvadriky I". Nadrovina E2 m4 s kuzelovou
nadkvadrikou I' spoloéné dve roviny oy a o3 redlne, alebo imagindrne. Stopy
s a 5™ rovin o1 a 02 dostaneme ako tvoriace priamky, v ktorych stopns rovina

yE} nadroviny E} pretina stopni kuzelovd plochu kuZelovej nadkvadriky I'.

PretoZe roviny o1, o2 a priamka m sa nachddzajd v nadrovine K%, musi priam-
ka m s rovinami o; a gz mat spoloéné body X a Y, ktoré Tahko zostrojime.
Cyklosféry prisluchajtice k bodom X a Y uréuji uz hladané plochy gulové
Gx a Gy. Zndmymi metédami z B3 moéseme ties zistit dotykové body M a p
gulovych pléch Gx a Gy s danou rotadnou kuselovou plochou.

Diskusia rieSenia. Pri riefeni tejto tlohy sme ku kaidej z rovin @
priradili v operadnom priestore B4 nadrovinu E), pre ktorn plati: [cotg a®| =
= cos ¢, pritom sme sa rozhodli pre jeden z uhlov «®. Toto sme urobili
zistenim polomeru a volbou orienticie cyklosfér C,q, . Ako vidiet z obrazka,
priamku p sme uréili cyklosférou Cy vpisanou do kuZelovej plochy K. Réznou
orientaciou cyklosfér Oy a Cuw (i =1, 2, 3) mdZeme vytvorit spolu 16 na-
vzdjom réznych poldh nadrovin E{) a priamky p. Pri zvolenej, usporiadanej
skupine znamienok cyklosfér C, a C 40 skupina s opadnymi znamienkami
ddva to isté rie§enie, do vyplyva zo simernosti podla priemetnej nadroviny EZ.
Ostdva teda 8 pripadov vzijomne réznych orientdcii, z ktorych kazdy m4
dve rieSenia. Dovedna existuje 16 riefenf uvedenej tlohy. Tieto riefenia
méiu po dvojiciach splyvat, alebo byt imagindrne. .

Riesenie tilohy a diskusia plati aj v tom pripade, ked Iubovolné dve z rovin
0®, napr. p® a @ sG rovnoberné, ale je cos gtV # cos ¢®. Ak roviny
oM a 0@ su rovnobeiné a cos ¢ (I = cos ¢, potom v tych pripadoch kde
cyklostéry C,u a C,, st sdhlasne orientované, neexistuje priamka m
a nedostaneme Ziadne riefenie. Lahko zistime, e z uvedenych 8 pripadov
st takéto 4 a tloha md potom 8 riefeni, ktoré mésu po dvojiciach splyvat,
alebo méZu byt imaginarne.

Ked vietky tri roviny ¢® sit incidentné s vrcholom ¥ kuzelovej plochy K,
potom priamka m m4 s kuZelovou nadkvadrikou I spoloény bod V a mézu sa
stat dva pripady:

a) Priamka m nemd uz s nadkvadrikou I' ziadny spolodny bod okrem bodu V.
Uloha nem4 riesenie.

b) Priamka s je incidentna s niektorou tvoriacou rovinou kuzelovej nad-
kvadriky I' a tloha m4 nekonedne mnoho rieSeni.

Mobze sa tiez stat, Ze vietky tri roviny o® st incidentné s bodom R, pritom
bod R sa nachddza na rotaénej kuzelovej ploche K. Potom priamka m mé
s kuzelovou nadkvadrikou T' spolodny bod R. K bodu R viak neprislicha
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Ziadna cyklosféra, ktorg, by uddvala rieenie uvedenej ulohy. Okrem bodu R
moze mat priamka m s nadkvadrikou I" spoloény eite bod X, V tomto pripade
Uloha bude mat najviac 8 riefeni (mdZe mat aj menej, ked bude X =R,
nedostaneme #iadne rieSenie). V tomto pripade Ziadne riefenia neméiy byt
imaginirne a nemésu ani splyvat. Mée sa ties stat, Ze priamka m bude
incidentns g tvoriacou rovinou bm&mﬁalw% I', ktors zrejme prechddza
bodom R. Vtedy tloha m4 nekonedne mnoho riegent.
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H ESI&OOGEWSJGOIOEV\ W30BPAMEHNIO B YETBIPEXMEPHOM
9BHRINIOBOM IIPOCTPAHCTBE

Opanrtumer Lycapur
Pesiome

B crarse IOKA3aHO, YT B OnepaTHBHOM npocrpancree £y = [0; %1, X2, T3, 24] K IpAMOR P
MOKHO B NHKI0chepudecrom M30Gparennn ormecru KOHUYECKY 0 PUHEPKBANPUKY 2-ro
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HAWME TOUKRAM rumepmiockoctu EY, TIEPECCKAIT IN0CKOCTH e ciema mox yriom ¢, min
KOTOPOro cos ¢ = T,Bami » THe o yroj HAKIOHA IUNEPLIOCKOCTH EY x runepnaockocrn

npoexuun EY .
Ilpusegennsie croiicrpa GrLumu MCH0JIb30BAHE IPY PEINeHMM 3313 o TOBEPXHOCTAX wWwapa,
KOTOpBIE ABAAIOTCA NOBEPXHOCTAMU CONIPMKOCHOBEHUA BPALATENILHOIO KOHyCa u mepe-

CeraloT mrockocru ¢ff) mox yraamu @) (t =1,2,3).
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