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UBER DIE EIGENSCHAFT VON DARBOUX FUR FUNKTIONEN
LADISLAV EHWHW‘ Bratislava

1. Als die Eigenschaft von Darboux der Funktionen einer reellen Variable
nennt man gewshnlich folgende Eigenschaft:

(1) EBs seien a, b und ¢ solche Zahlen, daf f(a) < ¢ < f(®) gilt, dann existiert
eine Zahl & € (min {a, b}, max {a, b}) fir welche f(£) = c ist.

Bine andere Formulation, welche mit der Formulation (I) dquivalent ist,
ist diese:

(IT) Eine Funktion f einer reellen Variable hat die Eigenschaft von Darboux
dann und nur dann, wenn das Bild bei f einer zusammenhéingenden Menge
eine zusammenhéingende Menge ist. . &

Diese Formulation héingt damit zusammen, da$ die Intervalle und die Mengen
mit einem einzigen Punkt die einzige zusammenhéngende Mengen in (— o0, ©0)
sind. Aber die offenen Intervalle bilden in (— o0, o) eine Basis offener Mengen
und darum konnen wir die Eigenschaft von Darboux auch folgendermafien
formulieren: " -

(III) Eine Funktion f hat die Eigenschaft von Darboux dann und nur dann,
wenn fiir jedes offenes Intervall J, fiir jede zwei Zahlen z, y € J (1) und fir
jede Zahl ¢ mit der Eigenschaft f(z) < ¢ < f(y) ein & e€J so existiert, daB
J(&) = c ist.

Die erste Definition ist darauf gegriindet, das der Definitionsbereich eine
geordneté Menge ist. Die zweite Definition ist auf dem Begriff zusammenhén-
gender Mengen gegriindet. Aber die Struktur der zusammenhéngenden Mengen
in (—o0, o0) ist sehr einfach. Wenn wir fiir den Definitionsbereich kompli-
zierte Ridume nehmen werden, dann ist es vorteilhaft in der Definition (IT)
nur cinige der zusammenhingenden Mengen nehmen. So macht es C. J. Neu-
gebauer in {1}, als er in der Formulation der Definition (I1) verlangt, da3
das Bild jeder Menge von Darboux zusammenhéngend ist. Der Autor geht
im Artikel [2] aus der dritten Formulation bei der Formulation der Eigen-
schaft von Darboux der Funktionen die auf einem topologischen Raum definiert

(1) J bedeutet die abgeschlossene Hiille von J.
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sind, aus. Wenn wir dessen bewuBt sind, daf8 die offenen Intervalle im (— o0, o0}
eine Basis offener Mengen bilden, dann kénnen wir in der Definition (I11)
das System offener Intervalle durch eine Basis offener Mengen ersetzen. Jetzt
iibergehen wir zu zwei dquivalenten Definitionen der Eigenschaft von Darboux
der reellen Funktionen, die auf einem topologischen Raum definiert sind.

2. Es sei # eine Basis offener Mengen in einem topologischen Raum X.
Eine Menge A = X nennt man eine Menge von Darboux beziiglich der Basis B
dann und nur dann, wenn

(1) zu jedem xz € A ein solches B € % existiert, da x € B und B = A ist,

(2) fur jedes Paar von Elementen z, y € A endlich viele solche Mengen Qi ,
@2, ..., Qs existieren, doffiz € Q1,y € Qs,Q; = A fitr s = 1,2, a8 N Qg F
FO) fure=1,2, .., —1 und B =@ = B; fur i =1, 2, ..., s fur ge-
eignete Mengen By, Ba, ..., Bs € # gilt.

Leicht beweist man, daB diese zwei UmmESo:os der Eigenschaft von Dar-
boux dquivalent sind:

(IT') Eine reelle Funktion, welche im topologischen Raum X definiert ist,
hat die Eigenschaft von Darbouzx beziglich der Basis %, wenn das Bild von jeder
Menge von Darbouz beziiglich der Basis & zusammenhdingend. ist.

(I1T') Eine reelle Funktion f, die im topologischen Raum X definiert ist, hat
die Eigenschaft von Darboux beziglich der Basis &, wenn fir jedes A € B und
jede x, y € A und jedes ¢ mit der Eigenschaft f(x) < ¢ < fly) ein solches & € A
existiert, daf} f(&) = c ist.

Es soll die Funktion f die Eigenschaft von Darboux im Sinne (II') haben.
Essei A€,z yedund cso, daB f(z) < ¢ < f(y) ist. Weil 4 U {z, S eine
Menge von Darboux beziiglich der Basis # ist, mmn es, daBl {f(x), fly)> =
=f(4 v {z, y}) und also (f(z), f(y)) = f(4) ist. Dann existiert ein & € 4 so,
daf f(£) = ¢ ist. Damit haben wir festgestellt, daB die Funktion f auch die
Eigenschaft von Darboux im Sinne (IIT') hat.

Es soll jetzt die Funktion f die Figenschaft von Darboux im Sinne von
(III") haben. Es sei 4 eine Menge von Darboux beziiglich der Basis %
und es seien ¢y << ¢z solche Zahlen, daB ¢;, ¢z € f(4) ist. Dann existieren zwei
solche Punkte », y € 4, daBl f(z) = ¢; und f(y) = ¢z ist. Dann existiert ein
solches endliches System {Q1, @z, ..., @} von Mengen, daB z €@, y €@,
QiNQin=0 fir i=1, 2, ..., s—1und Q; = 4, B; =@, = B; fiir i =
=1, 2, ..., s und fir mmmmmzmnm Mengen Bi, Bs, ..., By aus 4 ist. Es sei z; €
e@QiN@uifire=1,2, ..., s — 1. Aus der Eigenschaft (III') geht hervor,
daBl (min {f(z:), f(xi1)}, max {f(x:), fzi:1)}) = f(Bii1) <= f(4) fir i = 0,
1, 2, ..., s — 1 ist. Dabei verstanden wir 2 unter z und y :samw zs. Daraus

(*) Das Zeichen (J bedeutet die leere Menge.
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folgt jetzt, daB <c;,c0) =f(4) ist. Also ist das Bild von 4 bei [ eine zusammen-
héingende Menge.

C. J. Neugebauer definiert in dem Artikel [1] die Mengen von Darboux nur
fir den Fall, daB X der n-dimensionaler euklidischer Raum und die Basis
das System aller offenen Intervalle im n-dimensionalen euklidischen Raume
ist. In dem weiteren werden wir die Definition (III') beniitzen.

3. Es sei (X)),., ein System topologischer Riume. Es sei X das topologi-
sche Produkt von topologischen Réumen X; fiir 2 € 4. Fiir jedes 7 €4 soll
7, die Projektion von dem topologischen Produkt X auf X; bedeuten, d. h.
fir jedes x € X ma(x) = z2, wobei z; die ’-Komponente von z ist. Es sei
%, eine Basis in dem Raum X, fiir 1 € A. Dann bildet das System {B: B < X,
fiir welches eine endliche Menge Ap — A so existiect, daB wi(B) = X, fir
2ed — Ap und 7x(B) € #, fir A € Apist} eine Basis im topologischen Produkt.
X. Dieses System bezeichnen wir als %. Es sei f eine Funktion welche auf X
definiert ist. Es sei 2 = (2;),., € X und es sei 1y € 4. Dann verstehen wir
unter einer Menge X, 3, die Teilmenge des Produktes X fiir die my(X,.1 ) =
= z; fir A= 4, Ae4 und =; (X, .) = X, ist. Die partielle Funktion von.
der Funktion f auf der Menge X, ; bezeichnen wir durch Jea, -

Satz 1. Es sei A eine endliche Menge. Es sei B’ = {B: B € B, wobei Ag —
= A ist}. Dann ist B’ eine Basis tm X. Es sei f eine Funktion, die auf dem
topologischen Raum X definiert ist. und fur jedes x € X und jedes lg € A soll
die Funktion f;1(7;,") die Eigenschaft von Darboux beziglich der Basis %5,
kaben. Dabei soll 73" die Funlktion bedeuten, welche dem Punkt z € X;, das
inverse Bild von z im Xg,a, zuordnet. Dann hat die Funktion f die Eigenschaft
von Darboux beziiglich der Basis %'.

Beweis. Es sei Be#', . y e B und ¢ eine Zahl fiir die f(2) < ¢ < f(y)
gilt. Zuerst beweisen wir, dafl zwei solche Punkte u, » € B existieren fiir die
Jlw) <c < fv) gilt. Bs sei o= (2;);c, und y = (,);.4. Es sei i B) ==
= w\. € 4, fir jedes A € A. Dann ist ; und y; aus B; fiir jedes 1 e4. Es sei

= {1, %2, ..., &u}. Wir bezeichnen durch z® = (z{"),., den Punkt fir
an Y = x; fir A5 4 und amv =y, Ist. Es ist evident, daBB zW e B n
N X5, ist. Die Funktion f;,2 (7; ") hat die Eigenschaft von Darboux beziig-
lich der Basis 4. In jedem Fall, ob f(zM) < ¢ oder f(z) > ¢ gilt, exi-
stiert ein solcher Punkt (1) — (@)1eq fiir den P =, fir A:4 4 und
P € B, und f(zV) < ¢ ist. Jetzt gehen wir von dem Punkt z® € 5 aus
und machen dasselbe fiir die Komponente 12. Das bedeutet, daB wir den
Punkt 2@ = (2{”),., so konstruieren, daff z = z{! fir 1 - 2, und L =
= y1, ist. Es ist evident, daB z® € BN X! ist. Die Funktion e Aﬁrd
hat die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis %5, also existiert ein
solcher Punkt z® = (#),.,, fir den z® =2 fir 1+ i, e By,
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und f(z®) < ¢ gilt. Es gilt schon, daB # ¢ B, und % € B, ist. Wenn wir
diese Betrachtung wiederholen, bekommen wir einen Punkt % € B fiir den
f(u) < cist. Analog kénnen wir einen Punkt ve B konstruieren fiir den fv) >
> c ist. Wir miifien nur aus dem Punkt y herausgehen. Wir bezeichnen u(© —
=u = (u");c, und w™ = v = (u{™),.,. Wir fiihren jetat folgende Punkte
u = (uf?), , fir i=1,2 .., n-—-1so ein, dafl fiir sie folgendes gilt:
Y = ) fir A5 g und w0 = u® firi=0, 1, 2, ... n— 1. Fir
sie gilt P e B fiiri =0, 1, 2, ..., n. Weil Ju®) < ¢ < f(u®) ist, existiert
eine solche Zahl je {0, 1, 2, ..., n — 1}, daBl fu®) << ¢ < f(uU+D) ist. Aus
der Tatsache, dafl die Funktion f9) (73,.}) die Eigenschaft von Darboux
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beziiglich des Systems %, , hat, geht die Existenz eines solchen Punktes
m\ € B Ags1

hervor, fiir den f, (n;1&) = ¢ ist. Also fiir den Punkt & —
= (£1)1ca, Wobei &) = ﬁ%.v fir A £ 251 und &

¥
’ o = & Ist, gilt die Gleichung
J(&) = ¢. Damit ist der Satz bewiesen.

Wenn X, € %, ist, dann ist das System %’ aus dem Satz 1 gleich #. Der
Satz 1 ist nicht richtig, wenn die Menge A eine unendliche Menge ist. Das
geht aus diesem Beispiel hervor: Es sei A eine abzihlbare Menge und X, == (0,1)
fiir jedes 4 € A. Es sei fiir jedes 4 € A %, das System aller Intervallen, welche
im (0,1) enthalten sind. Jetzt definieren wir die Funktion J folgendermaBen:
f@) =0, wenn z€ X, z = (z;),., und z; = 4 nur fiir endlich viele 14
gilt und f(x) =1 ist, wenn z e X, 2 = (z,),., und z; — %+ fir unendlich
viele 1 € A gilt. Es ist evident, da X e & ist. Die Funktion fnimmt nur zwei
Werte an und darum kann sie nicht die Eigenschaft von Darboux beziiglich
der Basis # haben. Fiir jedes z € X und jedes 2o €A gilt folgendes: wenn
f(x) = 0 ist, dann ist f,, (n; %) = 0 fiir jedes z € X,; wenn f(x) =1 ist,
dann ist f, , (m; 'z2) = 1 fir jedes z € X,,. Daraus folgt, daB fiir jedes v € X
und jedes 2y € A die Funktion Senlm:,!) die Eigenschaft von Darboux beziig-
lich der Basis #; hat.

Wir méchten darauf aufmerksam machen, dafl die Funktion [, welche auf .

dem topologischen Produkt X definiert ist, die Eigenschaft von Darboux
beziiglich der Basis # haben kénnte, aber einige von den Funktionen f, ,(m; 1)
haben nicht die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis %;, siehe zum
Beispiel [1]. Der Satz 1 fiir den Fall X = E, und fiir die Basis aller offenen
Intervalle ist im Artikel [1]. :

4. In der Arbeit [1] sind verschiedene Beispiele von Funktionen, welche die
Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis aliec offenen Intervalle haben
angefithrt. Wir zeigen hier nur, daff die Funktion von zwei reellen Variablen
J{z, y) welche die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis aller offenen
Intervalle als Funktion von z bei jedem y und auch als Funktion von y bei
jedem =z hat, die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis aller sphari-
schen Umgebungen als Funktion von z und y hat. Es sei K eine beliebige
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spharische Umgebung. Es soll (z1, 1) und (2, ¥2) aus K und ¢ eine solche
Zahl sein, daB f(z1, y1) < ¢ < f(zz, y2) ist. Wegen der Eigenschaft der Funk-
tion f(z, y) konnen wir die Punkte (z1, 1) und (22, y2) so wihlen, daB beide
aus K sind und fir sie die Ungleichung f(z1, y1) < ¢ < f(z2, ys) richtig ist.
Wenn die Punkte (z1, y1) und (22, y2) auf einer Parallele entweder zu der
Achse = oder zu der Achse y liegen, dann geht aus der Eigenschaft der Funk-
tion f hervor, daB ein solches (&, n) € K existiert, fiir das f(£, 5) = ¢ ist. Wenn
die Punkte (x1, 1) und (s, ¥2) nicht auf einer Parallele entweder zur Achse
z oder zur Achse y liegen, dann liegt mindestens einer der Punkte (1, y2)
und (zz, y1) im K. Es sei zum Beispiel (z1, y2) € K. Dann gilt entweder J(z,
Y2) = c oder f(x1, y2) > c. Im ersten Falle existiert selbstverstindlich ein
solches & e (w1, 23), wenn z; <z ist und &€ (x2, 71>, wenn z3 < x; ist,
fiir das f(&, y2) = ¢ und (£, y») € K ist. Im zweiten Falle existiert ein solches
7 € (min{y1, y2}, max{y, ys}) fiir das f(z1, ) = ¢ und (21, 5) € K ist.

C. J. Neugebauer hat bewiesen (Satz 10 aus [1]), daB die approximative
Ableitung einer Funktion von zwei reellen Variablen, welche als Funktion einer
reellen Variable bei festem Wert der zweiten Variable approximativ stetig
ist, die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis aller offenen Intervalle
in zweidimensionalem euklidischen Raum hat. Hier werden wir einen analogen
Satz iiber partielle Ableitung nach einer Variable beweisen. In unserem Fall
dndert sich die zweite Variable in einem allgemeineren Raum.

Es sei Y ein solcher vollstindiger metrischer Raum, in dem eine Basis & mit
folgender Eigenschaft existiert:

1. Zu jedem x € Y und zu jeder offenen Menge O, welche durch die Relation
% € O verbunden sind, existiert ein B € & firdas B = O und x ¢ B — B ist.

2. Far jedes B € % und fur jede Zerlegung B auf zwei nicht leere disjunkte
Mengen Ay und Az, B == Ay U As, fir welche C N B = A1, bzw. C N B = Ay
ist, wenn C = A1 bw. C = 4y und C € B ist, sind die Mengen Al N A,
und A1nA,nicht leer (3).

Zum Beispiel im n-dimensionalen euklidischen Raum E, haben die Basis
aller offenen Intervalle als auch die Basis aller sphérischen Umgebungen die
Eigenschaft 1. und 2. (siehe [2]). Wir méchten bemerken, da8 das Postulat 2.
stirker als das Postulat von Zusammenhingigkeit ist.

Wenn nidmlich B € # nicht zusammenhingend wire, dann miiBte B —
= (; U Oz sein, wobei O; und O; relativ beziiglich zu B offene zu einander
disjunkte Mengen sind. Dann gilt fiir jedes C' € # mit der Eigenschaft C < 0,
bzw. C =03, CNB =01 N B =0, baw. CNB =0, " B= 0. Also die
Mengen O; N 03 und O; N O, sollen nicht leer sein. Das aber widerspricht der
Annahme, dafl O; und O, relativ offen in B sind.

. (*) Das zeichen 4" bedeutet die Ableitung der Menge 4.
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Satz 2. Es set Y ein vollsiindiger metrischer Raum und % eine Basis darin
mit den Eigenschaften 1. und 2. Es sei By das S ystem aller Mengen der Form,
{a, b) x B (%), wobei @ << b Zahlen sind und B € B ist. Dann ist By eine Basis
in B1 X Y. Es ses f(z, y) eine Funktion die auf By x Y definiert ist, und es

9
soll '% Sar jedes y € Y und jedes x € Ey existieren. Es soll flx, y) als Funktion
z

von z bei festem y € Y die Eigenschaft von Darboux haben und als Funktion

g
von y bei festem x € K stetig sein. Dann hat m|.\ die Eigenschaft von Darboux
x

beziiglich der Basis .

Beweis. Es ist evident, daB %, eine Basis im By x Y ist. Die Funktion
of

Imi {z, y) hat fiir jedes y € Y als Funktion von z die Eigenschaft von Darboux
%ol

beziiglich der Basis aller offenen Intervalle, weiter ist sie aus der ersten Baire-

g
schen Klasse, und es gilt fiir sie der Mittelwertsatz [(3)]. Aber m!\ (%, y) ist fiir
z
jedes z € By als Funktion von y aus der ersten Baireschen Klasse, weil
K 1 1
o G Y) =lmnn|fret . y| —fz,y)] und n|f zt+ —y|—flx )

ox

eine stetige Funktion fiir jedes » als Funktion von y ist.

9
Den Satz werden wir indirekt beweisen. Es soll % nicht die Eigenschaft
x

von Darboux beziiglich % haben. Dann existieren die Zahlen ¢ und b,a < b,
das Element O € 4, die Punkte (x1, y;) und (a2, y2) aus {a, b> x O und die

0 m
Zahl ¢ so, mmml\A&T n)<c< lx@«m. y2) und {(z, y): (z, y) e(a, b) x O,

of

—(x,y) =c} =0 ist. Es sei 4 = m\ y €0, wofiir ein x € (a, b) so existiert,

ox
of . s
daB IIAR y) = cist} und B = {y:y €0, wofiir ein z € (a, b) so existiert,

daB :H A.ﬁ y) =c ist}. Es ist evident, daB O = 4 U B ist. Weiter muB}

AN Lm = {) gelten. Wire ndmlich Yo € A N B, dann miifiten zwei Zahlen z;

9 0
und z; aus (@, b) so existieren, daB %A&T Yo) S ¢ = %Aam, Yo) sein soll.
z T

(*) {a, b) X B bedeutet den kartesischen Produkt von dem Intervall (@, b) und der
Menge B.

50

9
Aber die Funktion %A&“ yo) hat die Eigenschaft von Darboux und darum
z
9
soll ein £ e(a, b) so existieren, daB ml.xﬁu yo) = ¢ ist. Das wire aber ein
i

Widerspruch.
Jetzt zeigen wir, daB folgendes gilt: wenn U € & und U — A,bzw. U = B
ist, dann ist UNO <4, bzw. UNO <= B. Bs sei U =4 und yoe U NO.

o
Wire nimlich yo € B, miifite i.\ A& yo) > c fiir jedes z € (a, b) gelten. Weil
)
MH (zo, yo) > c ist, SovE Xy € 3 S ist, existiert ein solches % fiir das xe +

+ ke(a, b) und iQ.Aﬁ. + &, yo) — f(zo, yo)) > ¢ ist. Wegen der Relation
yo € U und wegen mﬁ. Stetigkeit von Funktion |A flxo + R, y) — flx, y))
existiert ein solches ¥ € U fiir das I.A flzo 4+ A, .Sv -— flzo, y1)) > c gilt. Aus

1
dem Mittelwertsatz geht rogoﬁ m@m ein £ € (a, b) so existiert, daB M (f{wo +

0
4k, y1) — f(®o, ¥1)) = W.Mﬁw y1) > ¢ ist. Es folgt daraus, daB y; € B ist,

was wegen der Relation U = 4 unméglich ist. Analog beweist man die Be-
hauptung beziiglich B.

Wir fithren F = A’ N B’ ein. Ahnlich wie im Beweise des Satzes 2 aus
[2] beweist man, dal F N 4 und F N B dicht in der nicht leeren Menge F n O

0
liegen. Die Funktion m’.\ (%o, y) bei zg € (a, b) ist aus der ersten Baireschen
z
0
Klasse als Funktion von y. Also die partielle Funktion l.\. {%o, ¥), welche nur

ox
auf F betrachtet wird, muB8 auf einer dichten Teilmenge von F stetig sein.
Es sei w e F NO. Dann existieren in jeder Umgebung des Punktes # die

Punkte aus Nu N A und aus F N B. Weil ml\ (%o, u) 7 ¢ ist, kann die betrachtete

m
partielle Funktion nicht in u stetig sein. Also die partielle Funktion MM. (zo, ¥)
z

kann in keinem Punkte aus F N O stetig sein, und deswegen kann sie auf
keiner dichten Teilmenge von der Menge F stetig sein. Daraus wiirde jetzt

9
folgen, daf W\w {0, y) nicht aus der ersten Baireschen Klasse ist, was unmog-
x

lich ist.
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