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0 JEDNEJ INTERPRETACIT AFINNEJ ROVINY
NAD TELESOM TRIED ZVYSKOV MODULO p

VACLAV MEDEK, Bratislava

Budeme uvazovat o koneénej desarguesovskej afinnej rovine zostrojenej nad
telesom zvyskov mod p, kde p je prvodislo.

Pripometime, Ze afinné rovina je mnozina bodov s mno¥inou vyznaénych
podmnozin (priamok), pri¢om sa poZaduje splnenie tychto axiém:

1. Kazdymi dvema réznymi bodmi prechddza prave jedna priamka.

2. Existuji tri body nelefiace na jednej priamke.

3. Kazdym bodom A4 nele¥iacim na priamke g prechéddza aspoii jedna priamka,
b, ktord nem4 s priamkou @ #iaden spoloény bod. :

4. KaZdym bodom 4 prechddza najviac jedna priamka, ktord nems s priam-
kou a Ziaden spoloény bod.

1. Jednoduchi interpreticiu afinnej roviny nad telesom zvyskov mod p
(» prvodislo) najdeme pomocou rotaénej valcovej plochy @, ktort rozrefeme
réznymi rovinami fa (i = 0, ..., p — 1) kolmymi na os o plochy @ v kruZni-
ciach &, prid¢om nech susedné roviny o, ta (i =1, ..., p — 1) maji od seba
rovnaké vzdialenosti. Vpidme teraz do kruinice % pravidelny p-uholnik

90, ..., %(p—1) a kazdym vrcholom tohto p-vholnika zostrojme tvoriacu priam-
ku plochy @. Tieto tvoriace priamky pretinaji krunice i v bodoch G (4,9 =
=0, ..., p — 1). Tym dostévame p2 bodov %, kde index i reprezentuje kruzni-

cu ‘k a &islo j tvoriacu priamku prechddzajtcu bodom %; prieseénikom kru¥nice
‘% s priamkou 9 je potom bod i,

Mnozina bodov % tvor{ afinné rovinu, ak priamkami budd tieto jej pod-
mnoziny:

a) Podmnoziny vietkych bodov vidy s pevnym indexom i (tieto body
lezia na krusnici ik). ,

b) PodmnoZiny vietkych bodov Y vidy s pevnym &islom j (tieto body lezia,
na jednej tvoriacej priamke). -

¢) Podmnoziny vietkych bodov i leziacich vidy na kladne orientovanej
skrutkovici plochy @ takej, e pretina kazda kruznicu ik v niektorom bode .

Preverime platnost axiém 1.—4. pre takito afinnd rovinu.
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1. Axiéma je zrejme spravna pre kazdé dva rézne body i s rovnakym inde-
Xom ¢, resp. s rovnakym &islom J- Tieto dva pripady teda v dal$om vylidime.

Zostrojme teraz vietky priamky typu c) prechidzajice bodom 90. Budi to
podmnoziny bodov ¥ leziacich na skrutkoviciach kladnej orientdcie prechidza-
Jucich bodmi 1y (j =1, ..., P — 1). Z vlastnosti skrutkovic ihned vyplyva, ze
kaZzdd z takto zostrojenych skrutkovic pretina kazdd kruZnicu * v niektorom
bode #. Treba ukizaf, ze pre dva Iubovolné body 4, 3§’ takejto podmnoziny
plati ¢ 5£4', j = j'. Spravnost t #£i' vyplyva z toho, e %iadna skrutkovica
neméze prechddzat dvoma bodmi tej istej kruznice ik. Aby sme ukazali, e
plati aj j + j', uvaZujme o skrutkovici prechédzajicej bodmi 00 a 15 ( 7 0).
Tato skrutkovica pretina kruznicu & v bode ) (6 =0, ..., p — 1). Predpo-
kladajme, Ze pre i o= i’ plati ij = 1'j. Z rovnice ij = 7'j vyplyva i = i’ (pretoze
J # 0), &o viak je spor. Tym sme ukdzali, Ze skrutkovica, prechddzajica bodmi
%0, 1j neobsahuje Ziadne dva body leziace na tej istej tvoriacej priamke plochy
®. UkaZeme eite, %e pre J#3 (J#0, 7 #0) skrutkovice prechidzajice
bodmi 00, 1j a 00, 1 nemaja okrem bodu 90 Ziaden iny spoloény bod afinnej
roviny. Skutodne, taky bod by mohol le#at iba na niektorej z krugnic ik
(¢ =2,...,p — 1) amuselo by o tiom platit ij = 4j’. Z rovnice tj = ij’ vyplyva
J =7J" (pretoie i+ 0), %o je spor. Bodmi %0 a % (; £ 0, j # 0) prechadza teda
jedind priamka typu c).

Vietky priamky typu c) dostaneme gz priamok typu c) prechddzajicich
bodom 00 otodenim plochy @ okolo jej osi 0 o niektory z uhlov 2kx/p
(k=1, ..., p—1).

Majme teraz dva rézne body %, j’, kde 5 = ¢', j #j'. Nech i <i'aj < j;
body 00, @ ~a(j — j) maji ti istd vzdjomni polohu, pokial ide o konstrukeiu
priamok typu c), ako body i, ¥j’. Pretoze ale bodmi 00, ¢'~o(5' — J) prechidza,
prive jedna priamka typu c), prechddza prive jedna priamka typu c) aj
bodmi %, 5. Dékaz tohto tvrdenia by prebiehal tak isto aj pre i < ', i>7,
1> i< i >, >

2. Tri body, ktoré nele¥ia na jednej priamke st napr. 00, 01, 1],

3. Sprévnost tejto axiémy je zrejmé pre priamky typu a) a b). Nech teda
priamka a je typu c) a nech bod 4 — % na nej nelezi. Skrutkovica @5 reprezen-
tujica priamku a pretina krugnicu ik v bode %', kde j £ j'. Ak otodime plochu
& okolo osi o tak, aby bod %" sa otodil do bodu %, otodf sa skrutkovica s do
skrutkovice s, ktord, reprezentuje hladand priamku a’ bodom 4.

4. Sprdvnost tejto axiémy Je zrejm4 pre priamky typu a) a b).

Uvazujme najprv o takychto dvoch priamkach typu ¢): Priamka a nech je
reprezentovand skrutkovicou bodmi 00, !j (tvoria ju body #(ij)) a priamka b
nech je reprezentovand skrutkovicou bodmi Om. 13’ (tvoria ju body [i(j —
— m) 4 m]). Pytajme sa, za akych podmienok sa priamky a, b pretni. To
nastane vtedy, ak existuje také ¢, ze iy = (j —~ m) + m, &ive ij —j —m)=
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= —m. Ak m = 0, potom rovnica W3 —J) = 0 ma alebo jediné rieSenie
© = 0 pre j' + §, alebo jej vyhovuje kazdé ; pre j' = 4. Z toho vyplyva zndmy
fakt, Ze dve skrutkovice prechddzajice bodom °0 alebo splyvajid, alebo majui
jediny spoloény bod °0. Ak # 0, md rovnica i(j — j — m) = —m rieenie
len v tom pripade, ak J—j—m+£0a to jeding: ¢ = —m(j’ — J— m) 1
ak j' == j 4 m, rovnica nems riedenie. Z toho vyplyva, Ze bodom om prechadza,
jedind priamka a', ktord nem4 s priamkou g #iaden spoloény bod. Pritom skrut-
kovice reprezentujtice priamky @, o’ vznikng jedna z druhej oto&enim o uhol
2mzfp okolo osi 0. V kazdom inom pripade maji obidve priamky spoloény
jediny bod (-m@’-1-m)) [—mj(§" — j — m)-1].

Predpokladajme teraz, e bodom 4 prechadzajt dve priamky &, ¢, ktoré
nemaji Ziaden spolodny bod s priamkou a. Otoéme plochu & okolo osi o tak,
aby priamka ¢ sa otoédila do priamky o prechddzajiicej bodom 90; bod 4 nech
sa pritom otoéi do bodu 4. Nech teda existuji dve priamky &', ¢’ bodom 47,
ktoré nemaji s priamkou a’ Ziaden spolo¢ny bod. Potom ale skrutkovice
reprezentujice priamky ', ¢’ musia vznikndt, zo skrutkovice reprezentujicej
priamku a’ otodenim okolo osi 0. Takéto dve skrutkovice mosu mat oviem
spolodny bod afinnej roviny len vtedy, ak splynd, &i¥e musia splynit aj
priamky &', ¢’ a teda aj priamky b, ¢.

2. Tato interpreticiu mo¥no dostat aj inym spésobom: Vkazdej desarguesov-
skej konednej afinnej rovine je moiné zaviest siradnice ako usporiadané
dvojice prvkov z prisludného telesa. Potom priamky st podmnoziny obsahujtce
vietky body, ktoré splfaji rovnicu az + by + ¢ == 0, kde aspon jedno z é&isel
@, b je rézne od nuly. Nech ¢ je mnozina vietkych bodov redlnej euklidovske;
roviny s celodiselnymi stradnicams. Model afinnej roviny nad telesom tried
zvyskov mod p, kde p je prvodislo, zostrojime takto: Na mnoZine £ zavedieme
reldciu ekvivalencie podla predpisu (z1, y) = (x2, Y2) < 11 =z (mod
), Y1 = yz (mod p). Nech B je mnoZina vSetkych bodov s celodiselnymi strad-
nicami na tych priamkach redlnej euklidovskej roviny, ktoré alebo spajaju
-dva body s tou istou ¥-ovou stradnicou, alebo dva body s y-ovymi stradnicami
liSiacimi sa o jednotku. Potom triedy ekvivalencie £/e, T/e mosno interpreto-
vat ako body a priamky afinnej roviny izomorfnej s afinnou rovinou nad
telesom tried zvyikov modulo p- Ak teraz navinieme redlnu euklidovski
Tovnicu narotadnt valcovi plochu vhodného polomeru, dostaneme interpreta-
ciu popisana v 1.

Doslo 19. 1. 1965. Katedra matematiky o deskriptivre; geometrie
Stavebnej fakulty -
Slovenskej vysokej Skoly technickej,

Bratislava
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ON AN

INTERPRETATION OF THE FINITE AFFINE PLANE
OVE

R THE FIELD OF RESIDUE CLASSES MODULO p
Viclav Medek

Summary

The model of the finite affine

plane is a set of points on a cylindrical surface of revolu-
tion; the lines are subsets on th

e geodesics of this surface.




