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Ist ein Kurvennetz im Axialsystem beziiglich einer gegebenen Geradenkon-
gruenz enthalten, die einer Fliche hinzugefiigt wird, so nennen wir es be-
ziiglich dieser Kongruenz von axzialer Art. Liegt die eine Schar des Netzes
im Axialsystem beziiglich der gegebenen Kongruenz und die andere im
Radialsystem beziiglich der dual zugeordneten Kongruenz, so sprechen wir
vom Netz azial —radialer Art, beziiglich der gegebenen Kongruenz.

R. N. S¢erbakov hat in [6], S. 80—82, die Allgemeinheit der Fliche in
P; untersucht, worauf sich ein konjugiertes Netz axialer, bzw. axial-radialer
Art, beziiglich der Kongruenz der kanonischen Geraden festen Indexes,
([3], I1, § 3, bzw. [5], §4) befindet. Seine Ergebnisse betreffen die Existenz einer
solchen Flache und wurden durch die Konstruktion eines kanonischen beglei-
tenden Tetraeders des konjugierten Netzes auf der Fliche begriindet.

Im weiteren werden wir die Existenzfrage von konjugierten Netzen axialer
bzw. axial-radialer Art beziiglich der Kongruenz kanonischer Geraden festen
Indexes fiir die Flache vom Typ ,%w,w ([8], S. 386—387) behandeln, indem
wir unmittelbar die Fubinischen XKoeffizienten und Krimmung g, y, K
verwenden. Wir beniitzen eine Analogie des Bompianischen Verfahrens
aus seiner grundlegenden Arbeit [1]. Wir haben also das spezielle begleitende
Tetraeder AoAiAsAz der Fliche /7T vom Typ %5, das von A. Svec in [8],
S. 386— 387 konstruiert wurde; dabei setzen wir voraus, dass

(14) By = 0, h=0.
Wir legen ApAs in die kanonische Gerade festen Indexes 4, was durch

(2) ai —a) = a, bt — b3 =150



mit
(31) a = (In |y])e — MInify2|)a, b = (In|gNy — Aln|pyl2))s

ausgedriickt wird.
Weiter setzen wir

(32) s (In _3&_?, e (In |62y])o k= (In By v
4 B By
und far 2+ —3
1 — 34 4
1 —22 1 — 24
Ahnlich setzen wir
1 2] U 2y] 3
- PP Y PR %)
v /] 14
und fiir A + 0
o 1— 34 2
(33) O*r=——+K+ —.
A A
Das durch
(4) v = 4-M(u, v)

bestimmte konjugierte Netz ist axial beziiglich der Kongruenz der Geraden
AoAs gerade dann, wenn

(51) M — —adf® + y M4,
(52) HM2) = —f + bI;

vgl. [5], § 5, die Beziehungen (9) — (10).
Die Integrabilitdtsbedingung fiir (5;-2) lautet

(61) (1 —20)BM* 4 (1 —30)K — 4)M2 4 (1 —2)4A =0
und ist gerade dann identisch in M2 erfiillt, wenn
(7) A=1%, K= —8,

was ein bekanntes Resultat ist, das zum bekannten Schluss fihrt ([5], §5,
Satz 5).
Es gelte also im folgenden

(12) A+

00ft

4

Die Gleichung (61) hat nun geméss (33) eine einfachere Form
(62) BM*+ CM2+ 4 =0.

Nun wenden wir das Ldsbarkeitskriterium fiir (5;—2) nach [4], Satz 1.1, S.
3—4 an. Nachdem wir die Ableitungen von (62) nach «, v durchfiihren, bekom-
men wir
(7)) B,M* 4 4BMA(y M2 — a) + CuM? 4 2CM2(y M2 — a) + 4y = 0,

(72) B,M4 + 4BM2(bM? — B) + CoM2 4+ 20(bM2 — B) + 4, = 0.

Die notwendige und hinrcichende Bedingung fiir die Existenz endlich vieler
Lsungen von (5,-2) lautet nun: die Beziehungen (7;-2) sind identisch in
u, v fiir die Losung M2 von (6g) erfiills.

C A
Setzen wir also zuerst in (71—2)fiir M4 den Ausdruck — m M2 — Mw so haben
wir
B QEwlT»A 41 -C QN§N+\~ + Ay M2 CM? Al +
—B,|— —| — 41— = — — a —a
B B "\B B) 7
c A .
+ COM2 + 20y| — — M2— —| — 220M2 4 4, = 0,
B B
c A
—By| + & | —cm+ A) — 4BEM? 4 C M2 + 2C(bM2 — ) + 4, =0,

und nach Umformung

CB, ¢ AC
M2 =22 0 XY 44y 420 4 Cu ) — A(In (Bl + 2 2 + dad +
B B B
CB.
Ay =0, M2| ———2—95C — 4B + Cy|— A(In|B|)s — 4bA — 2C + Ay =0,

B

woraus sich nach Einsetzen

Emuullq;l_, YY)
2B

die folgenden Gleichungen ergeben:

—C+ |/c*— 44B
(81) 8 N B (—OBu + 20% — 44By + 2aBO + CuB) =

AC
= A(In {B}), — 2y er — 404 — Ay = 0,



—C + |/c> —44B
182) = (—CB, — 2Cb — 4Bf + Cy) =
— A(In |B)y + 44b + 20 — A, = 0.

‘Wir haben also folgendes Ergebnis erhalten.

Behauptung 1. Auf der Fliche IT existieren endlich viele konjugierte Netze
axialer Art beziiglich der Kongruenz der kanonischen Geraden festen Indexes A +
+ —1 gerade dann, wenn die Beziehungen (81-3) erfillt werden.

Wir interessieren uns nun um den Fall, wo beide Gleichungen (7;_) sogar
identisch in M2 gelten. Aus dem Annullieren der Koeffizienten bei M6, M4,
M2, Mo in (7;) folgt schrittweise B = 0, C = 0, A, = 0 und das Annullieren
des Koeffizienten bei M0 in (73) fithrt auf eine weitere Beziehung 4, = 0. Wir
haben also zusammen

(83) A = const, B=C=0.
Die Gleichheit € = 0 bedeutet, dass (1 — 34)K = 4, was nur bei 4 + } er-
4
fiillbar ist und zwar so, dass K = |||w» Wir formulieren das Resultat.
1—

Behauptung 2. Gelten fir die Fliche I1 die Beziehungen (83) fir A = &, i,
so trdgt sie endlich viele konjugierte Netze axialer Art beziiglich der Kongruenz
kanonischer Geraden festen Indexes A.

Das durch (4) beschriebene konjugierte Netz ist axial-radialer Art beztiglich
der Kongruenz der kanonischer Geraden festen Indexes 4 gerade dann, wenn

(%) My = —f — aM,
{(92) M, =0bM + yM?%
vgl. [5], § 6, Bezichungen (9) und (16).
Die Integrabilitidtsbedingung fiir (9;_:) lautet
(107) —JA*M? 4+ (1 — 3K + M — AB* =0
und ist identisch in M gerade dann erfiillt, wenn
(11) A=0, K=—2

was wieder ein bekanntes Resultat ist das zum bekannten Schluss fiihrt
([5], §6, Satz 5).
Setzen wir also ferner voraus, dass

(13) A+ 0,
so dass wir (10y) in eine einfachere Form bringen kénnen:

(102) A*M?2 + C*M + B* = 0.

6

Die Ableitungen von (10z2) nach » bzw. v bieten
(12))  A*M2 — 24*M(aM 4 f) + OyM — C*aM + p) + Bf=0
(125) A¥M2 4+ 24*M(yM? + bM) + C*M — C*yM® +bM) + By =0
c* B*
Setzen wir firr M2 den Ausdruck — ;MHE = Ml* ins (12y-2),
so bekommen wir
—(In |A*)).C*M — (In [A*)uB* + 90*aM -+ 2B*a — 24*8M - CoM —
—C*aM — C*8 + B =0,

C*y B*y
—(In |A*)).C*M — (In |A¥[),B* + 24*M | — e M— e + oMy +
Q*NV\ B*(O* -
®ar LM — *HM + B, = 0.
+ O M —— M- + C*M + B,

Nach wiederholtem Einsetzen fiir M ergibt sich also

20*2y s 20* B*y

—(In |A*))C*M — (in |A*),B* -+ P M ™ — 2B*y M —
* O*2 B*O*
A P AT Y i A 4 C*B + BY = 0.
A* A* v A* A*

Daraus folgt
M —(In |A*).C* + C*a — 24%8 + C*) = (In |A*|)uB* — 2B*a + C*8,

C*2y 20*b . . . 5 .
M| —(In |A*),C* + e — 2B*y —- e 4 C, + C*b) = (In [4*]).B
(1% 2 B*b B*C*
e E -+ + — ww.
A* A* A*
Nach Einsetzen
1

M=

(o & Jor =)

ergibt sich endlich

a3y —C VO 4B a0t 0% — 24% 4 O =
24%*

= (In |4*|),B* — 2B*a + C*§,



—C* 4 Jow — 4o g
iﬁ;fw (—A7C* 4 C*2 _ 94 *B*y — 20%p +

+ A*CF + A*C*b) = (In |4 *Nod*B* — 2B*C*y | aB%h 4 prow _
—BFa*

(13z)

Ahnlich wie bei der Behauptung 1 gelangen wir zu folgendem Ergebnis.

Behauptung 3. Die Fliche IT trigt endlich, viele konjugierte Netze axial-
radialer Art beziiglich der Kongruenz kanonischer Geraden festen Indexes } + 0
gerade dann, wenn die mwmws.m.@:ﬁnmes (131-2) erfullt werden.

Sind die Gleichungen ( 12:-») sogar identisch in M erfiillt, so folgt aus dem
Annullieren der Koeffizienten bei 37 3, M2, M1 Mo in (122) schrittweise 4% — 0,
C* = 0, B} = 0; der shnliche Schluss fiir (12,) fithrt noch zu Bf=o

Zusammen genommen gelangen wir also zy

(133) A* = O*x 0, B* — const,

Die Gleichheit ¢* — 0 bedeutet, dass (1 —3) &K 4 2 = 0, was nur beild + ¢
2

&

1—32

erfiillt werden kann, und zwar durch K = . Unser Schluss ist also

folgendermassen formulierbar.

wmwﬁégzm 4. Gelten fur die Fliche I die Bezichungen (133) bei 4+ 0, 1,
50 hat sie endlich viele konjugierte Netze aziol-radialer Art beztiglich der Kongruenz
kanonischer Geraden festen Indezes ).

szsmmvmgawwzbm. Es ist leider nicht gelungen, eine tiefere geo-
metrische Mwmgmwszm der Wmsmor:bmms (81-3) bzw. ( 131-3) zu entdecken.
Gewisse Verbesserungen des urspriinglichen Manuskripts hat Herr I. Kola¥
vorgeschlagen. Der Verfasser dankt ihm herzlich.
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