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UBER DIE RELATION ,,ZWISCHEN” IN VERBANDEN
HILDA DRASKOVICOVA, Bratislava

Es sei (M, o) ein metrischer Raum, und es seien z, a, b, ¢ € M. Setzen wir
[x; a, b, ¢] = oz, @) + oz, b) + oz, ¢). Es sei ferner V{(a, b, c) die Menge
derjenigen Elemente z € M, in denen die Funktion f(x) = [; a, b, ¢] das
Minimum annimmt. S. P. Avann [1] hat gezeigt, dall metrische Rdume, bei
denen fiir jede drei Elemente a, b, ¢ die Menge V{(a, b, ¢} genau ein Element
enthilt, eine natiirliche Verallgemeinerung von distributiven Verbinden
darstellen. In dieser Note wird eine Verbandstheoretische Charakterisierung
der Menge V(a, b, ¢) fiir den Fall der metrischen Verbinde angegeben. Dies
ermbglicht eine der Menge V(a, b, ¢) analogische Menge in beliebigen Verbén-
den zu erkliren (wir bezeichnen sie mit Be, b, ¢)). Wir wollen eine einfache
Charakterisierung der modularen und distributiven Verbédnde mit Hilfe der
Menge B(a, b, ¢) und eine Charakterisierung modularer und distributiver
Verbinde mit Nullelement durch gewisse ternire Operationen anfiihren.

1. Bezeichnungen

In einem metrischen Raum (M, ) wird die Relation ¢ (a, b) 4 o(b, ¢) =
= ola, ¢) mit abc bezeichnet. In einem metrischen Verband ist abc mit der
Relation

(1) @and)udne)=b=@ubnduec)

dquivalent (siche [3]). Wir werden abc auch in dem Fall schreiben, wenn in
einem beliebigen Verband die Relation (1) erfiillt ist. Setzen wir ferner
Bla, b) = {z|axb}, B(a, b, ¢) = B(a, b) . B(b, ¢). B(c, a). (1) Ahnlich wird in
einem metrischen Raum die Menge aller Elemente z, fiir die axb, bxc und cza
gilt, mit B*(a, b, ¢) bezeichnet. In einem metrischen Verband gilt B(a, b, ¢) =
= B*(a, b, ¢).

(1) Mit . bezeichnen wir den mengentheoretischen Durchschnitt.
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2. Eigenschaften der Menge Bla, b, ¢)

Satz. 1. Ist in einem melrischen Raum B*(a, b, ¢) # 0, so gilt B*(a, b, c) =
= V{a, b, ¢).

Beweis. Die Relation B¥(a, b, ¢) = Vi(a, b, ¢) folgt aus [1, Lemma 1].
Es sei nun z € V(a, b, ¢). Gilte axb nicht, so wiirde (g, z) + o(z, b) > ol(a, b),
ofx, b) + olz, ¢) = o(b, ¢), o(z, ¢} + o(a, ) > o(c, @) und hiermit

(2) (z; a, b, ¢] > lola, b) + o(b, ©) + e(e, )}

Es sei s € B¥(a, b, ¢). Nach [1, Lemma 1] gilt [s; @, b, ¢] = Hola, b) + o(b, ¢) +
+ o(c, a)], was zum Widerspruch mit (2) fithrt. Es gilt daher axb und dhnlich
beweist man bz, cxa, so dal B*(a, b, ¢) = V(a, b, c) gilt.

Satz 2. Ein Verband S ist genau dann modular, wenn Ba, b, ¢) # 0 far jede
a, b,ceb.

Beweis. Es sei § modular und s= (aV BN {BUCe)N(cUa) Es gilt
(aus)y N (swb) = faulaubd) N (buc) N (cua)l} N pU(aubd) N
NBuc N (cVa)l = [aud) N (cua)n (@ubuc] Nllaub)n by
Ue)N{aubuc)= (@aub) N (BUC) N(cua)=s(ansyyv bns) =
= ED@C%C@D?C&: —{lanBuolubl N (cua) = (@ub) N
NhueynNicva) =s, also s € B(a, b). Ahnlich beweist man s €& B(a, c),
s € B(b, ¢), so daBl s € Bla, b, c). Ist der Verband nicht modular, so enthalt
er einen nichtmodularen Teilverband, der aus Elementen a, b, ¢, u, v besteht
mit w < a<c¢<v, u<b<v Wir behaupten, daBl B(a, b, ¢) = . In der
Tat, fir ein Element z € B(a, b, ¢) miiite a = anc < (@Y yNn{EYe) =
—zx=(anx)Uzneg<alJc=c gelten. Daraus folgt ¢ =vNc = by
C&VDAaCovH&H@D&VCAaDQV — wuUa = a — ein Widerspruch.

Satz 3. In einem metrischen Verband gilt V(a, b, ¢) = Bla, b, ¢) fir beliebige
Elemente a, b, c.
Beweis. Der Satz folgt aus den Sétzen 1 und 2.

Satz 4. Ein Verband 8 ist genou dann distributiv, wenn fir jede @, b, ¢ € S die
Menge B(a, b, ¢) genayu éin Element enthdlt.

Beweis. Nach [2, Kap. IX, Lemma 2] gilt in einem distributiven Verband
B(a, b, ¢) = {{aVb)N (buc)n (cua) Es sei nun S nicht distributiv.
Wire S nicht modular, so wére nach dem Satz 2 B{a, b, ¢) =0 fur gewisse
Tlemente a, b, ¢ € 8. Ist & modular, so enthilt er einen nichtdistributiven
Teilverband mit fiinf Elementen «, », a1, o2, d3; % <o <v (i=1 2, 3).
Dann gilt u, v € Blai, 02, a3), so dal in einem nichtdistributiven Verband
Elemente @, b, ¢ existieren, fiir dic die Menge B{a, b, c) nicht einelementig
ist.
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Korollar (vgl [1]). Bin metrischer Verband S ist genau dann distribuiiv,
wenn er die folgende Eigenschaft besitzt: (V) Zu je drei Elementen b, ¢, d e 8 gibt
es ein Element s € 8, so daB fir jedes x € S. x£s, gilt: [s; b, ¢, d] < [x; b, c,
d.3) v

Beweis. Die Bebauptung folgt aus den Sitzen 4 und 1.

3. Charakterisierung der distributiven Verbénde
durch eine ternire Operation

Definition [1]. Eine Menge I mit einer terndren Operation (a, b, c) heifie en
terndrer distributiver Halbverband (kurz TDH), wenn in diesem System die
folgenden drei Identitdten erfillt werden:

(T1) (@, a, b) = a
(T2) (a, b, c) bleibt bei jeder Permutation der Elemente a, b, ¢ unverdndert
Aw.ﬂwv AQQ Qun Cs &Vv Nv B AAQJ Nf mv“ C, AQ: &u &:

M. Sholander hat bewiesen [6, Theorem (5. 2)]:

Bin distributiver Verband kann als TDH S charakterisiert werden, der der
folgenden Bedingung (O) gentgt.
(0) S enthdlt Folgen w1, 4z, --. und v, v2, ..., S0 daf es zu jedem a € S eine

Ordnungszahl n(a) mit der Eigenschaft (ui, a, vj) = a fir jede i,j = n(a) gibt.
Dabei hat die terndre Operation des entsprechenden TDH in dem betrachteten
Verband die folgende Bedeutuny:

{a, b, c) = (@anb)u (b nc)ulcna)

Anmerkung. Die hier zitierte Formulierung der Bedingung (O) in [6]
ist unkorrekt. Die Bedingung (O) wird in jedem Verband trivial erfiillt: Es
geniigt die Folgen {Ua}, {vn} beliebig zu wihlen und zu jedem Element a
des betrachteten Verbandes die Ordungszahl n(a) so zu wihlen, daf n(a)
groBer ist als alle Indexe der Folgen {ua}, {vn}. Offenbar soll die Bedingung (O)
wie folgt lauten:

(0') Es gibt in dem betrachteten TDH solche (transfiniten) Folgen (un:n €4),
(vn: n € A), dap zu jedem Elerient a dieses TDH eine Ordnungszahl n(a) € 4
existiert, so dap (wi, @, vj) == @ fir jeded,jed, i) > n(a).

Die Behauptung von Sholander ist in einer Richtung unrichtig: Die Bedin-

(*) Tn der Formulierung der Eigenschaft (V) in [1] wird noch die Bindeutigkeit von s
ausdriicklich verlangt. Es ist jedoch klar, daf3 aus der oben angegebenen Formulierung
die Eindeutigkeit von s folgt.
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W&mmzﬁa ) VMMMW_M_FMMM@WA MWQ@E distributiven Verband erfiillt werden, wie das
ow ommw:.or mum sei S der Verband aller endlichen Teilmengen des Intervall
<0, 1> (einschlieBlich der leeren Menge) in bezug auf die Operati s
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M .Mm wa%wow_wﬁmn H&M Menge der natiirlichen Zahlen) nicht mit A konfinal
stierte ein Index m € 4, so dal n; < m fiir alle tirli o
X : ide> » 80 natiirliche Zahlen 4
MMFWM“ < Wm m:m jede natiirliche Zahl §j im Widerspruch zur MM%SWMMM
r Menge wy. Somit ist die Menge N mit 4 konfin i
S al. Die mengentheoretisch
MM.HWMMMM N«MWH. E@Mﬂm%vgst n; € N, ist eine abzdhlbare Menge. Dann mMmmHMwoowM
a €40,1) ein Index S -
was ein Widerspruch ist. e S0 50 G5 T M leT B,
Doch konnen distributive Verba i
. ande t
Axiom charakterisiert werden: it Nollelement: dureh folgendes
(T4) Es gibt ein Element o € I und ) ’
zu je zwes Kl st 1
O O e a8 (0. .48 FQAP s .Mswaims a, b el existierl ein
Es gilt der folgende “ .

&@.WMMN 5. ‘@m sei I ein TDH, der das Axiom (T4) erfillt. Dann kinnen in I

i %msﬁgﬁms\ U und N so erkldrt werden, daff (I, N, U) ein distribute
Qm&as\& .S&. N i?.«aﬁmi ist worin (@, b, ¢) = (@ Nb)U (bNc) C Acﬂdsemﬁ
g Mmmmw.mfrﬁ Q&Mﬁ distributive Verband mit Nullelement ist in bezug auf Mwm.

ration (@, b, ¢)={aNdb)u (dnN )
e Yudneulena) ein TDH und gewigt der
Beweis. Fiir a, b €I erkliren wir

1 anNb=(a, o,b). Es sei i iebi
Element aus (T4). Setzen wir a U b = (g, 4, b). Wir W.S:mbmhmﬂ ME Mo__w_m_ﬁm,ww
von der Wahl von u nicht abhingt. o, cafl e B

Es seien %1, uz Elemente mit (o
, : , @, ) =@, (0, b, ) =b fiir e =1

a) Zuerst betrachten wir den Spezialfall, wenn (0, w1, u2) = w1 mmm Hﬁm W.:
von (T2) und (T3) ergibt sich dann (a, uz, b) = ((0, &, u1), Us Ao. b, u :Hlo
nu«lv WN, AAQ: §m-wv“ §~v = AP A.Q, wu §NY §~v = 20. a, ng. @« Ao. U1, §mv~v uH.. HAQ w
1) = (@, u1, b). b) u1, us seien nun beliebig. Nach (T4) gibt es ein m_oEodw ._M

(%) Dieses Beispiel verdanke ich T
. errn M. Kolibi it sei i
Besserung dieser Arbeit beigetragen hat. Oliiite, dox Pt eefasn Raeehifgen xur
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mit (o, u, u) = % (&=
w) = (o0, (0, @ u), w) = ((0, 0 ), a, (0, Ui, u)) == (0, @, w)=@a @@ =1, 2).
Abnlich bekommt man {0, b, w) = b. Nach a) gilt (a, 1, by = (a, u, b) =

= (a, uz, b).

fitdten und die Distributivitit erfiillt sind. Zuerst

mit (o, 4,
a, b nach (T4) ein Tlement u € I, so &
Tlementen ¢, # gibt es ein 1 € I mit (o, u, 8) = %, (0, ¢, %

1, 2). Mit Hilfe von (T1) und (T3) ergibt sich (0, @,

Nun wollen wir zeigen,daB fiir beliebige Elemente a, b,c eI die Verbandsiden-
gibt es ein Element i € I
i) = a, (0, b,i) = b, (0, ¢, i) = c. Es gibt namlich zu den Elementen
aB (o, a, u) = & (0, b, u) == b. Zu den
) = ¢. Dann gilt (0, a,
i) = (0, (0, @, u), 1) = {{0; 0, i), a, (0, &, 3)) = (0, @, u) = - Analog ergibt sich
(0, b, ) =b. Die Menge {x (o, %, 1) — «} erfillt die Voraussetzungen des
Satzes 4 in [2, Kap. IV] und bildet somit einen distributiven Verband in
bezug auf die Operationen x N Y = (z, 0,y VY= (x, i, y). Hieraus folgt,
daB fir die Elemente 4, b, ¢ die Verbandsidentitaten und das distributive
Gesetz erfillt sind, sowie auch die Relation (@ b, c)=(aD hHudnew
U (c N a).
Die Behauptung, da ein distributive
ist und (T4) erfiillt, ist klar.

r Verband mit Nullelement ein TDH

5. Charakterisierung der modularen Verbénde
durch eine terniire Operation

J. Hashimoto hat den folgenden Satz bewiesen [4, Th. 2]:
Es sei A ein algebraisches System mit einer terndren Operation (a b ¢) und

mit den Elementen O, I, so daf folgende I dentitdten gelten:

(1) (Oal) =¢a
(2) (baa) = @
(3) ((ade)b(cde)) = (a(bed)(ced))-

Erkldrt man nun

(4) auUb = (alb), a N b = (a0b),
so ist (4, N, V) en modularer Verband mit &mi Kkleinsten und dem gropten

Element, worin
(5) (abe) = (b O) Aa)uBnc=buc) AU no)

gilt. Umgelkehrt erfullt die Operation (5) in einem modularen Verband mit dem
Lleinsten und dem grofiten Element die Identilaten (1) bis (4)- :
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Im Beweis dieses Satzes zeigte J. Hashimoto, daB aus (2) und (3) folgt:
(6) (aba) = a = (aab)
(7) (ade) = (aed)
(8) ((adc)be) = (a(bed)e) = (a(bdc)c).

) Definition. Hine Menge N mit einer terndren Operation (abe), die die Identi-
taten (2) und (3) erfillt, heife ein terndrer modularer Halbverband (kurz TMH).

Die modularen Verbinde mit Nullelement kénnen wie folgt charakterisiert
werden:

Satz m.. @u. sev N esn TMH, der das folgende Axiom erfillt:
(9) Bs gibt ein Element 0 € N und zu Jje zwei Elementen a, b € N existiert ein
Element u € N, so dafl (oau) = a, (obu) == b.
NNQQS@ konnen in N operationen N und U erklirt werden, so daf} (N, N, W)
ein modularer Verband mit Nullelement o ist und (8) gilt. Umgekehrt bildet ein
modularer Verband mit Nullelement o in bezug auf die Operation (5) einen TMH
mit der Eigenschaft (9).

. Beweis. Wir wollen zuerst einige Identititen fiir TMH nachweisen. Sei u
ein zu den Elementen a, b € &V nach (9) angehdriges Element. Mit Hilfe von
(6), (9); (3), (7); (2), (9) ergibt sich

(10) A@oav.ﬂ ((uau)o(oau)) = (u{oau)(oau)) = (oau) = a

und &hnlich (uob) = b. Durch Einsetzen ¢ = @ in (3) ergibt sich unter
Beriicksichtigung von (7) und (8).
(11) (a(cda)b) = (ab(cda)) = ((ada)b(cda)) = (a(bad)(cad)) — (a(cda)(bda)).
Ferner gilt

(12) (aob) = (o(aob)(aob)) = (o((uao)bo)(ach)) nach (2); (10), (7).
= (o(u{boa)o)((aao)bo)) nach (8), (8), (7)
= (o(uo(boa)){ao(boa))) nach (7), (8)
= (o(a(boa)o){u(boa)o)) nach (7)
= (o{a(boa)o)u) nach (11)
= (o(abo)u) nach (8), (6)
= (o(uob){aob)) nach (11), (7)
= (ob(acb)) nach (10)
= (o(aob)b) . nach (7)
= ((oob)ab) = (oab) nach (8), (6).

Aus (12) und (7) folgt
(13) (aob) = (boa).

Erkldren wir nun a N b = (aob), a U b = (aub). Wir wollen zeigen, dal3

a U b von der Wahl des Elementes » nicht abhingt. Betrachten wir Elemente
U1, Ug mit

(14) (oaus) = a, (obw;) = b fir ¢ =1, 2.

18

a) Es sei zunichst (ouiuz) == u1. Da (ougue) = u2, folgt nach (12) und (7)
(15) (u20t1) == (oususz).

Durch sukzessive Anwendung von (14), (12); (3), (7); (15,) (12) und (14) ergibt
sich

(augh) = QQQSENQQS:, = (a(uzou;)(bour)) = (a{ouruz)b) = (aub).

b) u1, uz seien nun beliebig. Nach (9} gibt es ein Element » mit {(owiu) = u:, ¢
= 1, 2. Durch sukzessive Anwendung von (14), (12); (7); (11), (7); (12), (7), (14);
(7), (14) ergibt sich (oau) = (o(aous)u) = (o(auo)u) = (o(uou;)(aous)) =
= (o{ousu)a) = (ow;a) = (oau;) = a und &dhnlich (obu) == b. Mit a) ergibt
sich nun (au1b) = (aub) = (ausb).

SchlieBlich wollen wir zeigen, daB fiir beliebige Elemente z, y, z € N die
Verbandsidentititen und das modulare Gesetz erfillt sind. Zuerst gibt es
ein Element ¢ ¢ N mit (oxi) = z, (oyi) = ¥, (02¢) = z. In der Tat: Zu den
Elementen z, ¥ gibt es nach (9) ein Element « mit (ozu) = z, (oyu) = y.
Ferner gibt es zu den Elementen u, z ein Element ¢ mit (out) = u, (022) = 2.
Es gilt nun (oxi) = (o(zuo)i) = (o(iuo){zuo)) = (olows)(xou)) = (ouxr) =
= (ozu) = x (wir haben der Reihe nach (9), (12), (7); (11), (7); (12); (7); (9)
angewendet). Ahnlich ergibt sich (oyi) = y. Die Menge {t|(ott) = ¢} erfiillt
nun die Voraussetzungen des Satzes von Hashimoto und bildet daher einen
modularen Verband, in dem (5) gilt. Hiermit sind fiir z, y, z die Verbands-
identitiaten, das modulare Gesetz, sowie die Relation (5) erfillt.

Es ist klar, daB umgekehrt in einem modularen Verband mit Nullelement
o die Operation (5) den Bedingungen (2), (3) und (9) geniigt. Damit ist der
Beweis beendet.

6. Bemerkungen

In der Arbeit [5] werden Systeme mit einer ternidren Relation untersucht.
Essei S eine Menge mit einer terniren Relation [abc]. Fiir a, b € S bezeichnen
wir mit M(a, b) die kleinste Teilmenge X von S mit folgenden Eigenschaften:

1Ya,beX
(2) aus z, y € X und [zuy] folgt u € X.

(Offenbar gibt es eine solche Menge.) In der Arbeit [5] ist eine Charakterisierung
der Verbinde durch eine, gewisse Eigenschaften besitzende, ternire Relation
angegeben. Einige dieser Eigenschaften sind in TDH fiir die Relation (a, z,
b) == z erfilllt. Es sind dies die folgenden Eigenschaften: ! .

(B) fiir beliebige a, b, ¢ € S gilt M(a. b). M(b, ¢). M(c,a) 0
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(C) [ach] gilt genau dann, wenn M(a, ¢) . M(b, ¢} = {c}.
Es gilt nimlich der

Satz 7. Hs sei S ein TDH. Far a, z, b € 8 setzen wir [axb] genau wenn (a,
z, b) = x. Dann geniigt diese terndre Relation den Bedingungen (B) und (C).
Beweis. Die Eigenschaft (B) folgt aus der folgenden Behauptung, die
unmittelbar aus [6, (2.8)] folgt:
(3) Zu jeden drei Elementen a, b, ¢ gibt es ein Element x = (a, b, ¢), so daf§ [axb], :
[bxc], [cxa). ‘
Die Eigenschaft (C) wollen wir mit Hilfe von (3) bewiesen. Es sei M(a, c).
. M(c, b) = {c}. Nach (3) ist (a, b, ¢) € M(a, ©) . M(c, b), also (a, b, ¢) = c.
Es sei nun (a, ¢, b) = ¢. Da (a, ¢, ¢) = (¢, ¢, b) = ¢, ist ¢ € M{a, ¢) . M(c, b).
Es sei nun s € M(a, ¢) . M(c, b). Da (a. s, ¢) = s = (¢, s, b), gilt & = (a, s, ¢) =
= (a, (c, s, b),c) = ((a, ¢, ¢}, 8, (a, b, ¢)) = {c. s, 6} = ¢. Hieraus folgt M{a, ).
. M(c, b) = {c}.
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