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UBER EINEN SATZ VON E. HOPF

LADISLAV MISIK, Bratislava

E. Hopf hat in [3], S. 46 folgenden Satz bewiesen:

Satz. Es sei (X, #,m) ein c-endlicher Massraum und es sei T eime solche
eineindeutige messbare Transformation, welcher inverse Transformation  auch
messbar ist, und welche die folgende Bedingung erfullt: fir A € A ist m(4) = 0
dann und nur dann wenn m(T'-1(A)) = 0 ist. Dann gilt: X = X; U X,, wobes
Xin Xy =0, Xy und Xp sind invariante Mengen, Xy = U {T*(4):n = 0,
+1,+2, 43, .. und ANTA4)=0firn=1,23,... und aus B C Xz,
BAT-B)=0fir n=1, 2, 3, ... folgt, dass m(B) = 0 ist. Diese Zerlegung
ist bis auf die Nullmengen eindeutig bestimmt wnd ist fir jede Transformation
T furn =1, 2, 3, ... dieselbe. .

Ein anderer Beweis dieses Satzes ist in [1], S. 23. J. R. Choksi [4] hat
bei gecigneten Formulierungen den Satz fiir allgemeinere Transformationen
bewiesen. In allen Beweisen dieses Satzes beniitzt man grundsitzlich den
Begriff Mass zur Konstruktion dieser Zerlegung. In diesem Artikel beweisen
wir den Satz fiir Booleschen o-Algebren ohne das Mass zu beniitzen. Leider
muss man den Auswahlaxiom beniitzen. Den Satz werden wir nur fiir Boole-
schen ¢-Algebren, welche eine unten beschriebene Eigenschaft haben, be-
weisen. Die Algebra aller messbaren Mengen in einem o-endlichen Massraum
hat immer diese Eigenschaft.

Im ganzen Artikel wird N die Menge aller natiirlichen Zahlen bedeuten.
Das System (X,.#,m) werden wir c¢-endlicher Massraum nennen, wenn
folgendes gilt: 4 ist eine nicht leere Menge, .# ist eine o-Algebra der Mengen,
d. h. ein nicht leeres System der Mengen, das mit jeder Menge auch ihr Kom-
plement und mit einer Folge von Mengen auch ihre Vereinigung enthilt
und m ist eine nicht negative c-additive Funktion, die auf .# definiert ist
und fir welche X = |J {4, :n € N}, wobei d,e.# und m(d,) < oo fiir
n € N ist. Es sei 4" die Menge aller derjenigen Mengen aus .#, welche das
Mass Null haben.

Es sei jetzt 4 eine Boolesche o-Algebra, d. h. eine Boolesche Algebra fiir
welche U {4, :n e N} fir jede Folge {4n}eydn € A fiir n e N, existiert
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und aus # ist. Das Zeichen 4" wird ein ¢-Ideal in .# bedeuten, d. h. ein
Ideal fiir das die Vereinigung einer Folge von Elementen aus 4 wieder in A~
liegt. In die Boolesche o-Algebra .# fiihren wir die Relation = ). Fird;, 4dx e
€ gilt 4, = 4> dann und nur dann wenn A; — As € A" ist. Wir sagen,
dass .# die Eigenschaft der o-Konfinalitit nach unten (nach oben) beziiglich
A" hat, wenn fiir jede Kette o/ C .# eine hochstens abzahlbare Unterkette
Z C o/ mit folgender Eigenschaft existiert: fiir jede 4 e o/ gilt die Bezichung
N{B:BeB}=A(AZU{B:Be%)). Wenn & die Eigenschaft der
a-Konfinalitit nach unten und nach oben beziiglich- 4" hat, dann sagen wir,
dass # die Eigenschaft der ¢-Konfinalitit beziiglich 4" hat. Wird eine Rede
iiber eine Kette in .# sein, dann werden wir diese Kette beziiglich der Rela-
tion < verstehen. :

Es sei (X, #, m) ein Massraum. Dann ist das System .# aus dem Massraum
(X, A, m) einc Boolesche o-Algebra. Das System 4" ist ein o-Ideal in .
Wir kénnen also die Relation < in .# einfiihren.

Lemma 1. Es sei (X, #, m) ein o-endlicher Massraum. Dann hat M die
Eigenschaft der o-Konfinalitit beziglich A .

Beweis. Es sei (X .#, m) ein endlicher Massraum, d. h. m(X) << co. Es sei s/
eine Kette in .#. Weiter sei « — inf {m(4): A e/} und = sup {m(d): 4 e

€/}. Dann existiert eine solche héchstens abzihlbare Kette & C .of , bzw.

€ Co/ fur die a=inf {m(B):Be #}, bzw. B =sup m(C):C € ¥} gilt.
Es ist evident, dass By=nN {B: B¢ Bre M und m(By) < o, bzw. Cp=
= {C:Ce¥} e und m(Cy) = B ist.

Es sei 4 ein solches Element aus 7, dass 4 < B fiir jedes B € # ist. Dann
ist A =< Bo, weilA — By =U {4 — B: B e B} N ist. Daraus folgt m(d) =
= m(4 N By) + m(4 — By) = m(4 N By). Wire B, — A ¢ 4", dann miisste
m(Bo) = m(4 N By) + m(By — A) = m(4) + m(By — 4) > « sein, und das
ist unmoglich. .

Wenn 4 €4/ ein solches Element ist, fiir das ein B € # so existiert, dass
B < Aist,dannist By — A CB — 4 e 4. Also ist By < 4.

Es sei 4 ein solches Element aus 7 , fiir welches C' < 4 fiir jedes C € % ist.
Dann gilt Co < 4, weil Cp— 4 =y {C:Ce¥}-—A=U{—4:0¢
€€} e gilt. Weiter muss gelten: m(Co) = m(4 N Co) + m(Co — A) =
= m(4d N C,). Aus dieser Gleichung und aus den Beziehungen g < m(Cp) =
= m(4 N Co) = m(4 N Cg) + m(4 — Cp) = m(d) = f folgt, dass m(d —
— Cp) = 0 und deswegen 4 < O, ist.

Wenn 4 € & ein solches Element ist fiir das ein ¢ e @ so existiert, dass

(1) Die Relation = ist nicht identisch mit der Ordnungsrelation C in der Booleschen
Algebra.
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AL ist, dann ist 4 —CyCA — CeA. Also ist auch in diesem Falle
A =0y. .

Also das System .# hat in diesem Falle die Eigenschaft der o-Konfinalitit
beziiglich A" ) ‘

Wenn (X, #,m) ein solcher c-endlicher Massraum mit m(X) = co ist,
dann existiert ein solcher Massraum (X, 4, m;), dass my(X) < ocound m{4)=0
dann und nur dann, wenn m;(4) = 0 ist. Aus dem und aus dem frither be-
wiesenem folgt jetzt die Behauptung des Lemmas.

In weiterem wird % ein ¢-Homomorphismus der Boolesche ¢-Algebra .#

in sich bedeuten, d. h. & ist ein Homomorphismus fiir den folgendes gilt:
WU {4n:neNY) = U {k(4s):neN} fir jede Folge {dn},cy, Wobei
Ay € M fir n € N. Jetzt definieren wir 27 fiir n € N folgendermassen: Al = b,
kil = h(h?), d. h. ket (A4) = B(h*(4)) fiir jedes A € . Es ist evident, dass A
fiir jedes » € N ein o-Homomorphismus der Booleschen ¢-Algebra . in sich
ist.
" Das Element A €.# heisst invariant beziiglich h, wenn h(4) = 4 ist.
Die Menge aller invarianten Elementen bildet eine Boolesche ¢-Algebra.
Das Element 4 € # heisst fast invariant beziiglich 4, wenn 4 + h2(4) e &~
fiir n e N ist. Dabei soll 4 +- B die symetrische Differenz der Elementen 4 und B,
d.h. (4 — B)U (B — 4) bedeuten. Das System aller fast invarianten Ele-
menten bildet eine Boolesche o¢-Unteralgebra. Diese Behauptung beweist
man folgendermassen: Aus den Beziehungen 4 + B = (—4)+ (—B)(?)
und (U {4a:nelN}) 4+ (U {Ba:neN})CU {4s -+ By s\mbd folgt, dass
folgendes gilt: Wenn A ein fast invariantes Element ist, dann gilt (—4) +
+ h(—A4) = (—4) = 4+ (—h*(4)) = A + k*(4) e N fur jedes n € N, also
—A ist ein fast invariantes Element. Wenn jetzt {4,},.y eine Folge
von fast invarianten Elementen ist, dann gilt (U {4, : = € N}) +
+ U {drn:neNY)=(U{da:neN}) + (U Fds):necN}) C U {4a +
+ k¥(An):neN}eA fir jedes k€N und also U {4s:nelN} ist ein
fast invariantes Element. A

Es sei 4 € .#. Dann benennen wir B € .4 ein minimales fast invariantes
Element iiber 4; wenn A C B ist, B ein fast invariantes Element ist, und
wenn fiir jedes fast invariantes Element C iiber 4 die Beziehung B — C € A~
gilt. Die Bezeichnung [A] soll das System aller minimalen fast-invarianten
Elementen itber A4 bedeuten. Ahnlich fithren wir den Begriff des minimalen
invarianten Elementes ein. Uberall soll man nur fast invariant durch in-
variant ersetzen. Den System aller minimalen invarianten Elementen iiber 4
werden wir durch [4]* bezeichnen. Fiir [A] und [4]* gilt folgender Satz,
der iiber die Existenz und Eindeutigkeit spricht.

() —A bedeutet das Komplement von 4.
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Satz 1. Es sei M eine Boolesche o-Algebra, A/ ein o-Ideal im M und M hat
-die Eigenschaft der Q-Noémvsmn& nach unten beziiglich A", Es sei h ein o-Homo-
morphismus M in sich. Es sei A € M. Dann ist [A] und [A]* nicht leer und
weiter gilt es: wenn B, C € [4], bzw. B, C € [A]* ist, so ist B +Ced.

Beweis. Es sei o/ das System aller (fast) invarianten Elementen aus .#
iiber 4. Das System .o ist nicht leer, weil h(V) =V, wobei V das grosste
Element in # bedeutet. Es sei # C.of eine maximale Kette bei der Rela-
tion < in 4. Weil .# die Eigenschaft der o-Konfinalitit nach unten beziiglich
- A" hat, existiert eine héchstens abzihlbare Kette % C &, so dass fir jedes
R e folgendes gilt: wenn By = {B: B € A} ist, dann ist By — Re 4.
Es sei C ein beliebiges (fast) invariantes Element iibér 4. Dann ist BonCe4.
Das bekommen wir folgendermassen: Wenn R € # ein solches Element ist,
dass ein B € # mit B < R existiert, dann ist BoNC — R CBy—RCB—
— ReA und Bon C < B. Wenn R € & ein solches Element ist, dass R < B
fiir jedes Be 4 ist, dann ist By — R €4 und auch By N C < R. Danit
haben wir festgestellt, dass By N € < R fiir jedes R € Z gilt. Aus der Maxi-
malitdt von % geht hervor, dass Bo N C € # und also By — C =By — (Byn
N Cy e A Damit haben wir festgestellt, dass By ein minimales (fast) in-
variantes Element iiber 4 ist. Also ist [AT* # 0 ([4] £ 0).

Es sei B, C e [4], bzw. B, C € [A)*. Damn ist B — C e A und C — Be A"

und auch B 4 C e 4", .

Das Element 4 € .# ist ein wanderndes Element bei o-Homomorphismaus %,
wenn AH(A4) N W(A) = Afiir 5 +#£3, i, jeN oder 5= 0, oder § = 0, ist und
A ist das kleinste Element von .#. Es ist evident: wenn 4 ein wanderndes
Element bei % ist, dann ist auch B C A ein wanderndes Element bei h.
Ausserdem gilt noch, dass k#(4) ein wanderndes EEE@E& bei & fiir jedes
n € N ist, wenn A4 ein wanderndes Element bei % ist. Ein Element A ist
ein fast wanderndes Element bei h, wenn A4 N U {h*(4) :ne N} et gilt.

Es ist evident: wenn A ein fast wanderndes Element bei % ist, dann auch
B C A ein fast wanderndes Element bei % ist. Wenn 4 ¢4 und 4 ein fast
wanderndes Element bei % ist, dann ist B = 4 — J {k*(A):n e N} ein wan-
derndes Element beizund 4 4 Be A",

Lemma 2. Es sei A € [F] und B e[G]. Dann gilt AU B e [Fu (G- 4)].
Ahnlich gilt AU B e[F U (G — A)]*, wenn A e [F]* und B e [GT* ist.

Beweis. Es sei A € [F]* (4 e[F]) und Be[@]* (B e [G]). Zuerst ist F U
U@E@—-A4)CFUGCAUB. Weil 4 U B ein (fast) invariantes Element ist,
zum Beweis, dass AU Be[FuU (G — 4)]* (AUB e[FU (@ — A4)] ist,
geniligh es nur zu zeigen, dass fir jedes (fast) invariantes Element C iiber
F U (G — A) die Relation 4 U B < O gilt. Es sei also C ein (fast) invariantes
Element iiber F U (G — 4). Dann ist C U 4 ein (fast) invariantes Element
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tiber ¥ und auch iiber G. Es ist also 4 =< C U 4 und B < Cu A. Weil auch
A < C ist, ist auch (A UB) — C = (4—C)u (B — (C U 4)) e 4. Daraus
folgt jetzt 4 U B < C.

Wenn 4 ¢ .4 ein (fast) wanderndes Element bei % ist, dann heisst jedes
Llement aus [4]* ([4]) (fast) dissipativ bei k. Es gilt:

Lemma 3. Das System 9 aller fast dissipativen Elemente ist additiv wnd
monoton nach unten, d. h. wenn A, B € 9D ist, dann ist auch A U B €D und
wenn {Ay}yey eine nicht fallende Folge von Elementen aus @ ist, dann ist
U{ds:neN}eD. Das System D* aller dissipativen. Elemente ist additiv
und monoton nach unten.

Beweis. Es sei 4, Be 9, d. h. es existieren solche fast wandernde Ele-
mente F, G ¢ A", dass A e[F] und B e[G], wobei FC A und @ C B sind.
Dann ist das Element H = F U (@ — A) ¢ A" und ist fast wanderndes bei A.
Es ist némlich: ’

(1) HNkn(H) = (F U (G — 4)) n (h(F) U (B7(Q) — hn(4))) =
= (FNWEF)) U (F 0 ((G) — k7(A4))) U (G — 4) N EvF)) U((G —
— A) N (MG) — kn(4))) C(F N k(F)) U (4 + k(4)) U (@ N
N RYG)) e N, :

Aus dem Lemma 2 folgt jetzt, dass 4 U B e [H]. Daraus folgt nun A U Be 2.

Es sei {4,}, y eine nicht fallende Folge von fast dissipativen Elementen.
Dann existiert eine solche Folge {Fo}ncn von fast wandernden Klementen
die nicht in A" liegen, dass 4, ¢ [Fa] fur jedes n e N ist. Wir legen B; = F
und Bpy =B, U (Fyy — A4,) fiir neN und B = U{Bx:neN}. Aus
der Beziehung

(2) Buss N W<(Bus1) C (Bu 0 WE(By)) U (A -+ F¥(44)) U (Fasy O (R(Fr 1))

die fiir jedes n e N giiltig ist, folgt auf Grund der vollstédndigen Induktion,
dass die Elemente B, fiir jedes n € N fast wandernde Elemente sind. Daraus
und aus der Relation

@) BNWMB)=U{Br:keN}nh (U {Bx:k eN}) =

= (U {BxNh¥By):keN}) U {B N B(B;):i+£4,4,5 eN})C
CU BN h(By) : ke N}) U (U {B: N hn(B)) : 4 <iHHhjeN})u
VU {BiNhBy):i>4,4,5 ENY = (U {BenNh?(By) : k eNphuU
W) AC A.w& N Nsﬁawulw W) Qﬂu — )A..ﬂlu: ) A.w.u s?\ mzwv (W)
U U “HA.MWNIM @) AN*JN — xA&Iva A N@SAw\v =¥ V.\.n s,.» mbav C

. AHAC ANwa DNM\:ANW».V ok m.N/NwV v (U ﬂws D\«gA.W.“IHV ) An,w.. f.w m.N/JV U

C VU Binhr(—4y) i < §,5,j e NY) U (U {Bianh(By):i>
>7,5J €N} U (U{—4i1) nEYBy) 1> 4,4 j eN})C
C mww NhB): ke Zwv v (U mmwulw N m\uﬁw&lwv 1<



A.w., ﬁ.». € N/Jv U AC ALA& DAI&BTPTH: 14 A.?b € 23 U
VU BiaanNhBia):1>4,4,5 €N U U {—(ia) N
ARMAg):i>j,i,j€N}) C(U {By N hn(Be): ke N}) U
v (U mp&u!u — h(djq) i < 7> su.w (S .N/Jv U (U Qs:.?m&lav -~
— Ayt V?svm mZU ﬁAC Awa (&) \saA.W&V k mzz U

geht hervor, dass B ein fast wanderndes Element ist.

Man beweist durch vollstindige Induktion, dass Ay € [By] ist. Man benutzt
dazu nur das Lemma 2. Jetzt zeigen wir, dass 4 = U {4, :n € N} e [B] ist:
Es ist zuerst evident, dass 4 ein fast invariantes Element iiber B ist. Das geht
aus der Tatsache hervor, dass A4, ein fast invariantes Element iiber B, fiir
jedes n € N ist. Jetzt geniigt es zu zeigen, dass fiir ein fast invariantes Ele-
ment C iiber B 4 < C gilt. Es gilt 4, < C {fiir jedes n € N, weil C ein fast
invariantes Element auch iiber B, fiir jedes n € N ist. Daraus und aus der
Relation 4 —C = {4, — C:n e N} folgt, dass 4 < C ist. Damit ist
das Lemma fiir den Fall 2 bewiesen. . .

Die Behauptung fiir 2* beweist man dhnlich. Man muss nur die Worte
fast invariant durch invariant, fast wanderndes Element durch wanderndes
Element und fast dissipativ durch mmwm:.oma? ersetzen. In der Relation (1)

ist jetzt
(F O Bn(F)) U (4 + Bn(4)) U (G ARG = AN ANA=A.
In der Relation (2) ist jetzt dnhlich
(Ba O\ BE(Ba)) U (dn + BE(A3)) U (Fas1 O B+(Fair)) = A
und in der Relation (3) ist jetzt
(U {Be "hn(By): ke NYU (U{dx + h(4x) : ke N}) = A,
weil By N An(Br) = A und Ag + k#(4g) = A fir jedes k€ N ist. Also sind

die Elemente H, B, fiir jedes n € N und B wandernde Elemente. .

Lemma 4. Es sei X €[A4], baw. X €[A]* und Y ein fast invariantes, bzw.
invariantes Element. Dann ist X N Y e[A N Y], baw. X NY €[4 0 Y]*.

Beweis. Das Element X N Y ist fast invariant itber A N Y. Es sei Z owF
beliebiges fast invariantes Element tiber 4 N Y. Dann ist Z U (—7Y) ein
fast invariantes Element iiber 4 und deshalb gilt X —(Z U (—Y))eA .
EBsist XN Y<Z, weil (XNY)—Z=X— (ZU (7)) ist. Daraus folgt
X N Y €[4 N Y]. Ahnlich beweist man die Behauptung fiir den Fall X e [4]*.

Satz 2. Es sei M eine Boolesche o-Algebra und A ein o-Ideal in M. Es soll #

die Eigenschaft der o-Konfinalitdt beziiglich A~ haben. Es sei h ein g-Homo-
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morphismus M in sich. Dann existieren zwei solche fast invariante Elemente X 1
und Xo, dass XK1 UXo =V, A=X1n X, ist, wobei X entweder A oder ein
Jast dissipatives Element ist, und fir Xo gilt: fir Jjedes fast wanderndes Element
A C X, gilt, dass A € A ist.

Es sei Xy = A oder sei h ein solcher o-Homomorphismus, der folgende Higen-
schaft hat: wenn B ein fast invariantes Element ist, dass zu N~ nicht gehirt und
iber dem fast wandernden Element A ist, dann existiert ein Sast wanderndes
Element-C, dass zu N wickt gehort und fir das B € [C ist. Dann gilt for jede
andere Zerlegung V = Xy U X§ mit den oben aufgefihrien Eigenschaften,
dass X, + X¥ et ist. v

Beweis. Wenn fiir jedes fast wanderndes Element 4 ¢ .4 gilt 4 e,
dann wihlen wir X; = A. Wenn die fast dissipativen Elemente in .# exis-
tieren, d. h. @ # 0, dann kénnen wir in 2 bei der Relation = eine maximale
Kette o/ wihlen. Wegen der Eigenschaft der ¢-Konfinalitit beziiglich A4~
von ./, existiert eine solche h&chstens abzihlbare Unterkette o C o fir
die fir jedes 4 e s/ 4 < U {do: 4o € o} gilt. Weil @ additiv und monoton
nach unten ist, ist U {do : 4o € Ho} € D. Jetut setzen wir Xi=U{do:4oe
€ &o}. Es sei Xp = —X;. Wir zeigen jetzt, dass das Element X, die Eigen-
schaft aus dem Satze hat. Es existiert ein fast wanderndes Element A; fur
das X; e[4i] und 4; ¢4 ist. Es sei B ein fast wanderndes Element
und BC X,. Es sei Ce[B]. Dann ist C1 = X1 UC € 9. Weil fiir jedes
Aed 4 =< Xy gilt, gilt auch, dass 4 < ¢, fur jedes 4 e€.of ist. Also ist
C1 € . Daraus folgt jetzt, dass C; < X, ist. Weil B C C, ist, es ist auch
B =< X;. Weil zugleich B N X; = A ist, muss B = (BN X3) U (B — Xi)eN
sein.

Es sei jetzt V = X7 U X7, X} N X5 = A, X} ein fast dissipatives Element
aus [4}], wobei A ein fast wanderndes Element ist und es soll X 5 die folgende
Eigenschaft haben: fiir jedes fast wanderndes Element 4 C X5 gilt Ae.
Nach dem Lemma 4 ist X, N X7 e[4,nX;] und X} X,e[d*Nn X,)
Die Elemente 4; N X3 und 4F N X, sind fast wandernde Elemente, welche
in Nw , bzw. X, enthalten sind. Wenn X; = A ist, dann muss auch X* = A
und X, 4+ X7 e A" sein. Wenn X; # A, dann muss wegen der Eigenschaft
von o-Homomorphismus % und wegen der Eigenschaft von Elementen X%
und X,, X, N X3 €4 und X, N X{ €4 sein. Daraus folgt, dass X, 4+ X* =
= (X, N X3) U (XT N X,) e ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Ahnlich beweist man den folgenden Satz:

Satz 2*. Es sei M eine Boolesche o-Algebra und N ein o-Ideal in M. Bs soll M4
die. Eigenschaft der o-Konfinalitit beziglich A haben. Es sei h ein o-Homo-
morphismus M in sich. Dann existieren zwei solche invariante Elemente X,
und Xs, dass X1 N Xo = A, V = X; U X, ist, wobei X, entweder A oder.ein
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dissipatives Element ist und b auf M N X5(%) konservativ ist, d. k. fir jedes
wanderndes Element A C Xo gill A €A, . .

Es sei Xy = A, oder h ein solcher Q-moSesseésmsﬁmn.%ﬁ ..x&@..%&h @s&as-
schaft hat: wenn B ein invariantes @Nmssg.ﬁ .&am NQ N nicht gehért und uber
dem wandernden Element A ist, dann @&smmsmi ein %@3&«3.&% Element C das
2w N nicht gehort und fur das Be ﬁ& ist. Dann gilt fir jede N*@lmmgs.m V=
= XF U X5 mit oben beschriebenen @SS&&@\SF.&&% X, + Nw m\‘\.. 7st.

Wir bemerken, dass die zweite wovm—%?:m im mmnsm.w Eor. gilt, wenn
X1 A und der o-Homomorphismus % m.r.w H_.mmbmorm? im zweiten Kw.vm@ew
des Satzes 2 nicht erfiillt. Tatséichlich, es sei & ein mn.v_orow q...H.HoBoBo%w._mﬁsm
M in #, der die Eigenschaft vom zweiten Nw.rmﬁ.& Emg mamzzm. UEE. existiert
ein fast invariantes Element B das zu . nicht gehdrt und fiir das uwmmm m...@mn
wanderndes Element C mit der Eigenschaft w €[C] zu o-Ideal 4~ gehort.
Es sei YV = X, U X, eine Zerlegung mit den Eigenschaften aus dem Satze 2.
Weil B = (X, n B)v (X2 N B) ¢ A" ist, ist es entweder X; N B ¢4 oder
XonNBé¢AN.

MHE mMeoc Falle, legen wir Xf=X,— B und X} = —X,. Dann rme
die Zerlegung V = X7 U X} die Eigenschaften aus dem Satze 2 z.s& fiir
ihn gilt X, + X¥ =X, N B¢A. Diese letzten Behauptungen beweist man
folgendermassen: . . o

Es sei B e[C]. X7 ist ein fast 5<§,5=3m. _w_woamsﬁ weil es die U&:@H@:N
aweier fast invarianter Elemente ist. Hm.mﬁ X mh\mu. wo A e N ein fast
wanderndes Element ist. Jetzt zeigen s.uwﬁ Q@mm NH. € TA. — {4 N B)] und
A4 — (A N B) ¢ 4. Es ist evident, msmm*NH fast E<.@E§§.=vﬁ. A = .TA.D B)
ist, weil 4 — (4 N B)C X1 — B =X, ist. Es sei b o:.H fast E<§.5§w.m
H_mEacﬁ iiber m — (AN B). Dann ist DU B fast E.ASEEMG itber 4, weil
A=AnNnBuU4d—(4nB)) CBUD ist. Jetzt gilt X7 — D = (X; —
—(X;nB) — D= (X — (XN B)) — (DUB)CXy — (DUB)ed.
Es ist also X; < D und auch X7 ist aus [4 — (4 N W:.

Jetzt werden wir zeigen, dass 4 — (4 N B) ﬂ,\.“\. 5@..>5w dem Lemma 2
geht hervor, dass B € [(AnB)yu (@ —(Xin wE ist, weil nach dem Lemma 4
XiNnBe Tw N B] ist und es ist weiter B = CD.D w.v UBe[(dnB)uv
U (C — (X1 N RB))] und (AnByu(C — AN.H N B)) ist ein myma émzmm.wbmmw
Element (Sehe dic Formel (1)). Aus der Eigenschaft von h ist es o/zm@;wu
dass (4 N B) U (C — (X1 B)) €4 ist und deswegen ist auch AN B et

Esist also 4 — (A N B) ¢ A"
X* hat also die Eigenschaft aus dem Satze 2.
HM sei B CX* ein fast wanderndes Element. Dann ist B = (£ N B) U

(®) Das System .# N X2 ist das System aller Elemente aus .#, die in X2 enthalten sind.
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U (£ — (E'N B)) und beide Summanden sind fast wandernde Elemente.
Jetztist B — (ENB)CXy — B=(—(X,— B)) — B — (—(Xin(—B)) —
—B = (X2UB)N(—-B)CX; und es ist also & — ENByeN. Es sei
F e [E N B], dann ist nach dem Lemma 4 F N B [& N B]. Aus dem Lemma 2
folgt nun, dass Be[(En B)u (C — (F 0 B))] ist. Wegen der Eigenschaft
des Homomorphismus % und weil (£ N B) U (C — (F N B)) ein fast wandern-
des Element ist, ist ( N B) U (C — (F N B)) e 4" und also auch EN B e 4.
Aus dem bewiesenen folgt, dass E € .4 ist. Das Element X3 hat also die Eigen-
schaft aus dem Satze 2.

Im zweiten Falle, legen wir XY =X,UB und X3 = X, - B. Die Zer-
legung V = X} U X hat die Eigenschaften aus-dem Satze 2 und X, + X¥ =
== Xa N B ¢.4". Das geht daraus hervor, dass X ein fast dissipatives Element
ist, und X3 C X, ist.

Der o-Homomorphismus % hat die Figenschaft aus dem Satze 2, wenn
er positiv nicht singular ist, d. h. das Bild vom ¢-Ideal 4" bei h ist in A ent-
halten. Diese Behauptung bestitigen wir folgendermassen: Es sei B ein fast
dissipatives Element, das zu .#" nicht gehdrt. Sollte mindestens ein fast wan-
derndes Element 4 mit der Eigenschaft B € [A] zu 4" gehoren, dann miisste
wegen der positiver Nichtsingularitit von o-Homomorphismus % gelten,
dass h"(4) € A" fiir jedes n € N ist. Dann wire 4’ — 4 VU {M4):ne N}
fast invariant iiher 4, weil 4’ -1 kr(A'Y CU {hE(A4) 1 k= 0, 1, 2,..un—1}e
eAN ist. Also wire B< A’ und B=A' N By (B— A eV Das wire
ein Wiederspruch. Also die zweite Behautptung des Satzes 2 gilt fiir jeden
positiv nicht singularen ¢-Homomorphismus.

Wenn % ein o-Isomorphismus auf sich bedeutet, d.j. ein eineindeutiger
o-Homiomorphismus .# auf sich, dann ist auch A~ ein o-Isomorphismus 4
auf sich. Jetzt konnen wir k* auch fiir ganze nicht positive Zahler definieren.
Wir definieren dies folgendermassen: h%(4) — A fisr jedes A € 4 wnd b =
= (h™1)* fiir w € N. Wenn & ein o-Isomorphismus .# auf sich ist und wenn h
dazu noch nicht singular ist, d. h. b und k-1 positiv nicht singular sind, dann
gilt auch die Behauptung beziiglich 7™ fiir n € N aus dem Satze von E. Hopf.
Das geht folgendermassen hervor: Wenn V = X; U X3 eine Zerlegung aus
dem Satze 2* ist, dann kann man X = U{nd):n=0,41, 42 -}
fiir ein geeignetes 4 gewihlt werden, weil aus X; e A1 Xy = U (hr(d) :n =
=0, 41, 42, ...} folgt. Es sei k€ N. Dann ist X, ein invariantes Element
auch bei k. Das Element B = | {B(A):i=0,1,2 . . k- 1} ist ein
wanderndes Element bei 2* und X; ist ein dissipatives Element bei A%, weil
X1 € [B] ist. Weil & auf dem System .# N X, konservativ ist, dann folgt
aus [5], dass auch A% auf .# N X, konservativ ist. Dann ist YV = X; U X,
eine Zerlegung mit den Eigenschaften aus dem Satze 2* auch fiir
morphismus A%,

den ¢-Iso-
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Also gilt der Satg:

<”N~CquN~DNm”>u
Mﬁmﬁn\\mﬂ%@ Mc.s%wea&e. Fiir eine andere Zerlegung V = Nw Vv Nw gilt X1 4
1 - e Zerlequng V' = X1 U Xy ist auch eine solche Zerlegung fiir

Jeden ¢-1 somorphismus hk, wo k e N ist.

Z tz. N; 1 3
usatz. Nach der Finsendung dieser Arbeit habe ich den Artikel [2] ge-

lesen, in d i
n dem eine andere Zerlegung gegeben ist. Auch diese Zerlegung kann

man ohne das Masg 7y b
ey enutzen bekommen. Das Hauptersultat, das wir dann

Es sei 4 eine Boolesche o-Algebra, ¥ ein ¢
schaft von o-K. onfinalitit beziiglich A" haben,

0 sich. asli .

e ¥, MM@M@M wwa:mM@: vier Elemente Yy, ¥, ¥ und Z aus A so, dass folgendes

Blogseit iy f \&SM:\M M&S& ¥, , @NS Y ist das grosste tnvariante, bew. das grosste
. onservatw ist, Z ist das grosste invariante Element auf

dem b rein dissipatipy ; ;

o WWQM“ M&Mﬁ%ﬁ% wst, ¥ s.& das kleinste invariante Element, welches Y ent-

L sind paarweise disjunkt und es gilt: V= YoU (Y — Yo) U
(Y —Y)UZ. Wenn YE v* ¥ ; ; )

g M | Y* und Z* vier andere solche Kl

&smwme " §.mmﬁ die Blemente Y, - V¥, ¥ 4. p* Y + M\www& Mﬁawm MHM &.W
€1 Sin m@ HW * : 13 ' o ’ (T )

oxdnung o <¢wmgrwﬁm_w&\.o »kleiner* und »grosser”” in dem Sinne der Quasi-

-Ideal im M wnd A soll die Eigen-
Es sei h ein o-Homomorphismus M
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OB OJHO! TEOPEME 3. XOII®A
Jlagucnas Mumuk
Pesome

Itycrs # — GyneBa o-asirebpa u A" — c-ugean B Heit. OnpegenuM oTHONIeHHe = TaK,
uro Ay £ As (A1, A2 € M) TOTAR M TOILKO TOrga, Korga A1 — Az &4, Torna oTHOeHe <
FABIIACTCA KBABUYHOPAKOUYECHMEM B . 4 uMeeT CBOICTBO ¢-KOHQUHAILHOCTH CHHU3Y, COOT-
BETCTBEHHO CBEPXY, OTHOCHTENBHO A, eCIM AJA KAMAOH Lenn &/ NpH 9TOM YHOPAHOUYeHHH
cymecryer e Gosee veM cuerHan mopuens 4, UTo AAA Kampmoro A € &/ uMMeeT MecTo
n{B:Be®B}—AeAN, coorsercreenno A —U{B:Be%}ecA. B xamuom o-Ko-
HEYHOM NpocTpaHcrse MepHl (X, #, m) A4 umeer CBOHCTBO 0-KOHQMHAJILHOCTH CHUBY
¥ CBepXy OTHOCUTENBHO CHCTEMH BCEX MHOKECTB MepH 0.

Ilycts h — o-romomopduam # B cefsi. A € A ecThb UHBAPHAHTHHIA, COOTBETCTBEHHO
10YTH WHBADPHAHTHHIK bIeMeHT, ecuu A = h(A), coorsercrsenHo A + hr(A} € A", rHe
A 4 B — cuMMeTpHYecKan PasHocTs 21eMeHTOB A 1 B. A € 4/ eCTb MEHUMAJIBHEIN (MOYTH)
uHBapuaHTHEA HafX B € 4, ecim 1) B C A, 2) A ectv (mouru) weBapmaHTHHIL, 3) AL

 Kamporo (mourn) urBapuanTHoro C Hay B cnpasenuso A < C. A € # ectsb Saympawnompui,

COOTBETCTBEHHO MOYTH Oxympajominit, ecnt A NAhYA) = A mam n=1,2,3 ...,
cooTsercTBeHHO A N U Q@i\: 'n=1,2,3, w € N'. A € # HasmBaercH (IIOYTH) AUCCH-
MaTUBHKM, €CIN cyumiecTByer (mouru) Gay:xpauomuit snemenT B € 4 — A4 Taxoii, uro 4
FAIBIAETCA MUHUMAJILHHIM (IIOYTH) smumwsmmamzs., Hag B.

Teopema. Ilycrs # — Gynesa g-anreGpa, A — o-upean B Heit v 4 MeeT CBOMCTBO 0-KOH-
(QuHANLHOCTH CHMBY M CBepXy orHocurenbHo A7. Ilyers b — o-romomopusm # B cebs.
Torga CyleCTBYIOT HHBADPUAHTHHE, COOTBETCTBEHHO MNOYTHM WHBAPHAHTHHIE, 3JIE€MEHTH
X1 u Xp maxume, ut0 Xa N Xs = A, V = Xy U Xp, X1 — uau A, HI0 JUCCHIATHBHEIH,
COOTBETCTBEHHO NOYTH AUCCHUIIATUBHEM, a KKK OIy#Haomuil, COOTBETCTBEHHO [OYTH
Gayxpawomuit, sIeMenT, HaxofAmuiica B Xz, ecTb U3 A .

Ecnu wmn X1 = A, unnm Aua b umeeT MeCro clefyioliee yTBep:peHue: ecniu A ¢ A~
€CTh MUHUMAINBHE (OYTH) MHBADMAHTHHIA HAJ HEKOTODHM (moutH) GiympaomuMm, to A
€CTH (M0YTH) MCCHIATHBHEL, TOTAA JIJIA KAMKIOTO IPYTOro TAKOTo pasiomeruaV = X; U X,
nmeer Mecro X, + X E N
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