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GRAF SYSTEMU TETIV DANE KRUZNICE
BOHDAN ZELINKA, Liberec

V tomto ¢ldnku je studovin graf, jehoZ mnozinou uzlg je urditd podmnozina,
mnoziny t8tiv dané kruznice, ptitem# dva rizné uzly jsou spojeny hranou
pravé tehdy, jestlize jim odpovidajici t8tivy majf spoleény bod. Studium
takovychto grafii bylo navrfeno A. Kotzigem na kolokviu o teorii grafa
v Halle roku 1960, : :

Budiz déna kruZnice % a budiy 7 mnozina jejich tétiv. Symbolem @4
oznadime graf, jehoZ mno#inou uzlg je 7 a dva uzly jsou spojeny hranou
pravé tehdy, jestlize jim odpovidajic tétivy maji spoledny bod. Za tétivu
povazujeme i kazdy bod krufnice k.- uw:@_km nyni 4y, ..., 4, body na krus-
nici k takové, Ze orientovany thel M@&S (S je stied kruinice k) je roven
2amin prom = 1, ..., n; budiy of — {4:, ..., An}. MnoZinu t8tiv kru¥nice k,
jejichZ oba koncové body patif do ., oznadime 7 (n). Podgraf grafu G,
indukovany mno#inou 9 (n), to jest podgraf sklédajfci se ze viech uzléi mno-
Ziny  (n) a viech hran spojujicich nékteré dva uzly z F(n) oznadime Gr(n).

Budeme studovat vlastnosti pfedeviim tohoto grafu, protoZe je konedny.
Yy :

Predpoklad o velikostech @hly A84m jsme udinili jen pro zjednoduSeni
uréitych tvah, jinak zde vlastng zilesi jen na uspotddéni bodd na krudnici.
Misto kruZnice bychom viibec mohli uvaZovat libovolnou uzavienou jedno-
duchou konvexni rovinnou kfivku, aniZ by se zménily vysledky, k nims3
se dochézi v tomto &linku.

Zavedeme si jestd pomocny pojem hodnoty uzlu v Gi(n). Jestlize uzel u
grafu Gy(n) odpovids B8tive 4,4; (1 <4< J = n), pak hodnotou uzlu «
je hu) =min (j — ¢, n 45 — J). ZEejmé 0 < h(u) < in.

Snadno se dokdi nésledujict tvrzenf.

Pocet uzli grafu Gy (n) Jje roven in (n 4 1). .

Stuper uzlu u v grafu Gi(n) je roven [h(u) -+ n — h(u) + 11— 2.

Druhé tvrzeni plyne z toho, Ze p¥i A(u) > 0 tdtiva u rozdsli kruznici na dva
oblouky 01 a 02, jejich# vnittky obsahuji po fads hu) — 1 a n — hu) — 1
bodi z . Spojime-li kazdy bod z .o/ nélezejicl vnittku o s kazdym bodem
z o/ néleZejicim vnitiku o0z, dostaneme (h(u) — 1] [n — hu) — 1] tétiv,

pu—
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z nich? kaZda m4 spoleény bod s %. Dale kazdy z koncovych bodg tétivy «
je incidentnf s » — 1 tdtivami réiznymi od %, mdme tedy celkem [h(u) — 1] x
X [n—h(u) — 1] + 2(n — 1) = [h(u) + 1][n — hlu) + 11— 2 tétiv, které maji
spoleéné body s u. Lze dokézat, e ostatni tétivy spoledné body s « nemaj;.
Je-li h(u) = 0, je u tvorena jedinym bodem a ten je incidentn{ prave s n — |
tétivami riznymi od .

Analogicky lze dokizat dalsf tvrzeni.

Mrnofina véech uzlit o dané hodnoté h(u) tvo#s pravidelny podgraf stupné 2h(u)
P hu) < in a pravidelng podgraf stupné h(u) p#i h(u) = in.

Nyni si odvodime ndkteré dalsi vlastnosti.

Véta 1. Cislo vniting stability (viz [1]) grafu Gi(n) je rovno n.

Dikaz. MnoZina viech uzld %, Pro néz .ES =0, je zfejm& vniting stabilni,
protoZe jim odpovidajict tétivy jsou tvofeny jednim bodem a dv§ riizné ta-
kovéto tétivy nemohou mit spoleény bod. Téchto uzld je n, tudiZ &islo vnitini
stability je nejméns n. Mime.li nyni libovolnou vniting stabilnf mnodinu
0 m prveich, je celkovy podet koncovych bodii tétiv této mnoZiny nejméns
roven m, nebot kazd4 tétiva m4 jeden-nebo dva koncové body a dvé tétivy
této mnoziny nemohou mit spole¢ny bod, tedy specidlné nemohou mit spo-
le¢ny koncovy bod. Musi byt tedy m < n. Tim je véta dokézéna.

Véta 2. Cislo néjsi stability (viz [11) grafu Gy(n) Je pro sudé n rovno in,
pro liché n je rovno L(n 1).

Dukaz. MnoZina tétiv AiAy41-4 pro i = 1,...,4n pfin sudém, resp. pro
=1, ..., }n + 1) p¥i n lichém je zevné stabilni, nebot koncové body tétiv
této mnoZiny vypliluji celou mno%inu 7 » budiz kada dalsf tStiva m4 spoleény
koncovy bod alesponi s jednou z tétiv této mnoziny, Cislo vnéjii stability
je tedy nejvyse in, resp. ¥(n'+ 1). Mdme-li nyni zevné stabilni mnozinu o m
prvcich, pak koncovych bodt tétiv této mnoiiny je nejvySe 2m. Kdyby
bylom < in — 1 pro n sudé, resp. m < L(n — 1) pro = liché, bylo by téchto
bodil nejvyse n — 2, resp. # — 1 a existoval by bod z 7, ktery by nebyl
koncovym bodem #4dné z t&tiv zminéné mnoZiny. Tento bod by vSak sim
tvotil tétivu, kters by byla bez spoledného bodu s kteroukoli z tétiv této
mnoziny, tudiZ by tato mnoina nebyla zevné stabilni.

Véta 3. Chromaticks &islo grafu Gi(n) je rovno n.
Dikaz. S kagzdym bodem mnoziny & je incidefitnich pravé n tétiv. Tyto

ttivy tedy tvoii podgraf, ktery je uplnym grafem o » uzlech, tudiZ jej nelze
zbarvit ménd ne# »n barvami. Je-li nyni déno celé &slo p, 1 < » £ n, 0znad-
me #, mnoZinu uzlg odpovidajicich t8tivdm A Ap-4 pro viechna i = 1, ... » My
pfidem# rozdily index@ bereme modulo . Je zfejmé, %e tétivy mnoziny 4,
jsou navzijem rovnobéiné, pokud nejsou tvofeny jednim bodem; je-li nékters

z nich tvofena jednim bodem, nenf ‘tento bod koncovym bodem #4dné jiné
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t8tivy z 4. Vytvorime-li mnoziny #, pro kasdé P=1, ..., 0 miteme
snadno dokézat, e kasdsd tétiva patif pravé do jedné mnozin . MZeme
tedy uzly grafu Gi(n) zbarvit tak, Ze uzly ndlefejici do tése mnoZiny .,
zbarvime vidy touz barvou,

Véta 4. Uzlovy Stupere souvislosti mezi dvéma wzly woa v grafu Gy(n) p#
Mu) < k(v) je roven [A(w) + 11 [0 — h(u) — 1], jestlite odpovidagics tétivy
nemaji spoleény bod, [(A{w) + 1] [n — h(u) + 17 — 4, Jestlize maji spoleCny
vniting bod, [h(u) 4 1] [n—hu) +1]—2 — h(u), jestlize maji  spolebng
koncovy bod.

Dikaz. Uzlovy stupent souvislosti mezi dvéma uzly grafu je definovan

'Y ¥ v

Vv piipads$, Ze tyte uzly nejsou spojeny hranou, jako minim4lni podet uzly,

0 jednu. Provedeme diikaz, nejprve pro piipad dvou uzli, kterd nejsou spojeny
hranou. M&jme dény dva uzly u, v grafu Gy (n), které nejsou spojeny hranou
a budiz h(u) < h(v). Uzly u, v necht odpovidaji po ¥ad§ tétivim MN, PQ

(obr. 1). Oblouky budeme br- ze jdeme od podétésntho ke kon-
covému bodu proti sm k. DokéZeme, 3o v Gi(n)
existuje [A(u) + 1] [n — h(w) — 1] cest ¢ nemajf spoledné uzly

Obr. 1.

Mime-li bod ¥V (resp. W) uvnité oblouku N » existuje h(u) + 1 t&tiv
z 7 (n), které spojuji V (resp. W) s body oblouku MN a ziejmé to jsou pravs

viechny tdtivy z (n) prochdzejici bodem ¥ (resp. W), které maji spoleény

bod s tétivou MN. Jestlize lezi na oblouku Pg@, pak tyto t&tivy maji spo-
leny bod i s t&tivou PQ. Ke ka#dé takovéto tétivé VZ existuje tedy cesta

sloZens z uzla odpovidajicich t&tivim M N, VZ, PQ. Zsdné dvs z téchto cest
nemajf ziejmé spoleény uzel kromé u a v, JestliZe W nele#f na oblouku Pg,
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pak Zddnd z tétiv WZ, kde Z lesi na, oblouku M N, nems spoleény bod s t&-
tivou P@. Kazdé z téchto tdtiv Ize viak ptifadit tétivu WY, kde ¥ lesf na,
oblouku PQ (a tedy t&tiva WY m4 spoleény bod s tétivon PQ), a to tak,
aby réznym ttivim Wz byly pFifazeny riizné tétivy WY (to lze, nebot
takovychto tstiv WY pii daném W mage byt celkem %(v) + 1, cos je vétsf
nebo rovno A(u) + 1). Ualy odpovidajici tétivim MN, Wz, wy, PQ tvori
cestu, pfitemz dvé rézné takovéto cesty nemaji spoledny uzel kromé « a »
a nemajf jej ani s cestami diive popsanymi. Ke kazdému bodu uvnity oblouku
NM tedy prislusf h(u) + 1 cest. Ponévadi vnitiek oblouku NM obsahuje
% — h(u) — 1 bodi z o7, je celkovy podet cest roven [A(w) + 1] [0 — A(u) — 1].
Tedy uzlovy stupeii souvislosti mezj % 8 v je nejméng roven tomuto &islu,
Odstranime-li nyni mno%inu .7~ o t8tiv z T (n) spojujicich bod oblouku MN
s bodem vnittku oblouku N » lze rozloZit zbylou mnofinu tétiv z T (n)
na dvé disjunktni podmnofiny 7 a - 2, kde 71 (resp. 2) je mnoZina teden
z J (n), jejich? oba koncové body le#f na oblouku MN (resp. uvniti oblouku
NM), tedy které lei v kruhové Usedi uréené obloukem MN (resp. uvniti
kruhové wsede urdené obloukem NM). Protoze kruhovs dsed je konvexnf
mnozina, nemé #4dni tétiva z 1 spoleény bod se Fidnou tétivou z 9.
Ponévad? ttiva MN je v.7 ., tétiva PQ v 75, znamens to, Ze v grafu vznik-
lém odstranénim mnoziny 7y z Gy(n) uzly odpovidajici t&tivam MN , PQ
spolu nesouvisi. Protoge [T ol = [Rh(u) + 1J[n — h(u) — 1), je tento vyraz
roven uzlovému stupni souvislosti mezi % a9,

G

Obr. 2. -

Méjme nyni p¥ipad, fe tétivy MN a PQ maji spoledny vnitin{ bod (obr. 2).
Dokézeme nejprve, fe oblouk N@ (resp. QM) obsahuje aspori tolik bodii z &,
kolik obsahuje oblouk M P (resp. PN). Vime, %e oblouky MN, PQ obsahuj{
po fadé A(u) + 1, &(v) + 1 bodd z /. Necht oblouk MP obsahuje ¢ bodi z <7;
pak oblouky PN, NQ, QM obsahuji po fadé A(u) — q + 1, h(v) — hiu) + ¢,
7 —h(v) — g+ 1 boddt z 7. Pro podty bodd z o/ na obloucich NGQ, MP
plati A(v) — h(w) + 7 = ¢, nebot tuto nerovnost Ize odvodit ‘ekvivalentnimi
upravami z nerovnosti h(v) = h(u), co# platf podle pfedpokladu. Pro podty
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bodt z &/ na obloucich QM, PN plati n — h{v) — 9+ 1=2hu) —qg4+ 1,
coZ lze odvodit ekvivalentnfmi Upravami z nerovnosti n > h(u) + A(v),
kterd rovné plati, ponsvads h(u) = dn, h(v) < Lia. Tétivy spojujici bod ob-
louka MP (resp. PN) s bodem oblouku NQ (resp. QM) maji spoleéné body
s obéma tétivami MN, PQ, kasds je tedy vnitinim uzlem jedné z cest délky 2
z MN do PQ. Pro tstivy spojujici bod oblouku MP (resp. PN) s vyjimkou P
s bodem vnittku oblouku QM (resp. NQ) provedeme stejnou tvahu jako
v piedeslém piipadg pro tétivy WZ. Koneén$ ke kazdému bodu X z o, ktery
lezi uvnit¥ oblouku MP, existuje cesta sloend z tétiv MN » MX, PX, PQ
a ke kazdému bodu Y z ., ktery lezi uvnit¥ oblouku PN , existuje cesta
sloZend =z t&tiv MN, NY , PY, PQ. Tim jsme dokdzali, e existuje takovy
systém cest z MN do PQ, %e 24dné dvé cesty tohoto systému nemaji spoledny -
uzel kromé MN a PQ a kazds tétiva z I (n), kterd mé spoletny bod s MN
(krom& PQ, MM, NN) je obsasena, Pravé v jedné z tdchto cest a v systému
je cesta délky 1. Tschto cest je tedy [A(u) + 1][n — h(u) + 1] — 4 (stupeit
uzlu u zmenSeny o dvé). Snadno bychom zjistili, e odstranénim vsech tétiv,
které maji spoleény bod s MN kroms PQ, MM, NN, bychom ziskali graf,
v ném% uzly odpovidajici t&tivim MN a PQ jsou koncovymi uzly mostu.

Zbyvé jestd piipad, fe MN a P@ maji spoleény koncovy bod N = P.Zde je
uzlovy stupetl souvislosti mezi MN a PQ roven [h(w) + 1] [n— h{u) 4+ 1] —
— 2 — h(u), nebot zmindny systém cest obsahuje viechny tétivy z J (n), kte-
ré maji spoledny bod s MN kromé MM a tétiv spojujicich M s vnit¥nimi bo-
dy oblouku MN (pfedpokliddme, e Q lexf mime oblouk M. N).

Véta §. Hranovy stupess souvislosti mezi uzly w a v v Gy(n) pis h(u) =< h(v)
Je roven stupni uzlu u.

Dikaz. Budeme vétu dokazovat pouze pro piipad, Ze tétivy odpovidajici
uzlim % a v nemajf spoleény bod; pro ostatni ptipady je dikaz analogicky.
Sestrojujeme systém cest z u do v jako v dikaze piredeslé véty, a to tak,
aby zminéné body Y lefely uvnité oblouku PQ. Déle sestrojime pro kazdy
bod L z o lezief uvnit¥ oblouku MN cestu sloZenou z tétiv N , LM, LL*,
L*P, PQ, kde L* je bod uvnit¥ oblouku PQ a kazdému bodu L je ptifazen
bod L* vzijemns jednoznadns. Dile sestrojime pro kazdy takovyto bod L
cestu sloZenou z t&tiv MN, LN » LL*, L*Q, PQ a konedné costy slofené z tdtiv
MN, MM, MP, PP, PQ a MN, NN, NQ, QQ, PQ. Lze dokizat, e takto
doplnény systém cest m4 tu vlastnost, Ze #4dné dv& z cest tohoto systému
nemaji spolenou hranu a %e kazd4 hrana incidentnf s uzlem u je obsafena
pravé v jedné z téchto cest; podet téchto cest je tedy roven stupni uzlu .
Podle véty dokizané A. Kotzigem v [2] je tedy hranovy stupeti souvislosti
mezi % a ¥ nejméné roven stupni uzlu %; protoZe vSak hranovy stupeti souvis-
losti mezi w a v nema¥e plekrodit supeti uzlu v, je mu roven.
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Disledek. Uzlowy ; hranovy stupes; souvislosti grafu Gi(n) je roven m — 1.
Z predeslych tivah vyplyvé jestd jedna vlastnost.

Véta 6. Je-li u uzel grofu Gy(n) a h(u) > 0 ¢ odstranime-l; vdechny uzly spojené
hranou s u, venikne graf o tiech komponentdch; Jednou z komponent Je izolovany
uzel u, kafdd z dalsich komponent je tvotend tétivami’ leficimi wonits Jedné
2 kruhovijch 4sels vylatych tétivoy odpovidagict uzlu u.

Véta 7. V grafu Gi(n) existuje Hamiltonova kruZnice.

Dikaz provedeme sestrojenim’ této kru¥nice, Sestrojime nejprve cestu
po fads z uzla odpovidajicich tétivim 4,4, Ar43, A14,, . cey A1y, 4142,
4245. Déle pro kaidé ; — 2,...,n—2 sestrojime cestu ¢, Po fad§ z uzlg
OQH.O&A&N@M&OF &mamﬂws kA?A: »A?&.xmu ety kAt&:“ AATAIIT »A&+Tﬁu+~. Pak se-
strojime jestd cestu Ca-1 po fadd z uzla odpovidajicich t&tivam Andyy,
Ap14p, Andy a cestu Cy po fadd z uzla odpovidajicich tétivam Andy, And;,

®
A1d;. Snadno bychom zjistili, 3¢ H - U C; je Hamiltonova kruinice.
i=1
Véta 8. Grupa awtomorfisma, grafu Gr(n) je 1zomorfni s grupou symetrii
pravidelného n-iihelnika. .

Dikaz. Body 4,, ..., Ay tvoii pravidelny n-thelnik. KaZdému shodnému
zobrazeni, kterym tento n-thelnik piechdzi v sebe, odpovids zfejmé prave
jeden automorfismus grafu Gi(n). Pondvady hodnota a stupell uzlu v Gy(n)

kterd m4 s obdma spoleéné body, to jest tdtiva spojujici tyto body. V grafu
Gi(n) se to projevi tim, ¥e existuje pravs jedna cesta m&w% 2 mezi uzly odpo-

3

vidajicimi témto t&tivim. Mezi délkami tétiv g hodnotami uzl jim odpo-

nota vnitintho uzlu w zmingng cesty uréuje jednoznadng vzdélenost bodg
tvoticich t&tivy u, ». Protoge délky cest a hodnoty uzli se v automorfismu
zachovdvaji, budou obrazy uzli u a v pfedstavovat opst tétivy vytvofend
jednim bodem a vzdilenost bod# tvoticich tyto t&tivy bude t43 jako vzdile-
nost bodi tvoifcich tétivy « a v. Automorfismu grafu Gy(n) odpovids tedy
transformace roviny, kterou prechdzi mnoZina bodd </ v sebe, piidemz vzd4-
lenosti kazdych dvou body této mnoZiny se zachovavaji. Takovato transfor-
mace je zfejmé shodné zobrazenf, kterym prechdz{ n-thelnik A1ds ... Ay
v sebe. .

Poznidmka. Graf Gx(n) lze definovat i zeela bez uziti geometrickych pojmi,
Budiz 7 (n) mnosina neuspofddanych dvojic zbytkovych t¥d modulo 7.
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Graf Gi(n) m4 mno¥inu uzla 7 (n), pri¢emsi dva uzly jsou spojeny hranou
prévé tehdy, jestlize odpovidajici dvojice bud maji spoleny prvek, nebo

se navzdjem oddéluji. Analogicky by se definoval i graf Gy.
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THE GRAPH OF THE m%mﬂmuﬁ‘ OF CHORDS OF A GIVEN CIRCLE
w&,amﬂ Zelinka

Summary

Let n points on a circle be given and-let us consider the system of chords joining these
points. The graph Gi(n) is the graph whose vertices are chords of that system, two
vertices being joined by an edge if and only if the corresponding chords have a common
point. In this article the numbers of internal and external stability, the chromatic
number and the connectivity degree of the graph Gr(n) are found. The existence of

Investigation of such a graph was proposed by A. Kotzig.

& Hamilton circuit and a theorem on the group of automorphisms of G4(n) are proved.
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