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EINE BEMERKUNG UBER DIE VERALLGEMEINERUNG
DES DEMOULINSCHEN VIERSEITS FUR DIE FLACHE P2,

VACLAV HAVEL, Brno

1. Fir die Fliche P vom Typus 25, wihlen wir das spezielle begleitende
Tetraeder Aod14243, wobei

I

(1) ddo = wf. 4o+ du.d; + dv. 4,,
&H Sw.kﬁcl_n Sw.kmun*l%mmﬁ:kmlﬁlcl\sv.&ﬁ.muu
dA4, ). Ao+ ydv . A; + ew.mw+a+s.%.mr
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mit iiblichem Sinne der Koeffizienten o] = o . dy 4 8. dv; siehe [6], S.
386—2387. Wir beschrinken uns ausschlieBlich auf die Fliche P mit Torsion

h# 41, 42 und mit nichtverschwindenden B, v; es sei noch, wie iiblich,
die Geltung von .

(2) . &+aw+aw+awno, B+ b5 4B+ 8 =0

vorausgesetzt. Im weiteren gebrauchen wir die Methode des Artikels [5]
Andert man die Lage von AeAs, s0 entsprechen sich Agds, 4145 in der Pola-

ritit beziiglich des Biischels gewisser Oskulationsquadriken D(2) mit den
Gleichungen

(3) 2923 — ale? 4 ). (292 — 0

wo mit 4 der Parameter des Biischels bezeichnet wird. Die Quadrik D = D (0)
enthilt den Punkt A und hat also bei jeder geometrischen Fixzation des be-
gleitenden Tetraeders den geometrischen Sinn; vgl. [2], S. 597.

2. Im folgenden betrachten wir die Charakteristiken einer Schar der Quad-
riken D, die den Punkten einer festen asymptotischen Kurve hinzugefiigt
werden; siehe [4], S. 147149, wo es sich um den Fall der Fliche des ge-

wohnlichen projektiven Raumes handelt. Eine solche Charakteristik C
ist durch
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(4) 20,28 — 2l 22=0,
(5) dz®. 23 + 20 d23 — dal. a2 — 21, dx? = 0

ausgedriickt; mit d bezeichnen wir nun das Umm.owobsmoumb: mit ﬁ.me =0 (es
handelt sich nun also um die Schar &y der Quadriken D lings einer festen
Asymptotik v = const). Jeder Punkt P = 29, 4, + 2! . Ar 22, ds 28 . 43
aus Cy erfiillt die Bedingung dP — 4 . du . P, so daB

(6) dP = (de® + (—p + af)a® + ad . 2' + ad.2® + af . 2%)du)do +
+ (dz! + (@ + (—p + al)at + al . 2¥)du)d; -
+(d2? + (.2 + (—p + ad)a® + af . 2%)du)d; +
+ (d2® + (1 + k)2 + (—p + af)a®)du)4s;

daraus folgt, daB

do® = —((—p + a}e® +- ) . ' + o . 2° + o . 2%)d,
dol = — (@ 4 (—p + ad)e! 4 a} . 2°)du,

de? = —(f . a1 + (—p + alja® + af . 2*)du,

de? = —((1 + k)2 + (—p + ad)e®)du.

Nach Einsetzen in Amv,,wo_mﬂ

a2t — (14 Byt
—((—p + aQ)e® +a) . 2" + ol . 2 + ad . &¥P — ((
+ AI.:ol_. a@awwac + @+ (—p + a)e’ + ). 2P?
T (62t + (—p + ad)e + af . )t = 0
und endlich :

(7 —h . 2% — (a) + a3)2’2® + (a! .._| a)e'e® + (—ad + al)ata® 4
+ 8. @)+ (—a) + ad)r®2® — ad . 2% = 0.
Es gilt also die ,

Behauptung 1. Die Charakteristik C,, ist durch (4) und (7) ausgedrickt.

Aus (4) und (7) folgern wir sofort:

Die Charakteristik C, enthilt die Gerade Aods dann und nur danm, wenn
die Torsion der Fliche verschwindet. .

Im weiteren setzen wir b = 0 voraus; wir beschrinken uns also auschliess-
lich auf die Fliche P der Torsion Null. Das durch (4), (7) bestimmte Quadriken-
biischel hat die charakteristische Gleichung

(8) 0 0 0 324 + a + af)
0 —8 32 —ai —a}) —}—af + al)
0 32 —a} —a}) 0 —H—az +ay) | =o.

A af ) —dad ot a) —H—al+ b af
Diese Gleichung hat die vierfache Nullstelle 1 gerade Q.msb.. wenn Cy ent-
weder 1) in eine Kubik und ihre Tangente A¢42 oder 2) in die Gerade Aqd»
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::mNémmaismmoEamm Q&u@mmz . .
. . %g.?ﬁ&m_owdﬁmm.ah iden
oder 3) in zwei komplanare Geraden zerfallt. . . it dods morsmaobv

Aus (8) und (2,) ergibt sich nun die

Behauptung 2. Die charakteristische’ Gleichung des Paares von \nes%mﬁs.emw .

Quadriken aus %, hat eine vierfache Nullstelle.

Wir interessieren uns vor allem um den Fall wr wo der Rang der Hﬁmmmw. |

(9 .

—3(—a} + a?)
l%?«c + a«w
1 0 2 ) 2\%2 3
z(~—a; + a3) —3#—ad + a}) o _

0
—B
0

S oo o
[=J- ]

gleich 2 ist. Diese Situation wird durch

(10) ~a§ +al =0
(11) Sl ad) L plat £ 0
charakterisiert.

p MormMMagm ..w U@s.m OS‘&SQ%@.@E@ Cuzerfllt in die 2weifach gezihlie Q@.@&a
o a&wﬁ 2wei Sss\m&,&sm\m Geraden py, q,, welche sich mit AoAs schuneiden
gerade Sawze die Bedingungen, (10), (11) erfullt sind. ,
Analogische Betrachtungen konnen wir fir du = 0, &#,, C

B 3 Uy

.. ,qy d i
fithren. Anstatt (10), (11) bekommen wir die Bedingungen Do, ¢y durch

(12) . | —80 L B2 =0,
(13) H—80 +83) + .88 0.

Setzen wir also die Geltung von (10), (11), (12), (13) voraus, so kann man -

di ion
e Konfiguration der Geraden Pus Gu; Pos o (der einen und der anderen Ge--

.H@&mbmormum:mb~ . . ..
ey vmm UmEoc._Em,ovmm Smﬁm& im Punkte A, der Fliche P be-

Ist insbesondere
14 Y S - 1
I U A
so ist durch
15 . ;
(18) o —af, b4

MWMMMWHAMM&M@@SQME kMVMHz der (ersten) Wilezynskischen Direktrix gekenn-
nne des ikels [4], S. 396) und aus den Relationen (1

_ . 4 0), (12

M&mww%o .Hmmm des Punktes 43 auf der Quadrik Q,(0) = Qu(0) (wir m.oMnmNSMSHW

1e Bezeichnungen aus [6], S. 390—391). Die Gleichungen (4), (8) haben
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nun die Form %3 — x122 = 0, . (x')2 — a3 . (z%)2 = 0 und es ergibt sich
die Situation, die aus der Flichentheorie des gewshnlichen projektiven
Raumes gut bekannt ist. o A S ‘ o

3. Im folgenden Abschnitt formulieren wir mit einem freundlichen Erlaubnis
von J. Klapka seine Verallgemeinerung eines Bompianischen Satzes, die
er mit Verwendung der Begriffe aus den vorhergehenden Absitzen abgeleitet

hat. . , .

Behauptung 4. Die Wilczynskischen Direktrizen sind Quergeraden beider
Diagonalen des Demoulinschén Vierseits. ’

Ein interessanter Beweis fiir den klasischen Fall der Fliche (mit passenden
Einschriinkungen), welche 'in gewdhnlichen projektiven Raum eingebettet
wird, ist in [1] und [3] gegeben. Diese Behauptung gilt aber auch im Falle
der Fliche vom Typus P2,, welche die Bedingungen h = 0, B £ 0 y £ 0, (2),
(10)—(15) erfullt, wenn man die Wilczynskischen Geraden nach [6], S. 396
und das Demoulinsche Vierseit nach der Definition aus Abschnitt 2 verallge-

meinert,
Beweis (nach J. Klapka): Fir die beiden Geradenscharen von D gelten

die Q_&ormsmm: (in lokalen Woou..&b@amsv

(15y) : 2= 2.xl, 22 = A.x3,
(152) 2 = p . 22, rl = pu .3,
A, u sind zugehérige Parameter.

Die Eckpunkte des verallgemeinerten Demoulinschen Vierseits haben
die Koordinaten ,

0 = g . mm, 2l = ¢ .m, 2= ¢ .n, z3=1,

g=1, &=1, a=aa n=|agp, »=/|06Y.

(In-der Tat liegt die Gerade aus der ersten Geradenschar von D auf der Quadrik
(7), wenn xl:23 = ¢ . <A9w\mv und das analogische gilt fiir die Gerade der

zweiten Geradenschar von D, wenn 22 : 23 = & . ﬁ\@m\i gilt. Daraus ergeben
sich schon die Koordinaten der Eckpunkte). :

Die Diagonalen d;, do des Vierseits gehen also durch die Eckpunkte M; =
= (mn, m, n, 1), Ny = (mn, —m, —n, 1) bzw. Mz = (—mn, —m, n, 1), Ng =
= (—mmn, m, —n, 1). Die erste Direktrix AgAs scheidet aber d; bzw. ds im

Punkte My + Ny bzw. My + N und die zweite Direktrix 414» geht tatsichlich
durch die Schnittpunkte M; — Ny, M3 — N3 der Diagonalen mit der Tangen-
tialebene, so dass die Behauptung bewiesen ist.
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