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INTEGRALE VECTORIELE DE Ub.zumbr

IGOR KLUVANEK, Kosice

ere les opérations plus général

~ . . g ©S, notamment celles dont,
H.MM <&M:€ mm%mnzoﬁsmso 4 un espace de Banach, il est naturel de généraliser
wmwmonngmba aussi la notion de Pintégrale de Daniell. Le but gy travail
Présent est de donner une théorie de Pintégrale de Daniell généralisés de sorte

M“N.Mmm valeurs de Pintégrale peuvent appartenir 3 un espace de Banach
raire. Nous montrerons que Ig Plupart des théorémes valables pour

mettants Jeg applications diverses.

Huﬁ.:ﬁ développer Ia théorie de Pintégrale vectorielle de Daniel] nous nous
Mmi:wo:m d’une .@&@%»\mﬁoa »vectorielle” de 1 méthode de F. Riesz @&mmunmw
EMMM mm La boSM: Q.w Pintégrale vectorielle de Daniell g été introduite dans [2].
- H.mw@owmﬂw, :M nmzz. .&omEmo:w de théorémes on s’est servi de Pintégrale
o o M o:owho:. d’ensemble, par conséquent la théorje de Pintégrale
- .armowmovmm ku .mﬁ\mz HQ.:,\@ Qm:.m cet S.m,vo% n’intervenait pas. L’avantage
do fonatin o, in mmw.m e de Daniell consiste en possibilité d’éliminer la notion
do Vit =m¢§._x e. Nous ..Qozzmwo:m ici une application de I, théorie

. mm.wm e <oom.osm:m de Daniell 4 la théorie de Ia mesure vectorielle,

- Mﬂ.zgmub vmm WE&MH.&@ vectorielle de Daniell est en rélation étroite avec
o ion om mntégrale vectorielle gy sensde N. Bourbakj [3]. Cette derniére
QM Mos o_m.a Q.:so %m&m Hw:wm Special, ce qui n’est bas essentiel, quant ay domain

application considérée. ] ne consiste que de fonctions continues 3 support.

de certaines fonctions peuvent appartenir au second dual de cet espace ou bien
4 un espace encore plus vaste. Au contraire, nous examinerons les prolongements
les plus vastes possibles de intégrale donnée ne sortant pas de I’espace donné.
La specialisation aux espaces de Banach hous permet d’obtenir les propriétées
plus détaillées de Pintégrales considérées surtout d’énoncer les théorémes
du type du théoréme de Lebesgue et de celui de Beppo Levi.

1. QUELQUES LEMMES SUR LES SERIES

Soit X un espace de Banach et X* son dual. Soient E; C X, i=12, ...
On dit que la série = B, est convergente (fortement) 82@:& la série 32 .,
converge fortement pour la choix arbitraire des z; € B;. On éerit B — oL,
pour B = {z: 2 = ey, L e, =12, . 4. L’ensemble & est appelé somme
(forte) de la série Dok La convergence faible et la somme faible de la série
d’ensembles est définie analogiquement.

Pour £ C X on dénote IE|| = sup {||z] : = €K},

1.1. Lemme. Etant donnée une série = 10; convergente d’ensembles non-vides,
on a __M“.ung@,.__i 0 pour n— o et encore :M.,Mgu:@s.zlv 0 pour n—> o, m-—> co.
Démonstration. En supposant qu’on n’avait pas || el = 0il existerait
un nombre ¢ > 0 et une suite croissante des indices {n;} de sorte que
| 2720l = 36 pour J=1,2,... On peut alors choisir les éléments %, €8,

i

de telle maniére, que :me.sﬁ..s l=26,j=1,2,.... 1l en découle ﬁmwm.maocom

des nombres k; > 0 de sorte, que

ny+ky .
:M%:::W%w J=12,..
i=ny

Posons j; = 1 et si le nombre Js pour s =1 est déterminé choisissons le
nombre j,, , de telle maniére, qu’on ait j,,, > Js €Y my > 4 k; . Pour
abréger nous écrivons my, =mn;, et |, = k; . Pour m; =1 < m, + I, posons
Y= Tim, s =1,2,.... 8l n’existe aucun s=1,2 ... tel que m; <1<
= m; + I; on choisit y: € H; arbitrairement. ]

La condition de Cauchy pour la série i=1Y; n’est pas remplie, parce que
pour chaque = il existe m; > n et | Dyl = 8. Alors, la série > 21E; ne peut
point converger. :

La second moitié du lemme découle immédiatement de la premiére.

1.2. Lemme. 87 la série 25.B; est convergente, la série D2 E; Uest aussi.
(B dénotant la fermeture de 'ensemble £ C X pour la topologie forte.)
Démonstration. Soit z; €B,i=1,2, ... . Etant donné k > 0, il existe
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Y€ H8; de sorte que |jz; .
Yl < k12 1, série >
2w S ! i i—1Y; converge;
: MN = :u M\s \nWm Suite {z;} remplit la condition de Om:oww ME vertu Qmm E:Moﬂo. »
i, M.Ewh ) =+ =1, Alors, ga limite z exigte, Soit & > 0. Soit k assez e
M T — 24l < Je et k-1 < 14, g ,
. 3. D01t encore n, te]
on ait |flz; — M:na\..: < fe. Alors, poursn > g4 on g ¢ S peurn "

_sfmsﬁﬂwzﬁfi§fm$f;m$;MsTQ
i=1 i=1 iz " .

L.3. Lemme. §;, Série >
A erie p ;2 B, est faib )
P o e i~14; est faiblement convergente et () €, i=1, Z5iaa,
" Dém i g
o HUMMMS%SO.F meo une conséquence immédiate dy lemme D’
N ,.x. e.z :.M qu'a démontrer, que pour la choix arbitraire deg ek,
et 211 SOI convergente fortement. Majs d’aprés Phypothése ¢ ﬁ,ba
verge faiblement aygg; aprés avoir remplacé quelques-uns de mm
- es

termes par z¢rq Le lemme g° i
, e d’Orlicz et de Petti Sord
assure I convergence forte de cette série, P Mhdontine L

1.4. Lemme Solent E,
: . in CX Ock t=1
Razh e et & s Rl T n=12 .. Sy
Yo Maa&m. W: = il pour n — L2 . o Vexistence de f — M@Weﬂg
s = 2in-1E;, pour chaque réarangement de g série doubl, o i
simple et encore f — o (2w B, T e e
Um\ £3 . . = \MS )
- HMJoMm\:@Sw:. O.z voit facilement que & est la somme faible de la sér;
omwm.ou Hm ; Mm carangée arbitrairement, Parce qu’on g ¢ €k, , d’apresle lemme 1.3
converge aussi fortement. Qr. | 2ible .
EH - Ur, la somme fa :
S€rie convergente fortement; coincident. T.a mmoo:m;:m ety o e

on démontre pareilloment, € assertion du lemme

2. INTEGRALE adwo.HOwdehm DE DANIELL

2.1. Soi i
018 P un ensemble non-vide arbitraire. Soit L un espace de Riesz

de foneti §
ons r . dactod 1
avee ] .m\mmmm rﬁ.ﬁ P, ¢ est-a-dire 7, egt un ensemble de foneti
€8 propriétés Suivantes: i ozmmﬁ.w

@) fifoel » ,
5 \wm M iy .m&h\w +efoecl (¢1, c2 réels);

Nous nous servirons deg notationg AV Jo = YA+ fo+ 1A £ i
- s J1 2 =

”mCer\,mf‘\.’ o S .
AAhel ﬁowmmswbww_mv.m\w. Vo, f-= (—=fyv o. Evidemment, on afiVvfe,

L+ signifie Pensemble de toutes les fonctions feL f=o
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Nous écrivons f, J si pour tout p e P on a Jlp) = lim,, fu(p) et fy 2= fun
pour » = 1,2, .... Les notations f, ~ f et Ja— f auront un sens analogue.

L’espace de Riesz L est dit o-réticulé si pour toute suite {f,} de fonctions
€ L majorée dans L on a aussi Supy fp = lim, \/?_ f. e L. L'espace de Riesz L
est o-réticulé si et seulement s'il contient la limite de toute suite { fa} con-

vergente de fonctions de L majorée dans L.

2.2. Soit X un espace de Banach. On appelle intégrale vetorielle de Daniell
sur L avec les valeurs dans X (simplement intégrale vectorielle) chaque
transformation [ : [ » X jouissante des propriétés suivantes:

(1) I{eify + cafe) = ellfy +- calfs pour f1, Joe L et ci, co réels.

(2) OnalIf—~o0 lorsque fa~ 0, faeL,n = 1,2, ...

On appelle intégrale vectorielle faible une transformation 7: L » X avec
les propriétés (1) et

(3) Pour tout z* € X* on a ¥ fn— 0 lorsque Jan 0, fae L, n =1, Deves s

Evidemment chaque intégrale vectorielle est en méme temps une intégrale
vectorielle faible.

Etant donnée une transformation 7: I, X pour tout f = 0 nous posons

LN =p:lol=fipely, IUH)={p:p<f geL.

Une intégrale vectorielle ou intégrale vectorielle faible I sur L est dite
saturable si, pour chaque f e L+ et f, € L+ avec Omifu =, la série v dfs
est faiblement convergente.

On dit qu’une intégrale vectorielle (intégrale vectorielle faible) I sur L avec
les valeurs dans X est faiblement relativement compacte si, pour tout fe L+
Pensemble I(L, f) est faiblement relativement compact dans X.

2.3. 8i X est 'espace de tous les nombres réels ou complexes une intégrale [
sur L avec les valeurs dans X s’appelle intégrale scalaire. Lorsqu’on a If = 0
(en conséquence If est réel) pour f € L* Pintégrale I s’appelle intégrale positive.
En ce cas il s’agit de I'intégrale de Daniell proprement dite. )

Pour deux intégrales scalaires et réelles J- 1, J/2 nous écrivons J;

feLtona Jif < Jyf.

D’aprés [5] chaque intégrale scalaire est relativement bornée, c’est-a-dire,
pour fe L+, I'ensemble I(L,f) est borné. Il en découle que pour chaque
intégrale scalaire J/ existe une intégrale positive J telle, quon a |If| < Jf
pour f € L+. Nous désignons par || la plus petite intégrale J jouissante de cette
propriété. L'intégrale positive |1 s’appelle variation de Pintégrale 1. Lorsque I
n’admet que les valeurs réelles on a HIf = |[I(L, f)| pour f e L+.

Dans la théorie classique de l'intégrale de Daniell (cf. [1], [5], [6], [7])

on démontre le théoréme suivant:

= J2 si pour
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B @5& &\23&@ une s..imm:.&a scalaire Iy sur Lo 1l existe un espace de Riesz I, D 7,
une wntégrale scalgire 1 1 8ur Ly telle que I, f = Iof pour f ; ;

suzvantes ont liey: € Lot les propasitions

Amvhya,aﬁs ;
dane 1 m%&%@i@%« pour la seminorme W= (1) f1) et Ly est dense

(b) Si fo e, Ju ~ f et 811 exis
s Ja le une constante K telle que (I, <K
feliet tiCal\avlv 0 e, par SSumﬂRgmu, Lify— 1.f. e Sl 5 Kot

(¢) 8% fo € Ly, geln, |ful <g e&fo>f ona aussi f e Ly et I f, > Iif.

Dans ce qui suj iti
o qui sui o:.moszmnm les conditions sous lesquelles Jes Propositions
gues ont lieu aussi pour les intégrales vectorielles.

de Banach X L’inté i

; grale faible I est relativement bornée, c’est-3-die |
mﬂmzw I(L, f) est borng dans X pour chaque fe [+ T cesiindie Ten-
- MoMWMMWmMoEQSMM z* € X* Pensemble Z*I(L, f) est borné d’aprés 2.3
¢ du théoréme bien conny affir t e
dans un ¢space de Banach faj ; et suse pong 1y o oble
aiblement 8 T’ i i
Bt Ve e 1T, 7y oo il ent borné I’est aussi pour la topologie
Pour f & L+ on pose 11 = 7z, fy.

De ce que nous venons d’établir il découle que [lZ]|f < oo pour tout felL+

2.5. Soit I une ings, ) )
égrale vectorielle faipl
des s O (o i Jaible sur L avec les valeurs dans X. Chacune
vectorielle forte, c’est-g-dire pour qu’il ait liey (2).
() 1 est saturable

?v 1 est relativement Jaiblement compacte.

(iii) L est o-réticulé.

(V) X est un espace faiblement complet d’aprés les suites, ¢’est-q-dire chaque

suite d’élements de X ) )
e & Jondamental pour la topologie Jaible est Jaitblement con-

‘M%o mEaM {fu} mmouommmmsem et tendante vers 0 dont les éléments sont tirés de 7,
mmeﬂwﬂmwm %m& a ou ou 1 pour t=1,2,... on a 2 milfs —fu) Sfi. 1 mm
ooz<m~.®mznmvuwm “Fﬁooﬂrmmo que la série 22 md( fi — fii1) est .WE.E@E@S&
¢. Le lemme d’Orlicz et de Pettis entrai
Be 1 ne la convergence f
de me mMn\:w e d( \@ — fit1), d’0lt notre assertion. senee forte
©5 démonstrations pour Jes conditions (i), (iif),

on Svidentan. (iv) et (v) sont analogues
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3. COMPLETION D'UNE INTEGRALE VECTORIELLE

Dans ce n° soient donnés un ensemble abstrait P, un espace de Riesz L,
de fonctions sur P et une intégrale vectorielle 7y sur Ly avec les valeurs dans
un espace de Banach X. Le but que nous nous donnons est de démontrer
pour Io une proposition analogue 4 2.3 (a). Il existe une intégrale vectorielle I;
sur Ly telle qu’on a Lg C Iy, I; J= Iyf pour f € Ly et si nous définissons semi-
norme |[fl = 11](/f|) dans L, alors L; devient un espace complet pour cette
semi-norme et Ly un ensemble dense dans L.

3.1. Un ensemble E C P est dit négligeable pour I, {simplement négligebale
si aucune confusion n’est & craindre) lorsqu’il existe une suite {fs} de fonctions
de L] telle, que la série Dmilo(Ly, f,) soit convergente et la série O iJap)
diverge pour tout p € K. ) .

En vertu de ’égalité Io(Lo, fa) = Io(L], fa) — In(Lg, fa) pour que la série

ne1loLy, fo) soit convergente, il faut et il suffit qu’il y en ait de la série
MMoNHNoA.Nﬂ ’ .\.Sv.

Nous nous servirons du terme traditionel »Presque partout* (p. p.) en indi-
quant que le fait en question subsiste partout, sauf peut-8tre en tous points
d’un ensemble négligeable.

I1 est facile & démontrer que 'ensemble négligeable pour o est aussi pour
toute intégrale scalaire z*J, avec z* € X*,

Lemme. On o [|Iofn] = 0, lorsque f(p) ™~ 0 presque partout (cf. [1] n® 61).

Démonstration. D’aprés ’hypothése il existe une suite {gn} CL{ telle
que la somme > 1(L,, g,) existe et on a 2m=19a(p) = 00 pour tout p dont
on n’a pas lim, fu(p) = 0. Observons que I’ensemble a~1lo(Lg, 9,) est borné
parce que d’apreés 2.4 Pensemble > 1,(L,, g,) Vest et en vertu du lemme 1.1

on a __Muousibxh? gl — 0. :
Etant donné ¢ > 0, en multipliant g, au besoin par une constante, on peut

supposer que || > I(L,, g,)| < e. Cela étant écrivons
Mofall = IHo(fa — .MHSVL_.__ + Mo(fn — M_.Svn__ & __MW%@.:.

Evidemment (f, — Mw =10:)" = 2i19: et Lo(Lo, D7 4g;) C MwnuNoAhcu i) par
conséquent |[To(fp — >*_ g)" || < e. On a aussi I128-11ogill < & Mais (f, —
— D119t 0, alors Ho{fn — i~19:H1— 0. Il s’ensuit que lim sup, ofall =

= 2e. Or, ¢ étant arbitraire, on a limy, [|[Iof,|| = 0.

3.2. Dénottons par Ly I’ensemble de toutes les fonctions J réprésentables
sous forme f(p) = > \f.(p) p. p. ou fn e Lyt et DmeilolLy, f,) converge.
Pour la fonction f de ce type nous posons I f = 2w dofn-
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Il 9’ensuit de I'hypothese que la série o
e

, comvontior o) Hofy converge. Alors, pour _mwmegmw

te, il nous reste 3, démontrer que la somme o Lof, ne dépeng
3 3 e " n
- Or, d’apreés 1a théorie de Pintégrae

e’ ) POUT tout g% ¢ xx 1, valeur de la somme o ¥ f, est,
i .

1 éri
4 méme pour chaque série de fonctiong Jo €LY avec f(p) = S Julp)
- n=1Jn\P Hv p.

= E; fonetion en uestion,
\mhﬂs%mmwm%wsw Wo CLg, Ly 4 Lic Li et ely C Ww %9“ c=0. P

\mho ¢ if = Lf; pour fi, foe I, ona I(fi 4 f) = 1, +he b pour

Yoo 0oma i i 1 2 #h + 13fs et pour

On a encore Liy Ly ClLiet .M.L ANLirCL, .

H0:~ q@ﬂummH OO&,&@;mu:,_m_@mmmm_,&—::@:<~mm m::m;®=N _::C‘ 10ns M~m~\~ brv—.@
m .\.v 2

on = Y
a f(p) Zneifulp), 9(p) = 2w 19.(P) . p. ot Jusgn € L] et 2oL, £,)

ne1lo(Ly, i
M: Ho(L, 9,) existent. Posons hy =fiVygiet k1 =fiAgiet pourn =2 3

n—1 n—1

by = A.W_\S< (290) — (2V (Sg,
1 i=1

T=1 i=

2 n n—1 i
BN G~ (S a S,
= . i=1

Evidemment, P, & +

€Ly, 3% h(p) :
P-p. On a =1"lP) = fp) V g(p), S k,(p) —
9§8$M?+§$§M?+?§QEJ%QQRX@
u§

IT .N.OAN s t -
0, Jn) et Io(L, kn) Clo(Lo, fy) + Io(L,, gn). Tl S’ensuit, que les sommes
\>umb

n=1l, - i
MZ,H%Q.\? k) et M:HHNQE? k,) existent, d’olt f\/ ¢
HLo ons @.:m@oﬁ..xmhwu pe L], P=fonaf_ : L
h“ :o\wmewob Iy(Ly, f) a un sens évident, ren
. ¢ ation 1y(Ly, f) CIo(LF, f) Pour tout L
Immédiate de |y définition, ‘ s

, ,
1 est une conséquence

3.3. mo# fe€Li Le sens de f, soit Je
¥ €Ly, Si nous bosons ¢ —
pour n — 2,3, ... en tenant ¢

méme comme Sous 3.2. Soit 0 < ¢ <

? A Ji et par Téeurrence Pn = (g — M‘.TM A_w \% g

aurons g(p) = e ) ompte de I'inégalite P(p) < Yo .
= Msnuﬂa.@v P-p.Ona ¢, > 0, alors d’aprés le | 17

HMsuN e ( ; = emme 3.1 Jyp —
n—1do@ s’ensuit; 7, hod : 5
» oLy, f) C netdo(Lg, fu). D’une maniére m:@_MMEw

Io(Ly, f — 2eifs) Cox

o, ~1f; n=mi1lo(Ly, £,)

d’aprés Io Jom, ‘on & [Tyt e PO m=1Lg,. ‘

iy WmWMS\w% Im:~ No:hm“r Ho(Ly, f — 2r I > 0 et en ,dwn:mww MMOMMM
=1l = Lo(Lg, f — i=1/0)ll on a augsi :N&h?\IMsL\,:Tvo

—~ 9l < e. En e ol oo ane g = et 1y(zy, p
effet, on p m qu'a poser g — 2B Ji pourm m:wmmMEL_mmM mMmME
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3.4. Lemme. Pour toute suite {fu} de fonctions de la classe Ly tendant en dé-

croissant vers O presque partout on a lim, I1f, =0
Démonstration. Soit & > 0. Pour toute fonction Ja choisissons une

fonction g, € Ly, gn < fa, de sorte que (L, f, — g,)ll < 2—7e. Posons’
ba == Nj_ 1g;. On aura 0 < hy < fo, fo — bn < 2ialfi — g;) et par conséquent
3fo — Lohal < e. Evidemment, on a ha(p)x 0 p. p. D'aprés le lemme 3.1
on & [[Lohn|| = 0. 11 S’ensuite que lim sup, Hxfull < e. Or, ¢ étant arbitrairement
petit, on a lim, ||[I1f,| = o.

3.5. Lemme. Soit {f,} une suite de fonctions de Ly pour laquelle > 1.(LY, f.)
converge. La somme 3> | f.(p) existe presque parout et st f(p) = D wrafa®)
presque partout on a f € Ly et Inf = 2o dif,.

Démonstration. Nous avons falp) = 232 falp) P p. pour fuelL]
avee la série > T (LE Jui) convergente. Evidemment > dy(Lg, ) C
CIiy(Ls, fz). On a Iy(Ly, fu) CI(L§, fu) ce qui par hypothése en vertu
du lemme 1.2 entraine la convergence de la série > I1(La, f,) et celle de la
série > (32 I(L,, Jui)). D’aprés le lemme 1.4, on peut réarranger cette
derniére série arbitrairement en une série simple. In en découle la convergence
p.p- de la série > f .(p) et si 'on pose f(p) = > _ f.(p) on a fels,
flp) = MMour\s@v pP.p. et Iif = MMS.MHNQ.\,.S& = MWHHAMMMHN?\.E.V = MOMHNW\.QT

3.6. Soit L; Pensemble de toutes les fonctions % exprimables sous la forme
h=f—gpourf,ge Lyz. Pour une telle fonction nous posons Ith = Iy f — Isg.

Pour légitimer cette convention il faut montrer que si fi — g; = f — gy
on a Iify — Iigy = Iifs — Ings. Or, sous cette hypothése on a fi + g, =
fotg et par conséquent I3fi + Iigs = Iife + Ligy, d’ott Vassertion.

Lemme. Lorsque he Ly, h = 0, étant donné ¢ > 0 on peut choisir la dé-
composition h = f — g avec fs 9 € Ly de sorte qgu’on ait Ha(Ly, g)l| < e.

Démonstration. Pour choisir ainsi f et g, on naura qua partir d’une
décomposition % = f; — g1 pour laquelle notre condition n’est pas encore
nécessairement vérifie et de choisir une fonction @ e€L; de sorte qu'on ait
eMnggﬁSIETQ¢%wsapgﬁmuﬁlﬁxublﬁ
On vérifiera facilement que f, g € Ly,

3.7. On voit facilement que Ly CLy, Ly Iy CLy,cly C Ly pour tout ¢ réel.
Lorsque % € I; on a aussi |kl € Ly, & savoir si k= f — g avec f,g e Lz, on
alkl =fVg—fAg avec FV g.fANgeLl;. Cela signifie que la classe L
constitue un espace die Riesz.

L’application I; sur I; est linéaire, c’est-a-dire elle jouit de la. propriété (1)
de 2.2. Pour feloona I1f= I, J- De la théorie classique de Vintégrale scalaire
il découle que 2*I; est une intégrale scalaire pour tout z* ¢ X*. Or, Papplication
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Nm est une Intégrale Vectorielle faible sur Ly. Nous alons démontrer qu’elle
Pest aussi ay sens fort,.

Ha\EEo. (L, f) c Lo(L¢, f) pour tout f € Ly.

\UmEo:mameo:. En vertu de 15 rélation Il f) C 1o(L§,f) on n’a qu’a
~démontrer que I(L{, f) c 1Ly, ). Envisageons, 3 cet effet, une fonetion
@ ..mN\T 05 < £ D’aprés la définition de la classe Ly on peut choisir une
“Suite msi de fonctions de Ly convergente vers ¥ Presque partout, hm.mina
{pu} ot y, = (OV @u) A f tends aussi vers g presque partout. On g Yu € La
0=y, <f En vertu du théoréme de Lebesgue pour Jes intégrales scalaires
(cf. 2.3 {c)) on g 2 g = lim,, z*hy, = lim,, z*I1y, pour tout z* ¢ x=
Alors Ip appartient & Ig fermeture fajple de ﬁm:mmEZm 1Ly, f). Or ama.
.,mzmﬂ.sim étant convexe, ses fermetureg faible et forte oom:o_.mgm.v v

a.w\mcnwam. L'application 1 1 €St une intégrole vectorielle (forte) sy L.
Umesmﬁ.mio:. Nous n’avons qu’a démontrer que pour toute suite {ha}
de wo.:oEo:m de I, tendant en décroissant vers 0 partout on g lim, 1,4, = M
<oWo§ @g&” “sa ~ In, ow Jrrgne Ly et Ly, gn)) < 22, 1] e découle la con-
8@%8 e la série n=1{2(L1, g,) et en vertu du lemme 3.5 celle de la série
H&u%:@v P- . On a alors lim, g,(p) = o et aussi lim,, Jalp) = 0p. P- Observons
,@\: on w aussi [[I(L], 7l A\wlau ¢ qui découle du lemme, Si nous posons
;W: ~H Ai<1f;, on 955. k&, M_\w M.\.:‘ow, :E?ha& =0 p.p. Alors, d’aprés
¢ lemme w.A\os a lim, Nw? = 0 et comme on Jo—Ffi<g,on a aussi
lim,, nL(f, — Ja) = 0d’on il s’ensuit que lim,, Iify = lim,, (Iof, M. N:HQ: — )=
== 0. Comme on a évidement lim, lig, = 0, nous ogmBOMm le résultat mwmmwm
lim, 14, — lim,, afn — 119,) = 0.
. w.m. Srme.wgo. Soit {h,} une suite de fonctions de L telle que la série
o T KWH s hn) comverge. Iq série. 3= k. (p) converge presque parioyt (par
.ﬁ&%WoM« W Mc ) et lorsque h(p) = ne1Pn(p) Dbresque partowt on q b Ly et Ih =
— n=1+1/p .
UmEo:mﬁ.mioz. Posons 4, = fau — gn avec Ju, gn € La et H2(Lx, 9a)l <
< 2% 11 S’ensuit que la série MM.MHNWANF gn) converge. ~O= a \w % by 4_[ 9n

% o:\ ~.~ Qmoowim que Jy(Ls, f,) CIi(Ly, hy) -+ I(Ls, g,). Cela entraine que
a série n=13(Ls, ) converge. Le lemme 3.5 implique Pexistence p- p.
des sommes 37 fu(p) et 272194(P) et si nous Posons f(p) = 3 . f.(p), g(p) —
. Zn=194(P) p.p. on a frgels et Iif = MMoqu\f Lig = S Lig,. Il en
~découle toutes les propositions du théoreme m:o:om.u ) e

Corollaire 1. Pour

’ quun ensemble s0it négligeable Iy 4l ;
~qu’il le soit pour I . " pour fo i faut e 41 %Q\\&
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Démonstration. Comme Pintégrale I, est une prolongement de 1y,
tout ensemble négligeable pour 7, l'est en vertu du lemme 3.7 et 1.2 aussi
pour ;. L’assertion opposée est contenue dans I'énoncé du théoréme.

Corollaire 2. Sous les hypothéses du  théoréme on o |k — Driah) >0
(cf. 2.4). ‘

Démonstration. Nous avons a démontrer que MLy, b — k) =0
ce qui est équivalent a ||I(LF, h — 2kl 0. En vertu du lemme 1.1
il suffiit de démontrer que ILi, n— iwth) C 35, (L], h). On deé-
montre cette derniére rélation d’une maniére déja utilisée sous 3.3.

3.9. Théortme. Si on pose ||fll = |L(If]) pour fely la classe L, devient
un espace semi-normé complet pour la semi-norme ||.|l. L’ensemble Ly constitue
un sous-espace dense dans L.

Démonstration. Nous omettons la vérification que la fonctionelle .||
est en fait une semi-norme.

Soit {fs} une suite de fonctions de L; pour laquelle lfs — fall = 0 quand
7> 90, m—> oo. Choisissons les indices m, < My < ... de fagon que pour
% >my on ait ||f, — f. |l < 2% Alors en particulier |f,, ~—— ol < 275,
Grace au théoréme 3.8 cola entrainé la, convergence p. p. de la série il frn () —
— Jfum(®)! done, 3 plus forte raison, la convergence p- p. des séries Dii(f (@) —
— S (PN et 2l Srea(D) — fr(D))~ vers des fonctions appartenantes a L.
En désignant par fa(p) et ka(p) leurs sommes respectives posons f = S +
+th—hs. Comme on a |f—f |<h Zi-ilfu — fu)t + ha —
— 2l — Jm)~ le corollaire 2 du théoréme 3.8 entraine que ||I/(]f —
— Jmel) = 0. Il en découle d’une fagon évidente que IIf — fall > 0.

11 nous reste 3 démontrer que Ly est dense dans L. Soit b e Ly h=f—yg;
J> 9 € Ly. Etant donné ¢ > 0, on choisit @, v € Ly de sorte que Ho(Lg, f—
—oll < e Ly, g — P)l. < &. D’aprés le lemme 3.7 on a aussi (LY, f — @) <
<e et |Iy(L],g—y)| <e En posant y = @ — y nous avons |h — 5 <
=17l 1o — yl ot |1, h— )] < 2¢ et par conséquent [ — p|
= [2(Ln, [h — g))] < 4.

La convergence d’une suite suivant la semi-norme introduite dans 1’énoncé
du théoréme est appelée la convergence en moyen. De la démonstration
du théoréme il découle le

Corollaire. De toute suite convergente en moyen on peut tirer une swite partielle
convergente presque partout.
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Nous conservons leg notations du n° 3,

HHH@ONOEO. .M our ng NSQQ\NQQ:&NQ GQGNQ» SNNNQ N_ \m
sot %m«s@%&wwﬁ SN .\.a«gw el SN %g.\. 13

o mzm,@owow alors que EW&%&@ Iy soit saturable, En supposant pne Ll
= —_ 2 Sri oo o
- Fwﬁt Mpﬂ:ﬂ:wﬂawmﬁ e hc” Ia m.mEm ne1lo(Ly, @,) est convergente en verty
.0 2o et du fait quielle Pest faiblement d’aprés Phypothése de I
turabilité de Pintégrale 7. . o
Cela, & .
ela étant soit, f, I, feLliet Drfs < . Soit F= 2% o avee pre Ly

et la somme See (LT .
k=1lo(Lg, gx) existant. Définissons 1 i ¢
currence en posant ‘ es fonctions g, par ré-

k—1 n—1
Pk = (fp — ‘.Mﬂeiv AApr — 3 o)
i= =1
pourn =12  .p__
sk=1,2 ... . (Par la somme _1nous comprenons le zéro.)

U: bt it ? el oo > %
4%, qu'on g Mgﬂ\s = Mals\n on déduit Ppar induction que f, = MM. 1P
=1%n

@o:fsﬂfw,:.w id o0 5 <1,
ot 1.4 que videmment 3% o M k- Il s’ensuit d’apres les lemmes 1.2

§WHHNQ.\.3 ”M M.Nces‘\n = M M‘Ncﬂ»;q mW.NoA.Nwm‘u eu&v.
k=1

Fr=1k=1 k=1n=1
Emw.mu la somme 2midyf, existe.
oIt maintenant ha € LT pour 5 — 0,1,2,... et Dby < k. Ecrivong

M@MmmamMﬁl Mﬂamw:wo .\s.. on € Ly mas WLy, ga)l < 2. La somme 2l n
%@N_.memswm%mo , MMSBE.@# mo:o :uHNm@: existe, il nous reste a Qmsoimoa
—— mme 3> Isf,. ﬁmm:,wm le lemme 3.5 Iy série > u(p)

8¢ P.-p. et sa somme appartient & Li. Alops Drte S fo + g mNH

2

De ce que nous Venons d’établir i] s'ensuit que T Loy, £.) existe Du
’dn *

"=

- .O < 1 . oo -+
] .
.~®~H:HH® 1 2 H_ &@ O:—@ aussi .~ @uﬂHm&m& 1ce Q,O ~m. Somme n=1 NOA.NO ) .\w«v , Ce @ ul

156

. Intégrale I; soit saturab] il est,
m : ; » po e 1l est,
videmment, nNécessaire que Pintégrale 71, 1, soit. Nous allons démontrer

Iyf,. Notons encore que d’aprés le lemme 3.5

implique lexistence de > |
appartient 4 Lz et par conséquent la somme

la somme p. p. de la série >:° . f,
p- p- de la série >3 %, appartient & L;.

4.2. Théoréme. En supposant Vintégrale Iy saturable toute série DS
de fonctions de L telle que Do by < ho pour ho € L converge vers une fonction
de L. Lorsque Mp) = >k, (p) presque partout on a Iih —= > Lk, et
Mallth — 3% 1h) > 0.

Démonstration. Nous avons déja démontré A la fin de la démonstration
du théoréme 4.1 la convergence p. p. de la série Db, (cette convergence
ayant lieu, évidemment, aussi partout) vers une fonction % € I et la rélation
Lih = 3% \Lk,. Par conséquent la série D LI, h,) converge aussi.
Mais on a Ii(Lf, h — ieih) C 22l ALf, B, ce qui implique que
(LS, b — 5% k)| >0 (of. lemme 1.1). D’aprés la définition ||7.fj(h —
— Dimily) = II(Ly, b — fth)ll < 2UIyLt, B — i=1k)l, d’ott notre asser-
tion.

Corollaire. En supposant Iy saturable toute suite {fn} monotone de fonctions
de Ly majorée dans Ly tend vers ume Jonction de Ly. En désignant f la Limite
presque partout de {fn} on a |[Li(f — fa)— O. :

Démonstration. La série i A remplit les hypothéses du
théoréme d’oti notre assertion découle d’une fagon évidente.

4.3. Théoréme. En supposant Iy saturable lorsque les Jonctions f, de Ly con-
vergent presque partout vers une fonction I et que de plus, il existe une fonction
g € L de sorte que |f,| < g pour tous n, alors, la fonction f appartient aussi & L
et Iifo— Inf, \Li(If — fal) > 0.

Démonstration. En posant g, = limy (faV farr V ... V fatm), hp =
=limg (fa A fas A ... A Snim) d’aprés le corollaire du théorsme 4.2 on a
gns hn € L. La suite {g, — hn} tend en décroissant vers 0 P- p. et la suite {g,}
tend en décroissant vers f p- p. Alors, d’aprés le corollaire du théoréme 4.2
on a feli et |[I1(gn — hn)— 0. Des inégalités ky, < fr < gy, b ey
il découle que | — fo] < gu — hu, POUN11f — Iiful = |113(f — £ < [Tal(1f
— fal) = ILill(gn — Pa) et, par conséquent, I f, — I.f et aussi :D::\l\gtlv 0.

4.4. Vu les théorémes établis on voit la signification pour une intégrale
vectorielle d’8tre saturable. Etant donnée une intégrale vectorielle Iy sur Ly,
pour qu’il existe une intégrale vectorielle ; sur Ly telle que Ly D Ly, I f=ILf
pour f e Ly et telle que les théorémes 4.2 et 4.3 ajent lieu, il faut et il suffit,
que I soit saturable. Nous allons, alors, donner quelques conditions suffisantes

pour qu’une intégrale vectorielle soit saturable.

Théoréme. Soit I une intégrale vectorielle sur L avec les valeurs dans un espace
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de Banach X Chacune des conditions (i) (ii)
pour qu’elle sogt saturable. “
(1) 7 est relativement Jfaible
¢ ment compacte.
(i) L est o-réticuls, e
AM.EV WM @&.S@ espace faiblement complet d’aprés les suites,
v) 11 eziste yne wniégrale positive J gy L de sorte que |IIfll < J1f| o
= ur

Dém i i
o TR U, B LS e S o o
i, o a.M%MM& 1f, oo\:w@nmﬁ si Pensemble 7T, (L, 1), d’od sont
compact o partielles de N.@ série >~ If est relativement faiblement,
est un espace faiblement complet d’aprés Jes suites, la série

i df, elle-mé i
£m=1/n &lle-méme converge faiblement ve S Z
la suffisance de la condition (1) et (iii). o e s X. émontrs

H.w suffisance de g condition (ii) découle du faj
aussi la somme n=1/» appartient & L.
Wmem:mmmmzoo de la condition (iv) est évidente,
mew Mmmw MMMMMM étant ¢-réticulé tous intégrale vectorielle I sur L est relative.
dition 1y o o.oE\mvmwonw. (ef. [2], Théoreme 4.2). 11 en découle
St aussi nécessajre pour qu’une intégrale I sojt saturable. Par leg

t, que sous cette condition

5. INTE , A
NTEGRATION PAR RAPPORT A UNE FONCTION D’ENSEMBLE

Dans ° ili
o ¢e n” nous utiliserong les résultats deg n% précedents
¢ la mesure vectorielle et 4
mesure.

‘. e 4 la théorie
la théorie de | Intégration par rapport & une telle

m:m.w {£,} d’ensembles disjoints deux-a-deux de R avee K == g

e a Emwzwm vectorielle 4 est dite relativement faiblem ot Tomsque
nsemble {u(F): p ¢ E Fe R} est relativement faible

pour chaque ensemp]e EeR.

N N L.
scalaire 2%y est 3 variation finie pour tout 4+ eX
par une mesure non-négative,
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» (W), (iv) ci-dessous est suffisante

Un anneau fermé par rapport aux intersections dénombrables d’ensembles
est appelé un J-anneau. Notons que toute mesure définie sur un J-anneau
est relativement faiblement compacte. Cette proposition a été démontrée
dans [8].

5.2. Considérons une mesure vectorielle u# sur R relativement faiblement.
compacte.

Soit Lo 'ensemble de toutes les combinaisons lindaires {a coefficients réels)-
de fonctions caractéristiques d’ensembles appartenantes 4 R, c’est-i-dire
onaf= >F ar. avec E; eR et o réels pour tout f € Lg. Pour les fonctions
de telle sorte nous posons Iof= >*  au(E,).

La mesure z*u étant & variation finie pour tout z* € X, il découle de la.
théorie de I'intégration classique (ce qu’on peut démontrer aussi directement).
que /o est une intégrale vectorielle faible sur L.

Nous allons montrer que I est relativement faiblement compacte. En effet,.
soit f e Lo*. Nous pouvons supposer les ensembles E; intervenants dans
la définition de f deux-a-deux sans points communs. En vertu de la rélation
Io(Lg, f) € * e o(LE, Zz) nous n'avons qu'a demontrer que Io(L7, yz)
est relativement faiblement compact dans X pour tout £ e R. Mais 1, olLg, xg)
est contenu dans I’enveloppe convexe de I’ensemble {u(F):F CE, FeR}
relativement compact dans X, par conséquent Io(L, x) l'est aussi (cf. [4],
Lemme V, 1, 2 et Corollaire 111, 2, 3).

I1 découle de ce que nous venons d’établir que /o est une intégrale vectorielle
(forte) sur Ly (cf. 2.5). Par conséquent la théorie entiére développée dans
les n%s 3 et 4 s’applique. On peut alors construir les prolongements I, et I,
de Ly et Iy comme nous I'avons fait dans ces nos. On appele les fonctions
appartenantes a L; intégrables par rapport a u et on écrit [fdu au lieu de I,f.

5.3. Designons par § la famille d’ensembles les fonctions caractéristiques
desquelles sont intégrables. Posons pl) = [yzdu pour E €S, Les propriétés
de Pintégrale (cf. surtout le théoréme 4.2 et son corollaire) entrainent que S
est un §-anneau et que u; est une mesure vectorielle sur . Comme d’aprés [8]
toute mesure vectorielle définie sur un d-anneau est relativement faiblement.

compacte, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
Théoréme. Etant donnée une mesure vectorielle M sur un anneawu R, une con-

\

dition nécessaire et suffisante pour que p puisse étre prolongée & une mesure
vectorielle py définie sur un S-anneau S contenant R est que p soil relat ivement

faiblement compacte.

5.4. Nous avons défini dans 5.2 Pintégrale par rapport & une mesure vecto-
rielle relativement faiblement compacte définie sur un anneau. Comme toute
mesure vectorielle sur un §-anneau est relativement faiblement compacte,
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1OUs pouvons congidg N1
Crer yintégrale par ra i
5 P ort 4 un i
arbitraire sur up d-anneau. o o e T
L’intg i i
ntégrale pour leg fonctions scalaires bar rapport & une Tmesure vegt,,
ector,

2

Sur un d-anneay a ét

compactness and vector measures,

7 .

€ Introduite augs; dans [2] par un autre procégg Or, 1l
- Or} Igis

finition donpg e |
ne don onnce dans [2] est équivalente 4 celle dy travail présent Imaj i L
ot nerons pas Ia démonstration de ce fait parce qu’on n’en &mmwm ‘M“ . 9} Loomis L.
uence , . |
. , , : ou le 24. avril 1964.

u 3 A ) . |
Quant A la condition sur u d’étre relativement faiblement, ot —
est €ssentielle ; Wlﬁo&e@&aag SJalkulty
o gl bl d'introduir E:&m&am vectorie] ! 3 . Univerzity P. J. Safirika,

. Kofice

otre intégrale
grate vectorielle, de plus ne Pas étre une intégrale vectorielle fa;p) il ,
. BEKTOPHLIN MHTETPAJI JAHUEIA
Vropes Kanysamex

€t comme le nom < e
s bre d’élements de complément de B multipl
. w:m désignant par J la fonction caractéristique de Pensemble ~§ n

+2,..} on voit que f,\ 0 et en méme temps Iof, =1, "

OrtoGpamenne I iumeitmoit pewietk L QeiCTBHTOILHMX dynxnnii Ha MHOMecTBE P
#_NpocTpancrBo Banaxa X masusaem BEKTODHBIM uuTerpanoM aumeina ma L co smave-
Muamn B X, ecuut oHO o6xagaer CIENYIONUME CBOMCTBAMM .
(1) Herft + eafy) = cilfi 4 ealf> mus melicrBUTENBHEX a,canfi, fac L.

{2) Ecim nocwenosaremsrocts m\:w dysruuit us L BCIofly MOHOTOHHO cTpeMumTcs K 0,

10 lim, |17, = 0.
i Bexropurit unrerpan Hanmenns ma L co sHavenuamu B X masusaerca HACHINAEMEIM,

.ooas Ana Jo0HX HEeOTPUIATEeNLHEX qyurnnit fo, fi, f2, ... e L TaKUX, uTo 3,72, f, < f,,
o0
Supposons Ax 372 If; cxomures. .
83@&. i m.&gm que Ly contient f A 1 qyee toute fonction fe I;. Dans il Cnpancxut yrmepern:
Weons il existe up O-anneau § of une mesure vectorielle Ko sur S de sopts : " A.Ecan I, — BERTOPHEIE nkrerpan Janwmemis Ha Lo co sHAYeHMAMT 8 X > TO CYILECTByeT
sorte
. Hannenna I) na Ly co sHaveHnsAMH B X Tawoit, 9ro

< Q\gm \ S\GN@DS\ \ € h est 2 - . HOPMHD
\Wa [ 3&@ “QQNQ ar 7 et on a .N\ \ﬁm\& OBaHHBIM opo CTp
Q Nu Q%%Q& a \« € .—. JTHEIM nony P
¥ Qv Nb.mw.ﬁmmﬂ.nm no. : _“

P {|Zg] : l < |f l,ge L}, B woropom Ly mpepcrasuser muoraoe MHOMECTBO,

B) Ecay fnely, fazo0u g mobHx 0 < g, < f,, gn € Ly, pag DNy ST CXORHTCA,
v , : 0 dymiua f, OnpeResenHas paBeHCTBOM f(p) = 2in-1f=(p) Bewony, rie nocnemHMi pap,

o : Cxomuren, npunagmencrr Lin Iif =32 Iifn.
B. lyery, lo, I, Ly, Ly umeror 10 %e SHAYeHNe, yTo u § A,
&) Ecin Iy HacHmaemet, To [; Toxe HACHIAEMELiL .
;, 6) Ecax [, HaCHIaemMut, f, € Ly, ?@._ ZgE Ly, fo—s f, r0 f€ Ly, If, — If.

B, Mycrs R KOZLIO MOMHOMKECTB MHOMeRTBA P i OyCTh p — o-apfuTHBHAA QyHKLMA
umz €0 3Havernamy g ¥ - Ha maumensmem é-konsue §, comep:xamenm R, CYWECTBYET G-aman-
PHaA Gynryug 1 €O sHaveHuamu B X, ABAAONAACH HpOROIHeHIeN 4 TOIYIA. M TOJBKO
Aorna, HOTUA nna Beaworo E e R MHOKECTBO ﬁ,‘.iﬁ :FCE,Fe xv OTHOCHTENLHO C¢aa6o
Wclnmxamo B X.
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