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PRUMER GRAFU SYSTEMU VLASTNICH PODPOLOGRUP
KOMUTATIVNI POLOGRUPY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

Budi# S pologrupa, & systém viech jejich vlastnich podpologrup. Grafem
G(&) systému & nazyvame graf, jehoz uzly predstavuji prvky & a dva uzly
jsou v ném spojeny (jedinou) hranou pravé tehdy, jestlize odpovidajici pod-
pologrupy maji neprizdny pranik. J. Bosék [2] dokézal, Ze V piipadé,
ze S je komutativni, vmaommowme a obsahuje vice neZ tii prvky, je H(S) souvisly
a jeho pramér (1] je roven nejvyse dvéma. V tomto &lanku je totéz tvrzeni
dokazano bez predpokladu, te S je periodicks. Tim je zaroveii pro komu-
tativni ptipad fefen problém 1 z [2].

Véta. BudiZ S komutativni pologrupa obsahujici vice neZ t#i proky. Potom
graf (&) je souvisly a jeho primér je roven nejuyde dvéma.

Dukaz. Budiz 8 komutativni pologrupa 8 vice ne¥ tfemi prvky a 4, B
jeji disjunktni vlastni podpologrupy. Ponévadz kazda pologrupa obsahuje
jako svoji podpologrupu pologrupu vytvotenou jednim prvkens, Ize bez Gjmy
na obecnosti predpokladat, %e podpologrupy A, B jsou po fadé vytvotené
prvky @, b. Dokazeme, Ze existuje vlastni podpologrupa pologrupy S, majiel
< A is B neprazdny pranik a tedy vzdélenost jim odpovidajicich prvkd v G(S)
neprevysuje dve. Jsou-li ob& konetné, obsahuji idempotenty e cA, feB
a dtkaz vyplyvé z toho, Ze {e, f> ef} 18 vlastni podpologrupa pologrupy S,
kters mé s Ais B neprazdny prinik. Uvaiujme tedy dva pripady: (1) A je ne-
koneéna, B je konetnd; (2) Ai B jsou nekoneéné.

V ptipadé (1) obsahuje B idempotentni prvek p. Predpokladajme, Ze pod-
pologrupa @ vytvotend prvky a2, p je totoind s §. Znamend to specialné,
e a = akp, kde k je ptirozené &islo. Méme nyni

o — atkpatip = dVep? = athp = a2k(a?kp) = a*a = a2k+l,
% L4

To je oviem Spor 8 tim, ze 4 je nekonetné (v tom piipadé by viechny mocniny @
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musely byt navzdjem rtizné). Pologrupa Q je tedy vlastni podpologrupou -
podpologrupy S, kterd ma neprazdny prinik s 4 is B. i
V piipads (2) uvazujme pologrupu vytvotenou prvky a2, b2. Je-li tato
pologrupa vlastni podpologrupou pologrupy S, tvrzeni ziejmé plati. Uvazujme
tedy pkipad, Ze tato pologrupa je totosna s S. V tom piipadé je specidlng
a = a?kb2, b = a2nbn, kde k, I, m, n jsou piirozend &isla. DokdZeme, 7e
a2k-1p2l — g2mp2n-1,
Méme
(@2F-1b2)(q2mb2n-1) = (a2k-152)(b2n-1a2m) = (a2k-1b2-1)(h2ng2m) =
= (q2k-152-1)h — a2k-1p2,
(a2%-1b2)(g2mbn-1) = (h2n-la2m)(a2h-152) = (b2n-1g2m-1)(a2kb2) =
— @malwgmﬁLvQ — qg2mp2n-1

‘Tim jsme zaroveh dokézali, Ze h = a2k-1p2l — g2mp2n-1 je idempotent a tedy
nele#i v A ani v B. Déle mame pro libovolné piirozené r > 1
ath = Q\.A@malwvwd — Q\IHAQNN@NJ = a™la = a’,

bh = hbr = AQ\NS@@‘TJ@* f— ?«mﬁ@m»&@?w — bbr-1 = br.
(Platf oviem i ak = a, bh = b.) Oznatme nyni ¢ = a?-1, d = b2 Pologrupa
vytvotens prvkem c (resp. d) budiz € (resp. D); je to zfejmé podpologrupa
pologrupy 4 (resp. B) a je nekonedna. Je ziejmé cd = h, cch =", d'h = dr.
-Jsou-li s, ¢ p¥irozend &isla, s > ¢, mame .

csdt = emlﬁc«.&nv — %\«A&Vﬁ = cstht = csth = ¢5t € (o
Pro s < t mame

esdt = Anm&mv&“& = A&vn&?.m — hsdts = hdt-s =dt-s e D,

koneéné pro s =1
osdt = csds = (cd)ys = h* = h.

Mnozina C U D U {h} je tedy podpologrupou pologrupy 8. Je to vlastni
podpologrupa, protoze ziejmé neobsahuje b; pfitom m4 neprazdny prinik
sAdisB. i
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THE DIAMETER OF THE GRAPH OF THE SYSTEM
OF PROPER SUBSEMIGROUPS OF A COMMUTATIVE SEMIGROUP

Bohdan Zelinka
Summary

In this paper we consider a graph whose vertices are

proved that the diameter of this graph is equal at most

proper subsemigroups of a given
commutative semigroup with more than three elements; two vertices are joined by an edge
if and only if the corresponding subsemigroups have a non-empty intersection. It is

to two.
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