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In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenschaften der schichtbildenden,
quadratischen und - isogonalen Doppelverhiltnisscharen auf  Regelflichen
behandelt. . & S By . LR

Betrachten wir eine Regelfliche @ im projektiven

a) ,&mm@wzmsmmosimd _ngz.B.
Die Fliche & sei keine T

orse. Thre Gleiching kann man in der Form

2o

o L E= )+ e

angeben. Die Umm@umsﬂﬁm_&or::mﬁg der Leitlinien Cy, C; der Fliche & haben
die Gestalt

(1a) Y = cuy + gz 4 By’ + oz,
2 = oy + x4 fuy’ + Baaz’.
(Die Striche bedeuten >Em@:,zmg nach %.)

Wir betrachten auf der Fliche @ eine Linjenschar R, die durch eine Ricca.-
tische Differentialgleichung .

dv A ot
2 V== Blu, v) = —a(u) — 2B(u)p — y(u)o?
e e e T T T
bestimmt “ist.  Solche ' Linienschar

nennt. man Doppelverhdltnisschar oder
Zu den Doppelverhiltnisscharen R auf der Fliche ¢ gehort auch die para-
melrische Doppelverhiltnisschar - . o g oy ‘ -
(2a) - V=0 () = flu) = y(u) = 0)
und die Schar von Asymptotenlinien der Fliache @
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(2b) v = —}f1a — {Poe — Pu)v 4 1farv?

11, S. 57).
memg M‘M:mmwwsem: mws die Linien der R-Schar in den Punkten der Erzeugen--

4 i i It der Quadrik V.
der Fliche @ bilden eine Geradenschar Iy o .
Qmw%ﬁm “..mamn Erzeugenden p(u = uo) der Fliche @ betrachten wir ein Mw.ooam_
natensystem mit den Eckpunkten y(uo), 2(uo), '(u0), .ux@sv. Die Koordinaten
beliebigen Punktes X bezeichnen wir ;, Z2, X3, X4, €5 ist also

X = my + woz + w3y’ -+ w42’

Die Gleichung der Fliche ¥ in diesem lokalen Koordinatensystem lautet-
dann’

(3) Zomy — Tada + 0§ 4 2fwars 4 yai = 0

Mayer [5], S. 5). . ..
A H“%Mmﬁm Mvworigos a), b) setzen wir voraus, daB die behandelte B-Schar (2)
icht aus den Asymptotenlinien besteht. . . .
Eouummm%_worm: ﬁ%&m zur: E-Schar (2) gehoren, bilden eine @:@&%mov@u M\g
Diese einparametrische Schar von Beriihrquadriken &wn Flidche @ WEF@NM@M.M
der Regelfliche @ noch die von den Raumkurven % dritter O&b::m. gebild °
Flédche Q ein. Die Schmiegebenen an die H.WE.SWS. der R-Schar _muamw MMM:
beliebigen. mwm,m:szQoz p der Fiache @ bilden eine Torse m . Be Mmm e
SW..S@#@W&@ Quadrik ¥, die zur behandelten m-morﬁ. moroﬂw un .NMWW
der Erzeugenden p die Fliche @ beriihrt. Die Torse H berithrt diese Qua rik.
lings der Kurve k ([5], S. 6.).

Bezeichnen wir -

A_& Q= |Q.\mwx.ﬁ +.a?§il QEV..T oz, R
¥ = —v2fa + v(faz — fu) + Pr2, wHMM+.m|ew“
so gilt fiir die .wo.rmwmmmm_omb an die Kurven der R-Schar lings der HwNwzm@:-,
~den p der Flidche @ .o._wbo Q_mmorwdm Q.ou. Qmmnm\? m
® v+ 2B+ v+ 2Bl + BB+ wb) — 2B —
. — v(—¢ — B)lzs + [B(fu + vfar) — ¢ — Blea = 0.

P s ns ichung (5).
t der Parameter in der Gleichung ( ) )

’ MS%MM wir alle Lagen der Geraden p auf der Fliche & ._oms.@or.omuu :m@maww

konnen ‘wir annehmen, daB (5) die Gleichung aller Schmiegebenen a

. der gegebenen R-Schar ist. . )
W%Mmﬂoﬁﬂmm@mdmnﬁy an die Kurven der R-Schar in allen Punkten der Er
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zeugenden p (u = ug) der Fliche & hiillen dann die schon erwihnte Fliche
H ein. Auf dieser Fliche kann man leicht die Kurve & finden. Thre Gleichungen
lauten dann (der Parameter ist v):

(6) U =¢+ B + 2B + y)(8 4 yv) — B(fy + vfa1),
T2 =g + B') — 2B + y)(x + o) — B(p12 + vps),
x3 =y -+ 2B,

4 = v(yp + 2B).

Smnssmnm:m b@mmsmoﬂﬁmg&mb P betrachten, dann ist (6) die Gleichung

der Fliche 2 (die Parameter sind % und v).
 Wenn die parametrische R-Schar (2a) aus den Asymptotenlinien der Fliche D

besteht und die Gleichung (1) so normiert ist, da E
{7) .2,9,2) = konst., d. h. §3; 4+ fo2 =0

gilt, dann ist g, — Br2 = o1 = fos = 0 und die Gleichungen (6) haben eine
einfache Form

# =9+ B + 2B(f + yv),

(6a) , 2 = v(p + B’) — 2B« + pv),
¥3 = 2B,
%3 = 2By,

b) Setzen wir im folgenden voraus, daB die parametrischen Linien v = konst,
Asymptotenlinien sind, es soll weiter die Relation (7) gelten. Der Parameter
in der Gleichung (1) sei der Cartanische Parameter. Fiir die Koeffizienten
der Umm,owmb&m&m_omor:smmz (1a) gilt dann
\mw: = m~m = QM~ == hww =0 und o1+ ogg == 0

(1], S. 55, 58).

stant ist.

Wir werden weiter alle mdglichen R-Scharen vo?soreg. die H.,momozmﬂ
zur gegebenen R-Schar sind.

Satz 1. Die charakteristischen Kurven & dritter Ordnung, die zu den diesen
Scharen entsprechenden Yu — Quadrikscharen lings der Erzeugenden P der

der Geraden p schneiden die Fliche K in der Qeraden P und in den Kegelschnitien,
Jeder solche Kegelschnitt geht durch den, entsprechenden Berahrpunkt der Fliche &.
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Beweis. Die Differentialgleichung aller B-Scharen, die isogonal zu der ge-
gebenen R-Schar sind, kann man in der Form

&” M(w

du
annehmen. 1 ist eine beliebige Konstante. Dies folgt daraus, daB die para-

metrischen Linien der Fliche & nach der Voraussetzung Asymptotenlinien
sind.

Die parametrische Gleichung der Fliche K bekommen wir ohne Schwierig-
keiten, wenn wir die GréBen @, f, y in den Gleichungen (6a) durch die GriBen
Ax, AB, Xy ersetzen.

Z1 =@ + AB" + 2/2B(8 + yv),

® %z = vp + B’ — 2)2B(x - fv),
X3 = Mxm.
x4 = 2018.

Aus den Gleichungen (8) ergibt sich sofort
Z4frg = v; —vx1/23 + 2a/73 = AB.
Wir berechnen » und 2 aus diesen Gleichungen und setzen in dje Gleichung

B ¢+ AB + 22B( + o)
3 2AB

ein. Dann bekommen wir

9 — 22,258, + awy) + 22,05(—yad +- axs) + 255 Pay + yx,) =
= ﬁlaﬁ.@m + Tgy(ogy — ;) + &wo«_& [owxrs 4 2Bz, + %&M +
+ ?\&w + 28’257, 4 w\aw (—zy + o),

Dies ist die Gleichung der Fliche K. :

Léngs der Geraden p der Fliche @ wihlen wir ein neues lokales Koordinaten-
system, dessen Eckpunkte die Punkte (1,0,0,0), (0, 1,0, 0}, (0,0, 1, v),
(0, 0, 0, 1) sind. Die Koordinaten beliebigen Punktes in diesem Koordinaten-
system bezeichnen wir %, %, #3, #1. Die Transformationsgleichungen haben
die Form

TL=&, Xp=1T, «3=Ta, 4= vT4 -+ 4.

Diese Relationen setzen wir in die Gleichung (9) ein. Wir finden leicht
die Gleichung der Kurve, in der die Fliche K durch die Tangentenebene
Zg = 0 der Fliche & im Punkte Y(uo) + vz(uo) durchgeschnitten ist. Die
Kurve besteht aus der zweimal gerechneten Geraden p und aus dem Kegel-
schnitt
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—20Z}(fv + ) +- 221Zo(—yv? + a) 4 22 +- yv) =
(9a) = T3[—ano? + Oage — on1) + arg] . [ 28v -+ yw?] 4-
+ Bola + 26 + p'02) (—oF | 7).
Die Gleichung @ = 0 ist (unter Voraussetzung, da8 die Parameterlinien

der Fliche & Asymptotenlinien sind) die Gleichung der Fleknodalkurven
der Fliche & (siehe [1], 8. 58).

Wenn wir den Parameter v in der Gleichung (9a) so wihlen, daB g(v) = 0
dann zerfallt die Gleichung (9a) in v
—VZ1 + Za =0 und 2By + o) + 2%2(yv + B) — Z(a’ +- 28 + y'v2) = 0,

Daraus ergibt sich: Die Sleknodalen Tangentenebenen der Fliche @ schneiden

Satz 2. Alle R-Scharen auf der Fliche ® mit den Grundlinien in den Linien
Cy, C, haben &%.QNS.QE%

do
(10) du vt — 28wy — ipss,
B ist eine beliebige Funktion des Parameters u.
. Beweis. Die Linien der R-Schar mit der Uﬁmgua&m_omor::m (2) beriihren
die Asymptotenlinien der Fliche @ lings der Kurven

—3b12 — ¥ 22 — ) + §B210% 4 o 4 280 yv2 =0,

Falls diese Linien von den Linien 0, ¢, bestehen, dann ist notwendig

1
= $fie, Y= —1fa.

Im weiteren werden wir voraussetzen, dafl die Umm.mnosaﬁm_o_.o:::m der be-
wwumm?mz E-Scharen in der Form (10) gegeben ist. Diese R-Scharen nennen
wir R(y, z)-Scharen.

Der Umstand, daB wir voraussetzen, dal die Grundlinien der E-Scharen

in den Linien Cy, C, liegen, beeintrichtigt nicht die Allgemeinheit der Liosungen
der angefiihrten Probleme,
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Wenn die nicht zusammenfallenden Grundlinien der R-Schar in den Linien
y(u) = In(wy(u) + Ae(we(v),  zu) = Aor(u)y(u) + Ase(u)z(u)
liegen, dann kann man bei der Untersuchung aus der Gleichungen

x = y(u) + vz(u)
der Fliche @ ausgehen.

Die Charakteristiken % der Flichen ¥, die zur gegebenen R-Schar gehéren,
kénnen immer entweder in drei Geraden oder in einen Kegelschnitt und in eine
Gerade zerfallen. Im ersteren Fall nennen wir die betrachtete R-Schar schick-
bildend, im letzteren quadratisch.

Im schichtbildenden Falle besteht die Kurve k, die zur Geraden p der Fli-
che @ gehort, aus zwei Schmiegtangenten der Fliche @ in den Punkten,
in welchen die Grundlinien der behandelten R-Schar die Gerade p durch-
schneiden, ein weiterer Teil der Kurve % bildet dann die Erzeugende der
Fliche ¥. Diese Gerade gehért nicht der Geradenschar I'y der Fliche ¥ an.

Im quadratischen Fall besteht die Kurve k aus einer Schmiegtangente
der Fliche & und aus einem Kegelschnitt, der diese Schmiegtangente schneidet.
Weiter schneidet dieser Kegelschnitt auch die Erzeugende p der Fliche .
Die Schnittpunkte der eingefiihrten Schmiegtangente und des Kegelschnittes
mit der Geraden p gehéren zu den Grundlinien der R-Schar ([5], S. 5).

Satz 3. Die Linien Cy, C, sind allgemein Grundlinien von zwei quadratischen
R-Scharen. Die Differentialgleichung dieser Scharen ist (10) mit

(11a) BBz = —a12 + 3B, — 3Pupe
oder
(11b) Bbor = ae1 — 3851 + 3Ba1fee.

Beweis. Aus den Gleichungen (6), (10) und (2) finden wir leicht die Gleich-
ungen der kubischen Kurven %, die zur R(y, z)-Schar gehoren.

(12) 21 = v¥[—az + 3By + 38Bm — Pur(Baz — Pu) — Bubu] +

+ v[aos — ann — 28" — 462 + 26p2] +
+ [tz — 3B, + BBz + $ieful,

X2 = 3] —op - w\wm~ + BB — 1fa1f2e] +
+ v¥aze — aur — 26" 4 482 + 26pu] +
+ vfouz — 3815 + 312 — Pra(Bez — Bu) + LP1ofee],

x3 = v[fs2 — fu — 4f],

T4 = v faz — Pfu — 46].

. Wir bestimmen nun den Wert 4 der Determinante aus den Koeffizienten
bei v¥ (k =0, 1, 2, 3) in den Gleichungen (12).
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A= B2z — P11 — 48)2(ayy — 1B1s + BBz + B12B11)(—azy - 1B 4
T+ BBa1 — 1Ba1fzs).

4 ist gleich Null, dje kubische Kurve zerfi i
i allt, wenn mindest i
folgenden drei Relationen s o der

wav a1 — m\,ﬁw‘ + Bbiz + 3P = 0,
(13b) o2 + 3f5; + Bfar — 1Bmfe = 0,
(13¢) Bz — B — 48 =0

gilt. Aus der Gleichung (13a) bekommen wir dann (11a), aus der Gleichun,
C..wE &m Relation (11b). Betrachten wir nun die Gleichung (13¢). Bei m:,mm
Q&Emﬂmm; besteht die R(y, 2)-Schar aus den Asymptotenlinien der Fliche @
Wir nennen diese R(y, z)-Schar asymptotisch, . .

Satz h U .i%. Voraussetzung, dafs keine der Linien Cy, C, Asymptotenlinie ist
und beide nicht Fleknodallinien sind, dann und nur dann, sind die Linien Cy, C
£l E4

Grundlinien von einer schichtbildenden R -Sch, . .2
kongjugiert sind. , 2)-Schar, falls sie nach Terracini

Grundlinien).

Die mgbmcwgﬁwzgms & = 1,2, 3, 4) von Schmiegebenen an die Linien
der R(y, z)-Schar lings der Erzeugenden » der Fliche & finden wir durch

Berechnung der Koeffizienten in der Gleich i 5
wir nach (10). chung (5). Die GréBe B ersetzen

(14) f1= —0v2(Byy — By — 48),
2= v(fo — f1y — 4p),
&8 = v¥(—op + 3 + Bf1 — 3B21P00) +
T v¥Han — oy — 2" 452 + 26B5) 4
t+ vl — 48], — Bhiz + LB1afss),
€4 = %oy — w@\w + B2 + 1Bafu) +

+ v(—agg oy + 28 — 4p2 286u) +
T (—as + 181, — pBia — 3h12f11).

Wenn die behandelte EB(y, z)-Schar schichtbildend ist, dann gilt

mm& mwmm.
o= A— 5 2* :
o cmemv t=12 3 4,

wenn fas — £; — 48 gilt, dann ist die R S y: b
W R , 2)-Sch i
- ~. . t (¥, 2)-Schar as mptotisch, diesen Fall
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Aus den Gleichungen (14) bekommen wir
=, 7 = —4o2,
(15) —az1 + 3By + BB — HBufe = 0,
—ouz + 3815 — BBz — }Prafu = 0.

Man kann wieder besonders erwigen, daB die zwei letzten Gleichungen (15)
die gemeinsame Léosung
B = B2z — Bu)
besitzen, das heif3t, daB

(15a) a2 — 381s + B2 + fri)fre = 0,
—o1 + 3o — $(Be2 + fu)fu = 0
gilt.
Die Fleknodalkurven der Fliche @ haben die Gleichung

foaz + (wea — a11)v — ogpo?] — wﬁm\s + ﬁwm - mrve = &Heﬁ +
+ Bz + (B2 — Bu)o — Buv2](fu + Paz) = 0.

Man sieht dann leicht, daB bei Giiltigkeit der Bedingungen (15a) die Linien
Cy, C; Fleknodallinien der Fliche @ sind. . :
Setzen wir weiter Br2B21 7 0 voraus. Dann kann man die zwei letzten

Gleichungen (15) in der Form

(16) (bre)[—ouz + 31, — $ubre] = (1/far)loer — 38y, + hBosfoal

schreiben. Die Gleichung (16) ist nach Terracini [6] die Bedingung der Kon-
jugierheit der Linien Cy, C,. Den Umstand, daB zwei Grundlinien der schicht-
bildenden R-Schar nach Terracini konjugiert sind, bewies Klapka ([4],

S. 176).
Aus Satz 3 und aus dem Beweis des Satzes 4 ist also klar, dal wenn die

Linjen Cy, O, nach Terracini konjugiert sind und keine von ihnen Asymptoten-
linie ist und beide nicht Fleknodalkurven auf der Fliche @ sind, dann fallen
beide quadratischen R(y, z)-Scharen, die durch die Relation (10) mit (1la)
oder (11b) bestimmt sind, in eine schichtbildende R(y, z)-Schar zusammen.

Wenn die Linie Cy eine Fleknodallinie auf der Fliche & ist, dann gilt fiir g

in der Gleichung (11a)
B = B2z — pu);

die Gleichung (10) mit 8 nach ( 11a) ist nicht die Gleichung der quadratischen
R(y, z)-Schar, sondern die Gleichung der asymptotischen R(y, z)-Schar. Wenn
wir umgekehrt aus der Gleichung (11a)

B = HpB2e — Bu)

bekommen, dann ist die Linie Cy die Fleknodallinie der Fliche @.
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Wo\“p::orv ‘wenn die H.:.mm C. die Fleknodallinié der Fliache @ ist, dann be-
on men ,M:. aus wa oxw_or:zm (11b) die Relation (13c) und die Gleichung (10)
:BMWWMMM ( :vw ist QME mr&ow:zm der asymptotischen B(y, z)-Schar. Wenn
2 aus der Gleichung (11b) die Relation (13¢) fol B
die Fleknodallinie der Fliche @. W i L i B o
e i - Wenn beide Linien C,, C, Fleknodallinie
MMM Fliche & sind, dann existiert allgemein weder @:@mwm\ammmrm noch moEotM
_wo:mo B(y, z)-Schar auf der Fliche D.
etzen wir im folgenden Pz =0, g
g = U, pz1 # 0 voraus. Dann ist die Linj
Mmow (1a) eine Asymptotenlinie der Fliche @ und nach (10) gehort C _MM@&MW
(¥, z)-Scharen. Die Relationen ( 13a), (13b) lauten dann ’

w2 =0, —ao1 + 3By, + BBy — 1B21P20 = 0.

C:.aou A.\oa@:mmmﬁzsm a2 # 0 existiert also nur eine R(y, z)-Schar, di
w.mbwow ist, soweit O, keine Fleknodalkurve der Flidche @ mma. Wen wcawmmwwmm-
Mﬂm MW@WMOQ@MWE@ auf der Fliche & ist, dann existiert keine quadratische
Q&Nvmmm. oU Mﬁ%@oﬁ”@%ﬂ = o = 0, fa1 £ 0 m.:? dann ist Oy nach (1a) eine
plotischen. (y, 2)Schar und der Ty sy, o Aelme der asym-
Q_.mmorzzm (13b) ist. Diese Ry, Nv-morwm M& MQMM, mw. nt m e e
Wm._.:¢ Eow.bomm:mio mm.u Hﬂ._mowe @ ist. Wenn' noch erwwwwﬂmmwwwmmmm QQN
_NS.H.S @ ist, dann ist diese Ry, z)-Schar asymptotisch. -
Mwwﬂ den Fall 8y = 0, .P.w & o sind diese Betrachtungen analog.
o MM: %M = 0 und .m@ormm&m ..N.U,ﬁ = 0 ist, dann sind die Linien cy,, C,
a) Asymptotenlinien der Flache @ und beide gehdren zu den By, 2)-

Scharen. Nach (11a), (11b) existiert dann allgemein weder quadratische noch

schichtbildende R(y, z)-Schar.
Wenn' aber P12 = Pa1 = 0 und glei iti
. — mﬂouoram;_m o1z = 0, ap; £ 0 gilt, dann ist O
MMMV .Qmwwmw nzsm nach (13a) sind alle R(y, 2)-Scharen quadratisch, nur mEM
m . . . . ’
mormwﬁ. asymptotisch. Es existiert dann keine schichtbildende R(y, 2)-

HU&H. Hﬂm..: \www == \wmw = o1 =
| = ag1 = 0, 013 % 0 kann man dhnlich b h
Uﬂ\ R(y, 2)-Scharen enthalten dann die Gerade C, handelt werden.
enn fi1s = fo1 = o1g = oz = 0 oil i
d gilt, dann sind €, und C geradlinig und
mmwr.owo: zu den R(y, 2)-Scharen, nach ( 15) sind dann m:m«%@ Nv-momﬁwms
sc loregaadmu nur eine von ihnen ist asymptotisch. _

d) Betrachten wir die Fliche @ die dur eichun, gegeben is e

. : : ie durch Gleichung (1) gegeben ist. Di
U?wmb?&%ouowssmmz der Leitlinien Oy, C; seien (la), die EE@% Q m
» Y z

seien weder Asymptotenlinien noch Flek ini
3 odall er Flict i
P nodaliinmien der Fliche @. Dann gilt

Bir + o = 0.
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Wenn diese Forderung, d. h. die Bedingung
(¥, 2, y', 2') = konst.

nicht erfiillt ist, so erreichen wir ihre Giiltigkeit durch entsprechende Nor-

mierung der Gleichung (1). .
Andern wir nun die parametrische R-Schar auf der Fliche ®. Die neue

parametrische R-Schar soll wieder die Linien Cy, C; enthalten Die Gleichung
der Fliche @ ist dann
17 =g+, J=oy, i=o(ur.

Die Koeffizienten der Differentialgleichungen der Leitlinien C;, C; bezeich-

nen wir durch By, au(i, & = 1, 2). Wenn wir die Giiltigkeit der Relation
WE + mwm =0

verlangen, dann gilt nach (17)

(18) o=k, k = konst.

Gehen wir auf eine neue Parameterverteilung der Fliche @ mittels der
Gleichung u* = w*(u) iiber und koppeln wir mit dieser Parametertransfor-
mation eine solche Umnormung, daf3 . . ’

(19) ) mﬂ |Tuwm” 0, mw_.wu 1, mww” 1

gilt (die zugehorigen Koeffizienten der Differentialgleichungen der Leitlinien
bezeichnen wir £, a, 1, k = 1, 2), so bekommen wir leicht ([1], S. 53) o

du*

du

(20) Bh =B,  BE=Bn,  Aw) =

und der zugehirige Homogenitétsfaktor ist 13. Aus den Gleichungen (20), (19)
sieht man, wenn man die Relationen (17) und (18) beniitzt, daB die Beding-
ungen (19) nur dann erfiillt sind, wenn

(21) o = k¥(Ba/fi2)?, o = k¥ (Baffr2) %, w* = .— (B1frz)sdu

gilt. Durch die Wahl von g, ¢ nach (21) findet man eine besondere para-
metrische R-Schar, welche die Linien Cy, C, enthilt. Wir werden diese para-
metrische R-Schar als parametrische R-Schar von Terracini bezeichnen.
A. Terracini beniitzt diese R-Schar bei der Untersuchung der Eingenschaften

der Regelflichen.
Wir werden im weiteren voraussetzen, dafi die. parametrischen Linien

der Fliche @ eine parametrische R-Schar von Terracini bilden. Nach (19)
gilt dann
(22) P+ P2 =0, Bz =fun=1.
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Die Bedingungen (11a), (11b) haben dann die Form

23

meww B = —a1 + §f,
B= oz + Jfa

i wdie. T . .
und die U_mmnmzn_ﬁﬁﬁor:smmﬁ der quadratischen £(y, z)-Scharen sind dann

24 ’
MMAMW e\ 302 — 2(—ay, + 3Ba)y — &,
V= 27— 2o + )y — .
Die Bedingung der Koniju ierhei ini ,
S Juglerheit von Linien C,, O,
(25)

I

I

lautet unter Vor-

%12 4 g = 0.

1 1. z =
HB SGNGQHGB, S@HQOHH WIr cCH@ﬁMMQ&N@E. Q,m\hw nw.:w .._L: 1C11 Ou\v Q HZO?@ Wos

jugiert nach Terracinj sind, die Relation (25) gilt also nicht

Aus den Gleichun
. gen (22), (24), (12) finden wir leicht i
der Hmmmo_mors_gm. die zu den Charakteristiken der zur ot
Scharen gehérenden Flichen ¥ gehoren.

(26a)

Xy = -_ -—_ —_ . — g8 -
..HM M_m._” a1 3ous] [oeoe o + 2, Bas AQHMM -+ 2a19820], -
= _ _ ! ’ )
= o2 — aiz] 4 vfogy — oy + 20, — By + 4o, — 2013693] — 20415
>

Gleichungen
quadratischen R(y, z)-

x3 = 4oys,
T4 = 4voyy,
(26b)

21 = v2[2Q — 4 ;
[2oc21] + v[oens o — 2oy, — B, — do3, — 200182 + [z - o21],

Ty = @mmo«mm — 13 — wo\ — g Z
oo — o 21 — Bos + daf, + 2o21820] + v[ogs + 3ag1],

T4 = — 42y .
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Durch einen beliebigen Punkt 4 der Geraden p konstruiren wir die Tangen--
ten der Linien der beiden quadratischen R(y, z)-Scharen, die durch diesen
Punkt durchgehen. Die Verbindungsgerade der Durchschnitte dieser Geraden
mit den zugehorigen Kurven ki(ug), k2(ug) bezeichnen wir als Gerade m.
Wenn wir alle Lagen des Punktes 4 auf der Geraden 2 betrachten, dann.
bilden alle Geraden m eine Regelfliche Q.

Satz 5. Die Fliche Q ist allgemein von vierter Ordnung neunter Art nach Sturm.

Beweis. Die Geraden m sind die Verbindungslinien der Punkte von zwei
projektiven Reihen auf zwei Kegelschnitten ki(ug), ks(uo). Die Fliche Q ist.
also allgemein von vierter Ordnung. Jede von ihren Erzeugenden geht durch
zwei Punkte, die Koordinaten dieser Punkte geniigen den Gleichungen (26a),.
(26b) fiir die gleichen Werte des Parameters ». Die Geraden m liegen in den
Tangentenebenen der Fliche @ lings der Geraden p, sie schneiden also die Ge-
rade p in den Punkten y 4 s(v)z.

Wir finden nun die Abhingigkeit zwischen den Parametern s, v. Nach
(26a), (26b) gilt

¥ 4 52 = Jafylv( — e — Bog) + (o2 — au1 + 205, — By — 4oy + 20019P2)] +
+ 2[v¥(—oa1 — 1) + v(ee — an1 + 2005 — Py + 40, — 200982) +- (—2012)] +-
+ ¥'[das] + #'[4vene]} + -

+ Ao {y[v?(2021) + v(otzz — 011 — 205 — By, — 4oy — 20mPee) + (o2 + o)) +
+ 2[vH (a2 — anr - 20y — B3y + 4oy + 2021P2) + v(aas + Ba21)] +

+ y'[—4vom] + 2'[—4v2az]} .

Durch Vergleich der Koeffizienten bei g, z, 3, 2’ in dieser Gleichung und durch
AusschlieBen von Ay, A2 aus den gefundenen Gleichungen, bekommen wir
folgende Beziehung:

(27) s{vaa(—ao — o12)] + )
+ ol(oer + ouz)(oze — oa1 — fgg) + 2035001 — 2azaty; —
— danzom(oas + )] 4 az(oer + a2)} =
= v¥ao1(—am1 — aza) +
+ 0%[(aa1 + ara)(oaz — o1 — o) + 2070001 — 2013005 +

+ dozani(ouz + a21)] + v[es(an + )]

Durch jeden Punkt der Geraden p der Fliche @ gehen allgemein drei Ge-
raden m der Fliche Q. Diese Geraden liegen in den Tangentenebenen der
Fliche & lings der Geraden p. Die behandelten drei Geraden gehen durch
drei verschiedene Punkte des reguliren Kegelschnittes k1{uo) und kénnen
nicht in einer Ebene liegen. Die Gerade p ist also eine dreifache Gerade der
Fliche @ und die Fliche @ ist von neunter Art nach Sturm (Kadetavek —
Klima—Kounovsky [3], S. 740).
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e) Im weiteren werden wir wieder voraussetzen, daB der Parameter %
in den Gleichungen (26a), (26b) alle méglichen Werte annimmt, Aus den
Gleichungen (26a), (26b) bekommen wir leicht die Gleichungen der Ebenen
in denen die Kegelschnitte ki(u), ky(u) liegen. Es geniigt, wenn wir in die
allgemeine Gleichung der Ebene nach (26a) und (26b) einsetzen und die
Koeffizienten in den gefundenen Gleichungen so bestimmen, daB sie von
dem Parameter v nicht abhéngen. Wir bekommen dann:

(282) —dayoms + wsfoee — o3 + 205 — By, — 4oy + 2019P00] +
+ Za[—am — 3ap] = 0,

(28b)  dogiwe + Zafons + 3] + zafoczr — oy — 20y — By + 40y +
+ Z2a1f99] = 0,

(28a) und (28b) sind Gleichungen der Ebenen der Kegelschnitte, die zu den
quadratischen R(y, z)-Scharen und allen Geraden p der Fliche @ gehdoren.
Bezeichnen wir weiter durch 7(y, 2) die Schnittgerade der Ebenen der Kegel-
schnitte, die immer zu dem gleichen Werte des Parameters u gehéren. Wenn

wir alle Werte des Parameters betrachten, dann bilden die Geraden n(y, z)

eine Regelfliche. -
Die Pliickerischen Koordinaten der Geraden n(y, z) sind

(29) P = p1s = — 1605091,
—p2 = P13 = —dang(oaz + 3oz),
P8 =pu= —dona(oe — oy — wa& - Rm + »&w_ + 2e1for),
PM = pos = —daz(ae2 — agy + 205 — Pag — 4ok, -+ 2012f20) ,

I

P = poy = —day(—o9 — 3o9),
P = Paa = (a2 — o1 + 2aiy — By — 4o, + 2012f392) .
(22 — o — 2y, — By + 40, + 20mfam) —
— (a2 + 3021) . (—az — 3ay).
(Bezeichnung nach Hlavaty (2], S. 4, 8.)

Auf der Fliche @ betrachten wir eine R-Schar mit der folgenden Eigen-
schaft: Jede der zur R-Schar gehdrigen Quadriken ¥ geht durch die Gerade p
der Fliche @ und durch die Gerade n(y, z) die zum gleichen Wert des Para-
meters u wie die Gerade » gehért. Eine solche R-Schar bezeichnen wir als
R(n, y, z)-Schar. “ .

Die Pliickerischen Koordinaten der Tangenten an die Linien der R-Schar
auf der Fliche @ sind
(30) =0, @BB=1, g, 9B =v, ¥ =2 gy,
wobei v eine quadratische Form in v ist.

Aus den. Gleichungen (29) und (30) geht die Bedingung hervor, daB die

Tangenten beim festen Wert des Parameter « die zugehdrigen Geraden
n(y, 2) stets durchschneiden.
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3l) —dageosv’ — a21(—ae — 3agg)v? + eﬁwﬂxm;oﬁ\m — Rﬁwn_l MR\E — mmm —
—dofy + 20u282) — ana(aes — o1 — 2etgy — Pay + dudy + Zuz1fe0)] —
—oug(a12 4 3ae;) = 0.

Wenn wir betrachten, daB w sich éndert, dann ist (31) die Gleichung
der R(n, y, 2)-Schar.

Die Gleichungen der Schmiegebenen der quadratischen R(y, z)-Scharen
auf der Fliche @ bekommen wir leicht aus der Gleichung (14), wo wir f nach

(23a) und (23b) einsetzen; unter Beniitzung der Relationen (22) folgt:

(32a)
o[ — 4oy} + wo{dons] +

+.§?wml3m Iu o21) |ﬁ_| v(aze — o1t + 205 — Bpy — 4o + 2a12Pa2) + 2040) +
+ Za[v(—as + a21) + (—om + o — 200, + fon — dady + 2009822)] = O,
(32b)

#1[402102] + wo[ — do1v] -+
Fas[vHooe — a1y — 20, — Py, — 40l — 2091f822) + v(ous — az1)] +
+ 2a[v?(201) + o —om + aux + 205, 4 By — dady —
— 20122) - (—ouz — om1)] = 0.
" Diese Ebenen lings der Geraden p der Fliche @ hiillen zwei Kegel mit den
Spitzen Vi, V7, ’

(33a)  (—ouz + oor)y + (022 — o + 205 — fog + 4oty — 2009Pm)z + AREN‘ ’
(33b) (o2 — a1t — 20ty — e — 4ol — Zomfan)y + (—oz + am)z — 4oy
ein.

Die Verbindungsgerade dieser Spitzen bezeichnen wir ly, 2). a.aﬂoss. wir
alle Lagen der Geraden p auf der Fliche @ betrachten, dann bilden mro Spitzen
Vi, Vo dieser Kegel zwei Linien und ihre Verbindungsgeraden bilden dann
eine Regelfliche. v .

Auf der Fliche @ betrachten wir eine R-Schar mit der folgenden Eigen-
schaft: Jede der zur R-Schar zugehérige Quadrik ¥ geht durch die Gerade P
der Fliche @ und ‘durch die Gerade 7( y, ), die zum gleichen Werte des
Parameters u wie die Gerade p gehort. Solche R-Schar bezeichnen wir als
R(m, y, 2z)-Schar.

Die Pliickerischen Koordinaten der Linien 7(y, z) sind dann:

(34) P2 = (—a2 + az)? I\?sm — o+ wamw — Bas + 40, — 2012f22)
(oo — a1 — 2005, — flyy — doig; — 2031 89),

P13 = —dagi(—o2 + a21), .
P = —daus(or — an1 — 2065, — Py — 403, — 20mfe),
P = —dagi(ogs — a1y + 2055 — fog + dofy — 2019P22),
P = —daga(—az + aa1),

P34 = 16a002; .
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Aus den Relationen (30) und (34) bekommen wir leicht die Bedingung,
daf die Tangenten an die Linien der R-Schar fiir einen festen Wert des Para-
meters u die zugehdrige Gerade 7(y, ) stets schneiden.

(85)  dauganv’ - aei(—ang + ag)o? |- v —aia(oes — ayy — 201 — By —

—da — 202183) — argy (o — o+ 2a3, — B, + dad, — 2019623)] +
+ anp(—oys + ®21) == 0.

Wenn wir betrachten daB « sich dndert, dann ist (35) die Gleichung
der R(z, y, 2)-Schar.

Die quadratische R(y, z)-Schar mit B nach (24a) bezeichnen wir mit Ry(y, z).
Ahnlich bezeichnen wir die quadratische R(y, z)-Schar mit B nach (24b) mit
Ry(y, 2).

Satz 6. Die Berithrpunkte der Linien der B(n, y, 2)-Schar und der Ry(y, z)-
Schar liegen aligemein auf zwe; Linien, die mit dem geometrischen Ort der Be-
rihrpunkte der Linien dey R(%, y, 2)-Schar und Bo(y, 2)-Schar zusammenfallen.
Ahnlich liegen die Beruhrpunkte der Lingen, der R(n, y, 2)-und By(y, 2)-Scharen
aligemein auf zwei Linien, diese Lingen Jallen mit dem geometrischen Ort der
Berihrpunkte der Linien der R(7, Y, 2)-und Ry(y, z)-Scharen 2usamnien. Beide
angefithrten Pagre gehiren einer Tnvolution, die durch die Linien Cy, C, und
durch die Fleknodalkurven der Fliche @ bestimmi ist.

Beweis. Aus den Gleichungen (31) und (24a) bekommen wir lejcht die
Gleichung der Linien, in deren Punkten die Linien der E(n,y, 2)-Schar die Li-
nien der R,(y, 2)-Schar _uﬁ.mrwob.

(36) V291 (01g + o21) + v(— Aip09; — Aoy — Aﬂmwsﬁ — da0l) +
+ az(—oyp — o1) = 0.

In der Gleichung (36) wird folgende wonmorszzm beniitzt:

(37) Az = agp — ay; - 215 — B,

’ &
Agy = o2z — ay — 20, — 5

Ahnlich bekommen wir aus (31) und (24b) die Gleichung der Linien, in deren
Punkten die Linjen der R(n, y, z)-Schar die Linien der Ro(y, z)-Schar berithren.

(38)  v2wg(ayy + om1) 4+ o(— Aigmg; — Agiars 4 4ol + dapp0l) +-
+ aia(—ais — agy) = 0.

Der geometrische Ort der Beriihrpunkte der Linien der R(z, ¥> z)- und Ry(y, z)-
Scharen gentigt nach (35) und (24a) folgender Gleichung

(39) 02091 (o5 —o21) + v(A g + Ao — 4oy — doy0dy) -
+ ona(ois + agy) = 0.
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Ahnlich hat der geometrische Ort der Beriithrpunkte der E.E.o: der R(m, y. 2)-
und der Z(y, z)-Scharen nach (35) und (24b) folgende Q_m_owmzm

(40} vPoar(—anz — az1) + v(di2oe1 + Aoions + daday, + dagy0l;) -
+ oaz(oaz -+ az1) = 0.

Die Paare von Linien (36), (40) sind gleich, analog sind gleich die Paare (38)

und (39).
Die quadratische Form

—a210? 4 [ome — a1 — ool + @12 =0

ist die Fleknodalform der Fliche & (unter Voraussetzung von A.wwvw M@EMH
W&Eﬁ: wir die Gleichung 20 = 0 als Gleichung der Paare von Linien Cy, C,

betrachten ([5], S. 11). .
Die Gleichung (40) kann man in der Form

{v¥(—o1) + v(oee — oy — mwwv + cuz}(ouz + o2) + me?ﬁawm — o0ty +
) + 2ous01(12 + ae1)} =0

schreiben, dhnlich kann die Gleichung (39) wieder in der Form

{v2(—oe1) + v(oze — ary — Bly) + caz}(onz + a1 )+ 20{og 05 — og00t9; —
o — 2002001 (02 + az1)} =0
hrieben werden. ) .
mmw%@ngo:eo: wir eine beliebige Erzeugende p (v = ug) &.omw Emwwmrmewp MHA.NMW
TLeitlinien Cy, C. gehoren zwei Kegelsc (o),
Erzeugenden und zu den Lei v ien o e B,
i . Die Schmiegebenen der Linien der R; ¥, :
k2{uo) in den Ebenen ¢, ¢ . . s Tl ik i,
4 iillen einen Kegel mit der Spitze Vi{ug
lings der Erzeugenden p hiil . S =
inie I i benen der Linien der Ru(y,
seine Grundlinie ist ki(uo). Die Schmiege . i ol gt
i i falls einen Kegel ein, seine Spitze is
lings der Geraden p hiillen eben . . : i
i hneidet die Schnittgerade der ,
Va(uo) (33b). Die Kurve ki(ug) sc . p BB B, O
i i Punkte gehen dann die ge
den Punkten M; M, durch diese . on
%mﬁMmbnob die Linien der Ri(y, z)-Schar und R(n, y, 2)-Schar in den Pun
V der Geraden p. . .
a@ﬂ%ﬁfﬁmm 6 gehen aber durch diese Punkte die gemeinsamen %mdmmbmmw
ie Lini - d der R(%, y, 2)-Schar, diese Tangen
an die Linien der Ra(y, z)-Schar un -8 Bouten
ori i der Linien der Rs(y, z)
i in den zugehérigen Schmiegebenen
_H”wwm@m%wsm“wm m_oosow enthalten die Verbindungsgerade von Vi(ug) und Va(ue).
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CIHEQUAJILHBIE CUCTEMBI PAKKATU
Hoced Bana

Pesiome

*
Cucrema Puxxarn (B-cucrema) mmmmi ma smHe#uaTol HepassepTHBaBmeitca uoBepx-
HOCTH @
z = y(u) + vz(u)
ABIACTCA CUCTEMOIL
v + afu) + 2By + Pyt = 0,

rae a(u), flu), y(u) 3ajlaHHKe QYHKINE oT nepeMenHoro u. Jlummm R-cucremur HKacaTCH
JMHUE 3CHMITOTHYECKON CHCTEME B TOURAX INTABHHIX JIMHUHA 3aKaHHON cUCTeME R,

Heenenyiores croticrea sTirx E-cucrem, xoropsie nmeror TABHBIE MY B JMEUAX Cy, C, .
OTH cmCTEMBI HasmBawT cucremamu Ry, z). Ecau sanun Cy, C. e acumMuTOTHYECKNE 1 He
Parernonamsume, To CYIMECTBYIOT BOOOILE Be KBAXPATHIHEE CHCTEME R(y, 2). Axcuansrne
cucremn Ry, z) CYWECTBYIOT TONBKO B TOM ciy4ae, ecnu Cy, C, apuanTes CONIPAMEHHEIMHI
o Teppaunnn {Terracini). Kpome Toro HCCHEAYIOTCH JIOKAIBHME CBONCTBa, KBajipa-
TWIHBIX cucreM Ry, 2) BROJNb 00pasywme p nosepxHocru D. Ilanee ACCAENYIOTCA CBOI-
CTBA MBOTOHAMBHKX cucreM R Ha IoBepxHoOCTH D, .
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