ZACHOVANIE INFORMACIE
PRI REDUKCH STATISTICKYCH MODELOV MERANIA

ANDREJ PAZMAN, Bratislava

V prici sa analyzuje moznost redukcie udajov vystupu meracieho systému
pri zachovani informdcie. Odvodené vieobecnd vztahy st poufité najprv
na analyzu linedrneho modelu merania s gaussovskymi chybami merania.
Tento model zahriiuje v sebe priame i nepriame, zavislé i nez4vislé merania
vyrovnédvacieho poétu (tedrie chyb). Dalej sa analyzuje model opakovanych
merani s vyrazne nesymetrickymi aditivnymi chybami merania.

Zékladnym predpokladom ka?dého merania, je urditd znalost.fyzikélnych
procesov, podla ktorych sa spriva merany objekt i merac systém. Ak viak
zvédéSujeme poziadavky presnosti merania alebo budujeme znadne zlozité
meracie systémy, skor &i neskér si musime viimaf vplyvy, priebeh ktorych
nevieme vystihnit deterministicky:. Obyéajne tieto vplyvy vieme vystihnut
asponi Statisticky, pripadne obmedzif interval ich podsobenia a pod.

Zameriame sa na také meracie systémy, ktoré meraji ,,stiéasne k meranych
velidin =z, ..., zx,a ako predbezny vysledok merania poskytuji m hodnét
{m2k)yr,...,ym, ktoré budeme struéne nazyvat vystupom meracieho
systému. Predpokladdme, e z analyzy meracieho systému je ndm znima
pravdepodobnostnd stvislost medzi vystupom a vstupom meracieho systému
dani hustotou pravdepodobnosti

H(Y]X),

kde ¥, X st vektory so zlozkami y:1, ..., ym a 21, ey Tpe

Z vystupu meracieho systému ¥ nemézeme urdit presné hodnoty meranych
veli¢in. V principe mé¥eme viak uréit k-rozmerné priestory spolahlivosti,
ktoré s vopred predpisanou pravdepodobnostou P pokryvaji nezndme hod-
noty meranych veliéin.

Konstrukeia priestorov spolahlivosti je jednoduchsia, ak m = k. Je dalej
obtaZné priamo porovnat medzi sebou rézne meracie systémy, ktoré slizia
na meranie tych istych velidin a ktoré maji rézny polet (m) vystupnych
hodnédt 1, ..., ym. Je preto tdelné, ako prvy krok pri spracovani predbeznych
vysledkov merania a pri porovndvani réznych meracich systémov vykonat
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redukeciu vystupu hameranych hodnét. 4, hodnét ¢, --+» Ym, ktoré sq vybe-
rom z ndhodného stibory s hustotou Pravdepodobnosti JUY/X), potrebujeme
nahradif mengim poétom % hodnét 15 ...,'2, ktoré sg vyberom gz nahodného
siboru s hustotou pravdepodobnosti Jo(Z[X). (Obmedzime sa na, také pripady,
ked hustota, J2Z(X) existuje.) ‘

Vo vystupe meracieho systému Y je obsiahnuté urite mnoZstvo informsgie
O meranych velidingch X, <.<mmm&mgo, aby sa toto mnozZstvo informgcie
zachovivalo pri redukeii vyjadrenej transforméciou Z — Z(Y).
V pripade, 3e hodnota vektora X je vyberom z ndhodného sibory g roz-
delenim pravdepodobnosti Px, mnoistvo informacie (v Shannonovom
zmysle) o velidine X obsiahnuté vo velidine ¥ je dané vztahom (pozri [2]):
(1) IX,Yy=Mm HomE
_ [7(¥1X) aps

Ee

kde M{} je Symbol strednej hodnoty a g, oznaduje k-rozmerny euklidovsky
priestor. Podobne inform4cia o velidine X obsiahnut4 vo velidine Z je dang
vyrazoms: : .

3

: f(Z|X)
(2 IX,Z) = M |1og —L2Z2)

| #@1%) apy

Ey
Podmienks, -zachovania, informgcie pri transformicii 7 — Z(Y) je
(3) a4l = [(X, SINCNNVHO.

I ked Pripustime, e vyskyt réznych hodnét meranych veligin je vzhladom

na experimentdtors néhodny, nepozndme rozdelenie pravdepodobnosti Px

(4) logu >'1 — 1/u,
pricom rovnost vo vztahu (4) plats viedy a len vtedy, ked u — 1.

Dokaz. Vezmime funkeiu
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zachovdva informdcin o veliine X (A1 = 0 pre kasdé %.mv vtedy a len vtedy,
ked existuje nejakd funkcia d(¥ ) 2dvisld iba od Y takd, Se

H(Y/X)
® FIZ(Y)X]

— &)

pre véelky X € By a pre skoro vietky Y.

Doékaz. Zvolme si TubovoIné Px. Owbmm.Em

® (¥, px) = [A(¥/X)dps;
Ex
@ w(¥, px) = [ AlZ(Y)/X1dps.
By

Uo%&mig (1) a (2) do vztahu pre tUbytok informégcie dostaneme:
AYX) . 0oV, px)

® A= IX ) - 1X,2)= EMETNX] Y, 5|

Pouzitim lemy 1 a vzfahu (8) dostaneme:

: fo o
9) arzyfy L) _ L dpgfidY —
B Ji.opo 1. @2
En Ex

=1—| |2 fodpeldy .
@2
En By

Rozpfsanim ¢, a @2 vo vztahu (9) dostaneme

(10) AL =1 — \ ﬁ % ESNE\TE -

Ex Ep :
Podla lemy 1 rovnost vo vzfahu (10) platt vtedy a len vtedy, ked pre mWon
vietky ¥ (v zmysle Lebesgueovej miery ) a skoro vietky X (v zmysle miery py)
plati:

SUTIX) oY, px)
Cc PIZ(Y)X]  u(Y, px) |
Nech plati (5). Dosadenim do (11) podla vztahov (5), (6) a (7) wo?.a&Eo
rovnost vo vztahu (11) pre kaidé py. Dostatodnost tvrdenia vety je do-
kizana. . ,.

Nech naopak plati (11) pre vietky moZzné py. Potom zrejme vzfah (11)
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musi platit pre vietky .N € Ey. Lavé strana rovnosti (11) nie je z4visls, od py

a) Mno#iny B'(Z) (2dviste od ndhodného v
) ny . ektora Z ) st P-pyi 2 -

VoSl pre urdenge skutoénej kodnoty vektorq X / Frissorms spolahl;

b) h:n. NH mN.wANY X m.m.:ANv, tak fxZ/X;) > foZ] Xs).

¢) Objemn (mierq 1) priestoroy spolahlivost; B'(Z) nezdwisi od 7,

Potom plat: : .
S.ﬂ.. N_& MSN@.E\ %ANV 8% jednoznadne urfenyimi (af na mnofiny nulovej miery y )

vRvmalnymi P-priestorms v0stT pri jmi 2

G s W@ - priestorms spolahlivost; priradengms k redukovanémy vystupu 7,

(12) . B(Y) = BZ(Y)]

St i v C o, .. .
um&ég&mg urcengms (az na mnofiny maery nula,) minimdlnyms P-priestorms
spolahlivost; priradengmi k vystupu ¥V,

Dékag. Oznadgme:

(13) AX)={2: X e Bz} .
Pre Iubovolny kons§trukeiu briestorov spolahlivosti B'(Z) musi platit:
{4 PLAIX) = [ fzyxyaz — p|

A
Zo vztahu ( 14) vyplyva; !

(15) B —
aeo u[G(a)]

PAX)/X}dX = p

kde ((a) je k-rozmerns gyl ,
. gula o polome . N. : e,
vztahu (15) dostaneme: P ve & Naziklade vatahu (13) a roz pisanim
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16) P = lim — fZ/X)dz| dx =
A aso u[G(a)]
Ga) A(X)
1
= lim ———— f(Z/X)dX | dz.
beo W[G(B)]
G) B(Z)

Posledny vztah musi byt splneny pre lubovolnt kondtrukeiu P-priestorov
spolahlivosti. Z neho a z podmienky b) vyplyva, e kazd4 konstrukeia P-pries-
torov spolahlivosti odli$ns od priestorov spolahlivosti spliiajiicich podmienky
a), b), ¢), na mnozine nenulovej miery, mé nutne vi&si »0bjem* (mieru).

2. Z podmienky (5) a zo vztahu (12) vyplyva, e hustota, pravdepodobnosti
Ji(Y/X) a mnoZiny B(Y ) spliiaji predpoklady a), b), ¢), a preto B(Y) dané
vztahom (12) st jednoznaéne urdenymi minimilnymi P-priestormi spolahli-
vosti priradenymi vystupu ¥. ,

Poznimka. Z vety 2 vyplyva: Ak Z = Z(Y)a W = W(Y) st dve transfor-
mécie zachovivajice informéciu, obe vedd k tym istym priestorom spo-

Tahlivosti.
Gaussovsky linedrny model merania

Uvazujme také merania, pri ktorych medzi meranymi velidinami a vystu-
pom meracieho systému je linedrna zévislost znima z konstrukcie meracieho
systému

k
AHQV QM”M%&._\QITQ& Q”wu...usvv
i=1
priom merania st sprevadzané nahodnymi aditivhymi chybami merania
s gaussovskym rozloZenim pravdepodobnosti, t. j.
A.._.mv m\&”w\wl_lsxs As”_.u.vssv“
7; je hodnota i-tej 05&\% merania. Ak spojime vztahy (17) a (18) a zapiSeme
v maticovom tvare, dostaneme: v
(19) Y=8X+4+ A4+ N
a hustota podmienene;j pravdepodobnosti m4 tvar(1)
1
(2m)im (det K)k

(20) f(Y/X) = exp{—% E_\ —8X — APK-[Y — 8X — A7},

1) Exponentom T' oznadujeme trans oziciu, exponentom —1 oznadujeme inverziu
P ) J

matice, -
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kde K je matica, kovariancif chyb merania. V pripade
vany model je model nepriamych nezdvislych merang
pottu. Pretoge priame merania, sg Specidlnym
merania sa pomocou elementov daji previest
Jlca analyza aj priamych i nepriamych, z4vis
rovnivacicho podtu.,

. 7e je m_.mmon&:? uvazg
Znamy g Vyrovnivacieh
Pripadom nepriamych g, 28viglg
na nezivislé, tyka sa nasledy.
lych i nezévislych merang vy

Lema 2. 4}
Z=LY + B ,
&de vektorovd ndhodnd veliting v md hustoty pravdepodobnost; (20) a L je maticq
typu kfn hodnosti k, potom existuje hustotq pravdepodobnost; SoZ|X) 4 mg tvar;
1
21 . NNHIX@N IPNINEENWLNINN ,
@) - fzx) ot T P (— 41 % — 3y
kde stred rozdeleniq M a kovarianéng matica B st dané vetahm;
(22) &NHEQOHN@N.TH& + B;
(23) R=LKIT.

Dékaz pomocou ormwmwﬂaamﬁowﬁ. funkcie pozri v f13.

<m.§. 3. V gaussovskom linedrnom model;
linedrnej transformacie
(24) Z=LY 4+ R

zachoviva inform4ciy vtedy a len vtedy, ked matica I, m4 tvar

merania redukejg, Pomocou

(25) L = DSTE-18)187 K1

kde D je Tubovolng nesingulirna k-rozmerns, Stvorcovd matica, ?

U@WmN.Uo ﬁm@rcavmog&gm podla (20) 4 (21) a NF@@n?EE.mEm.
Dostaneme: .

(26) (YT — AT)K18X — yxrgrggy _ 27y —
— ATLT — Br)Rrgy | *XTSTLIRLSX — Jog H(Y)=o.

iu vtedy a len viedy,
ny pre vietky X a pre

H

skoro vietky Y. Dosadenim za, D(Y):
S(Y]X;)
Fl2(Y) X))

-pri pevne zvolenom vektore X1 a dosadenim zg B 7(Y) a podla (23),

DY) =

Nech naopak plati rovnost (26). Kvadratickd forma (26) (premennymi
st zloZky vektora X) je rovn4 nule len viedy, ked

(27) (YT — AT)K18 = (YT — ATYLTR1LS

pre skoro vietky Y. Vztah (27) méze byt splneny len vtedy, ked

(28) K18 = LTR-1LS

Matica K18 m4 hodnost k. Preto aj matica LS je nesingulirna a existuje
atica (LS)-1, . .

Bbw vyndsobime vztah (28) zlava maticon LT(8TLT)~187, dostaneme:

(29) LT(STLT)1STK-18 = [TR-1[,8 .

Porovnanim so vzfahom (28) dostaneme:

(30) K18 = LT(STLT)-18T7 K18 |

Transpoziciou a tipravou dostaneme:

(31) L = LS(STK-18)-18TK-1 |

Matica LS je nesingulérna a je preto jednou z matic D vo vzfahu (25). Veta,

je dokédzana. e . o o

* wmmmﬂ&m celd trieda linedrnych transformacif zachovavajtsich Emo.meoE.

ktoré, pravda, podla vety 2 vedd k tej istej kon3trukeii minimélnych priestorov

m@oFmquMa. V dalsom preto vystagime s transformiciou:

(32) Zy = (STR18)ISTK-Y(Y — ).

Ak je matica K-! diagondlna, zodpoved4 .<Nmmr (32) Emmmi_\p bS.%ﬁ.»FMMW

Tovnic vyrovnivacicho podtu, pri¢om .Eméom wmtp Ncmmoqw&.m BW fof <o~.“

Veta doplia preto interpreticiu Eowaswm.zSB&s%mw aoqw:.o.\u%um:_m z&

malnych rovnic zachovava vietku chwEmmEoﬂw\mnmawwr velidindch z, ..., zg.
Pre kazda predpisani pravdepodobnost P urdime &slo rp vztahom

L]
(33) Pt <i2} =P, |
kde ¢ je ndhodné velidina s %% rozdelenim pravdepodobnosti. Potom elipsoid:
(34) B(Z)={X :[XT — ZNSTK-18[X — Zy] <12}

spliiuje podmienky a), b), ¢), vety 2, a _.w preto Embmﬁm_sv:w w-wnmwnowww
spolahlivosti priradenym redukovanému <%w_z.%: Ne\. U\meQoEB (32) do (
dostaneme hladané elipsoidy spolahlivosti priradeng AJQM::E Y. . N
Roézne meracie systémy (o nerovnakom podte ﬁ%wn:@w%or wounos mbzeme
Porovnat pomocou kovariandnej matice R, redukovansho vystupu N?..H.Swn
tejto matice dostaneme aplikovanim lemy 2 na vzfah (32). Dostaneme:

(35) Ho = (STE8)
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det (STX -18)
Aﬁ?l je k-rozmerng gula). .
‘ Vyraz:
(37) _ det STK-18 = det B1

Je vhodnoy mierou presnostj merania,

me%EmnE.QW% model meranija

(38) Jolna) = ﬁm XP{~an}  prem >
kde g je kladng kongtanta, P =1

Merani -kra j ivi .
18 m-krit opakujeme (nezévisle) dostaneme vystupné. hodnoty

Y15 ooy Ym 2dvisls od meranej velidiny podla vztahoy:
39

(39) Y=z + n (t=1,...,m.
Zo vztahov (38) a (39) dostaneme:

.18 S ¥e) < as%%ﬁl iﬂ.M Y — mx)}  pre Yi=2x (=1, . O

Ov
ak y; < ¢ aspori pre jedno 4.

Zo vzfahy (41) vyplyva;:
(42) :

Plziz> ) — S%%\..“.S > 20}
2 z0 vztahov (42) a (38) dostaneme:

(43) Solzjx) = swa TPl — ) prez = gz,
Prez < gz

Porovnang ot .
Emmdwmmmw_w”ﬁ:wag wwmaﬂo@o&ovso@_\ (40) a (43) zistime, %e spliiujé pod-
ety 1, ¢.j. transform4cia (41) zachovéva informéciu. Pre _MWUD;

88

volné P uréime minimalne priestory spolahlivosti priradené k redukovanému

vystupu z zo vzfahu:

z—(1/ma) log(1—P)
(44) P = ,\ ma exp {— ma(v — z)} do .
Oznadime ako predtym mnozZiny bodov z spliiajice vzfah (44)

1.
(45) hAavH?“aANA&{l_oMCIEW
ma

a hladané priestory m@Q?E?OmE. podla vety 2 st intervaly:

1
(46) WAM\‘VH?“AEFSV._uiwomCIN..VA&ABEQ&.
i ma i
Vztah (46) umozriuje priamo z neredukovaného vystupu urdif potrebné inter-
valy spolahlivosti.
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COXPAHEHUE MHOOPMANUU IIPU COKPANIEHNU
CTATUCTUYECKNX MOIEJEI N3MEPEHUA

Anppeit Nasman

Pesome

B pagore AHATUBHPYETCA BOBMOMHOCTD IPYIIIUPOBRI HOKABAHMIL BRIXOJA M3MepUTEIbHON
CHCTEMH PN OXHOBPEMEHHOM COXpaHeHUd UHGOPMANUM. Honyuennste o6mue ormomenus
 MICHOJNb3YIOTCA CHAYANIA JJIA aHANN33 JuHelHol MOJIeIU USMEPEHMS C FAYCCOBCKUMHE OHIUG-
KaMu uaMepeHuA. B oty Mopmens BHIOYSHE! OpAMBIE M KOCBEHHbIE, BABHCMMEE U He3aBU-
CHMEIE W3MEpPeHNsd, W3BeCTHHE M3 Teopun owmmbok. Obmue cooTHOmEHUS UCHONB3YIOTCH
B adbHeiiilleM A aHATU3a OFHOMH MOJIENN OBTOPAEMBIX UBMEPEHU ¢ BHAUNTEIBLHOMH acum-

‘MeTpueil angUTUBHHX OMNGOK M3MepeHus.
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