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ELEMENTARNI PROSTOROVE URCENI
OSKULACNICH KRUZNIC KUZELOSECEK I

ALOIS URBAN, Praha

1. UVOD

Pro sestrojeni oskuladni kruZnice kuZelosedky je znémé celd fada konstrukei,
které jsou odvozeny nejrizn&jsimi metodami. Nejznam&j§i z nich se opiraji
o analyticky apardt (BydZovsky, [1], str. 214—217), o Steinerovu—Pelzovu
parabolu (Kadetsdvek—Klima—Kounovsky, [4], 1., str. 50—53), o Wey-
rovu vétu (Hlavaty, [3], str. 276—278) a o homotetii (Kadefdvek—KIli-
ma—XKounovsky, [4], L, str. 80—81), tedy vesmés o véty rovinné geometrie.
Jsou viak také zndmy konstrukce, které vychdzeji z prostorové geometrie
a které napi. uzivaji Yezit kuzelové plochy nebo Meusnierovy véty (Kadeta-
vek—Klima—Kounovsky, [4], IL., sbr. 565). Do této skupiny konstrukef,
lépe fedeno ditkazti zndmych konstrukef oskuladnich kruZnic kuZeloselek, je
mo#¥no zatadit i jiné metody. Jedna z nich se opird o véty tykajici se zvySovani
styku kiivek promitinfm, druhé o priniky specidlnich kvadratickych ploch.

2. OSKULACNI KRUZNICE KUZELOSECEK

Nejprve uZijeme vét o styku primétt dvou kiivek, které uvedeme bez
dikazu (napt. [5]). .

Nechf k¥ivky ki, k2 maji ve spoleném bodé M styk Ffadu pravé s — 1
(&> 1).

Nutné a postadujici podminka pro to, aby sttedové praméty k; a k, kiivek
ky, ks mély v pramétu M’ bodu M styk fadu s, jest, aby stied promitdni lezel
v hlavni roving a nelezel na spoletné teéné kiivek ki, k2 v bodé M.

Nutné a postadujici podminka pro to, aby kiivky ky, ky mély v M’ styk
f4du s + 1, jest (za predpokladu, Ze hlavni rovina neni oskulaéni rovinou
kiivek ki, ko), aby stfed promitani byl bodem hlavni ptimky a byl rizny
od bodu M.
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Nutné a postadujici podminka pro to, aby kiivky ky, k, mély v M’ styk
¥adu s + 2, jest (opdt za predpokladu, Ze hlavni rovina neni oskulaéni rovinou
ktivek ki, k), aby stied promiténi byl hlavnim bodem.

Geometrickd konstrukce hlavni roviny a hlavnf pfimky byla napf. uvedena
Cechem [2]. Je-li » libovoln4 plocha, na niZ leif kiivky ki, k2, pak hlavni
rovina je tedné rovina plochy v bodé M (obr. 1) a hlavnf piimka je pfimka
konjugovand ke spoletné tedné kiivek v bodé M.

D4 se dokézat, %e ke konstrukei hlavntho bodu je mozno s vyhodou pouZit
netriviaini rozvinutelné plochy urdené kfivkami ki, k.. Dotykovy bod jeji
hrany vratu s hlavni p¥mkou, kteréd je pifmkou této rozvinutelné plochy,
je hlavni bod (pro ptipad protinajicich se kfivek dikaz je proveden v [5];
dikaz v tomto ptipadé by probihal obdobné).

Uvedenou konstrukei hlavnich elementd je mozno v eukleidovském prostoru
pro piipad s = 2 a za predpokladu, e oskuladni roviny kiivek k1, k2 v bodé M
jsou rdzné, znaéné zjednodusit. .

Obr: 1: Obr. 2.

Konstrukee 2.1. Necht I, I jsou oskulaéni kruinice kiivek ki, k2 v bod§
M (v obr. 2 je znizorndn primét z bodu spoletné teény ¢ kiivek ky, ks v M ).
Podle predpokladu lezi Iy, Iz v réznych rovinich; uréuji proto jedinou kuie-
lovou plochu. Jeji tedné rovina prochizejici spolednym bodem M kiivek ki, ks
je hlavni rovina, povrchova piimka prochizejicf bodem M je hlavni pfimka
a vrchol H je hlavni bod. Hlavni ptimka je ziejmé kolm4 na teénu ¢ kiivek
k1, k2 ve spoletném bodé. ,

Konstrukee 2.2. Necht » je kulova plocha, kterd ma v bodé M titbodovy
styk jak s kiivkou &, tak také s kiivkou ko ; snadno se uvazi, Ze takova plocha
je jedina (obr. 3). Oskulaéni roviny k¥ivek ki, k2 v M protinaji » v kruZnicich
11, ls, které jsou oskulagnimi kruZnicemi kfivek ki, k2 v bodé M; je jich proto

T4

mo¥no uit ke konstrukei hlavnich element dvojice kiivek ki, ks v bodé M
podle konstrukee 2.1.

Nwr

U#ijeme-li nalezenych vysledk@ na nejjednodussi piipad, kdy za k¥ivky
k1, ke volime dotykajict se krugnice k, I lezici v riznych rovinich a promitne-
me-li kromé toho ob& kruZnice na rovinu rovnob&ing s rovinou jedné z nich,
pak dostavéame (obr. 4):

Obr. 4.

Viéta. Primétem dvojice dotykajicich se kruZnic, jejichZ roviny jsou riizné,
na rovinu rovnobéinou s rovinou jedné z nich je kruénice dotgkagict se kuZeloselky
v bodé, ktery je priamétem dotykového bodu dané dvofice kruZnic. ¥

Nutnd a postadujici podminka pro to, aby v primétu kruinice oskulovala
kueloseblou, jest, aby stfed promitdni lefel v tetné roviné kulové plochy, na niz
le$i dand dvojice krufnic, sestrojené v bodé dotyku dangch kruinic (a aby byl
riizng od bodu dotyku).

Nutnd a postabujict podminka pro to, aby v primétu krugnice hyperoskulovala
Kudeloselkou, jest, aby st¥ed promitdni lefel na piimce teéné roviny prochdzejict
dotykovgm bodem obou dangch krufnic a kolmé ke spoletné telné (a aby byl
riizng od bodu dotyku )

Nutnd a postadugict podminka pro to; aby v pramétu kruinice spljvala s kuZelo-
selkow, jest, aby stied promitdni byl vrcholem kuZelové plochy, na nif lefi obé
dané krugnice. . .

Jiny elementarni déikaz je moZno provést aplikaci zngmych vét o priniku
kuZelové a kulové plochy (obr. 4). . ‘ o

Promitaci kuselové (valecova) plocha 4 kruznice k je profata rovinou krui-
nice I v kuzelosetce k. Kulové plocha je protata touZ rovinou v kruznici I.
Spoletné body kruznice I a kuZelosetky & jsou tedy na pranikové kiivee kulové
plochy » a kuZelové plochy 4. °
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Primikovés kfivka obou ploch je sloZena, nebot podle pfedpokladu obsahuje
kru#nici k; druhd 4st je oviem také kruZnice. Vzhledem k tomu, Ze obé plochy
se dotykaji v bod¥ M, prinikova kfivka m4 v tomto bodé dvojndsobny bod,
a tedy rovina kruznice &', kterd je druhou &4sti priiniku, prochézi timto bodem.
Pokud stied promitani V nelezi v rovind prochizejici bodem M kolmo ke spo-
le¢né tetnd danych kruznic, rovina kruinice k' neni kolmd k této roving,
a tedy protind rovinu kuZelosetky v piimce, jez je riznd od spoletné tetny
obou kruznic, tj. od tedny kuZelosedky % v bodé M. Kruznice k' tedy protind
kuzelosedku % jednak v bod® M, jednak v dalsim bodé M’ = M. Spoletné
body krugnice [ a k jsou tedy M (v némi se dotykajf) a M’ (v némi se nedoty-
kaji). Tedy ! je oskuladni kruZnici kuZelosetky kb v bod® M.

Jestlize stfed promitini leZi v roving jdouci bodem M kolmo ke spoletné
tetnd danych kruznic, pak rovina kruznice k' je k ni kolmé. Spoleéné body
kuZelosetky k a kruZnice 1 leZ{ opdt na prinikové kiivee k, k' obou plooch.
Bud rovina kruZnice k' je riizné od roviny kruznice I,;pak k a I maji spoletny
jen bod M, tj. I je hyperoskula®ni kruinici kuZelosedky b v bodé M. Je-li
rovina &' totozna s rovinou kuZelosetky %, pak k' = = . Je to ve specidl-
nim p¥pads, kdy stied promitini je vrcholem H kuZele urdeného kruZnicemi
k, I. Tim je poddn druhy dikaz pfedchozi véty:

3. UZITE ELIPSY KE KONSTRUKCI OSKULACNICH KRUZNIC

Tvrzeni véty je moino rovnéz lehko dokézat elementdrnimi metodami
podetnimi p¥imo, aniZ bychom uzili pfedchozich vét. Dikazy se viak pak
musf provaddt zvlast pro jednotlivé typy kuZelosedek (pifpad hyperoskulag-
nfich kruZnic kuZelosedek je napf. uveden v [6] a [7]).

Utijeme-li rovnobéZného promiténi, pak zfejmé miZeme odvodit jen véty
tykajici se oskuladnich kruznic elipsy.

" Necht je dana kulové plocha x a na ni dvé dotykajici se kruZnice k, I (obr. 5).
Promitnéme ob& kruZnice ve sméru ptimky s, kterd leii v tetné roviné kulové
‘plochy ve spoletném bod& M obou kruZnic, do roviny rovnobéiné s rovinou
kruznice I (smér s nelezf ve dvojsméru reviny kruZnice !). Smér promitdni
a. krugnice k urduji kruhovou véalcovou plochu, jejiZ fez primétnou je. elipsa
(resp. kruznice) o sdruZenych primérech MN, PQ.

Z podobnych trojthelniki 4M28:K ~ AM,0,8, plyne

(1) M8 MoK = M0z M,S).

Podobn& z podobnych trojthelntkdt AM,KO; ~ AM,0,0, najdeme
2) M0, : MoK = M30;: M,0;.
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Z (1) a (2) dostavame
3) (M,05)* = MyS; : MaSs,
a tedy, vzhledem k tomu, Ze MsS» = M8 sing (0 < ¢ < i),

E m\ E m\ AENOWVN . A@wvw
) TP R T S sing MS.sing

co¥, je zndmy vzorec pro polomér oskulaénf kruZnice elipsy v jejim bodd M,
u..m-: elipsa urdend sdruzenymi praméry MN,
PQ (a jejiz stied je S).

Nalezeny vysledek je mozno formulovat
takto: Oskulagni kruinice rovnobézného pri-
mé&tu kruznice do jeji roviny je kruZnice, ve
které tetnou rovinu dané kruinice protind
kulové plocha, kterd prochdzidanou kruZnicf
a dotyké se roviny uréené smérem promitani
a prasetnici roviny dané kruZnice s danou
tednou rovinou. ‘

Protore karda elipsa je, jak zndmo, rov-
nob&inym primétem néjaké kruinice, miize-
me nalezeného vysledku uzit ke konstrukei
oskulaéni kruZnice elipsy. )

Konstrukee 8.1 (obr. 5.) Necht elipsa jo
déna sdruzenymi praiméry MN, PQ. Osku-
laéni kruZnici dané elipsy v krajnim bodé M
jednoho z danych praméri sestrojime takto:
Rovinu elipsy zvolime za prvou pramétnu,
rovinu k nf kolmou a rovnob&Znou s normé-
lou elipsy v bodé M zvolime za druhou pri-
métnu. Dand elipsa je prvym primétem krugnice k, kterad se dotykd roviny
dané elipsy v M, je kolmé k druhé primdtné a mé polomér r = PS = Q8.
Stted O’ libovolné kruZnice vyhovujici uvedenym podminkdm (pokud oviem
jeji rovina je riizné od roviny dané elipsy) a stfed S dané elipsy urduji muwmw
promitén{ s. Kulové plocha vyhovujfei podminkdm dokizané véty, protina
rovinu dané elipsy v hledané oskulaéni kruZnici (I o sttedu S°).

Konstrukee 3.2 (obr. 6). Provedeme-li predchozi konstrukei specidlné pro
kruznici k, jejiZ rovina je kolmd k roviné dané elipsy, pak v podstaté dosté-
véme znamou konstrukei stiedu S’ oskalagni kruinice v bodé M elipsy dané
sdruZenymi priméry MN, PQ.
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Poznamka. Pfimky, které jsou potiebné k vlastnimu sestrojeni stiedy
oskulaéni kruZnice, jsou 0,S,, Mi0s, 0:0;. Snazime-li se co nejvyhodnéji
uzft danych prvki, pak uZijeme toho, Ze MR || 0,S; a MiR = 0,8,. Kol-
mice z R na 0,8, urduje na M8, hledany stfed S;.

Obr. 6. : Obr. 7.

Konstrukee 3.3 (obr. 7). Ze zakladni prostorové odvozené konstrukece 3.1
miZeme za piedpokladu SP =< SM sin ¢ snadno odvodit novou zajimavou
konstrukei stfedu § oskulaénf kruznice v bodé M elipsy urdené sdruzenymi
priméry MN, PQ. Pomocnou kruznici k zvolime tak, aby bylo sz | ks.
V tomto pkipadé stfed O pomocné kulové plochy splyvé se sttedem O’ krui-
nice k, takie pravoihly primét bodu O do roviny dané elipsy je hledany
stted S’ oskuladni kruznice.

Samotnou konstrukei pak provedeme takto: Na kruZnici opsané nad pri-
mérem M,S, uréime bod O, tak, aby M,0;, = 8;P1, co# podle pFedpokladu
je mo#né. Pata S; kolmice spudténé z Oy = 0, na M,S, je hledany st¥ed.

Konstrukece 3.4 (obr. 8). Je-li SP = SM sin ¢, pak s vyhodou miZeme uZit
promiténi, jehoZ smér je kolmy na zdkladnici z,,,. Pro stfed 0’ kruZnice k
plati O] = 8s, O,M, = 8iP,. Pomocna kulova plocha m4 stied O na zdklad-
nici, a tedy st¥ed §’ oskuladni kruznice dané elipsy pro bod M je S’ =0.
Konstrukee je velmi snadni. Polomérem SiP; pfetneme z M; pramér sdru-
zeny s M:S;; tim najdeme O,. Kolmice v O, k M,0, uréi na normile elipsy
v M, stfed S’ oskulaéni kruznice.
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Pro polomér. hyperoskulatni krunice ve vrcholu elipsy vyplyvaji specia-
lisaci konstrukef 3.1 — 3.4 znidmé i méné obvyklé konstrukee. 5
Konstrukece 3.5 (obr. 9). Uzijeme-li konstrukce 3.2 pro piipad ¢ = R,

ptipadné uzijeme-li upravené konstrukce podle diive uvedené poznimky,

O, ™ 525 'S ng
= ; _

Qbr. 8. Obr. 9.

Obr. 10. , Obr. 11.

dostavame velmi zndmou konstrukei stfedu hyperoskulaéni kruZnice ve vrcholu
elipsy. 5 N
Konstrukee 3.6 (obr. 10). Specializaci konstrukce 3.3 pro @E.@mm P =
najdeme stfed hyperoskuladni krusnice v hlavnim vrcholu elipsy. Misto
obecnych sdruzenych prameérd MN, PQ jsou ddny osy AB, CD. Uvedené

79



konstrukee wieme uift, nebot pisludny predpoklad je splnén -(jest toti%
a>b> 0).

Konstrukee 3.7 (obr. 11). Stred hyperoskulaéni kruZnice elipsy o osich
AB, CD ve vallejsim vrcholu € miiZeme sestrojit specializovanou konstrukef
3.4, nebot pisuiny predpoklad je splnén (b < a). Poznamenejme, Ze ke sku-
tetné konstruesi sta¥f v ohnisku elipsy sestrojit kolmici na spojnici tohoto
ohniska s tim vedlejéim vrcholem elipsy, pro ktery hleddme st¥ed hyperosku-.
lagnf kruZnie Prisesfk sestrojené kolmice s vedlej&i osou je hledany stied.
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