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O DELITELNOSTI FAKTORIALU 2!

JOSEF METELKA, Olomouc

s

V &lénku se nejprve fesi otdzka: Kterou nejvyssi mocninou &isla m > 1
je délitelny faktoridl n!? V druhé &dsti je otdzka v jistém smyslu obrdcena:
Které pfirozené &islo n m4 faktoridl n! délitelny moeninou m¥, nikoli viak

mocninou m#+1 daného pfirozeného &isla m > 117

§1
. Umluva. Viecka mal4 latinsks pismena v celé prici znadf vidy ptirozend
-8sla. Vyjimkou je jen exponent k, ktery miife byt té% roven nule. Ostatni
odchylky budou vidy udiny.
Polozme si problém:

yyrs e

Kterou nejuyssi mocninou &isla m > 1 je délitelny faktoridl n! ?

A

Necht je m prvodislo, tj. m = p > 1.
Véta 1. Je-li p prootislo, je faktoridl n! délitelng &islem pk, kde
=[x
b3 —1.
=1
a nent délitelny &islem pr+i.

Dikaz véty je uveden skoro ve viech udebnicich teorie &isel, napf. [1, str. 46;
2, str. 24; 3, str. 25].

Priklad. Cislo 131! je délitelno 5% a neni délitelno 533, nebot

131 131 131
-+ + =26 +54 1= 32.
5 25 | | 125

v

Véta 2. Neckt je p* nejuydst mocnina proodisla p, jif je délitelng faktoridl n!,
pak plati
k

lim — = :
n—>c0 M .%Iﬂ

1

60

Ditkaz. Budeme predpokladat, Ze » je jiZ vétsi nez p. Oznaéme ¢, = [logy 7],
pak mame

lim 2 — 0
0 im =0
Pro libovolné j plati
n n
1>——|—|=0
p? p!

2) a0,

1—»p N
Délime é&fslem » a limitujeme pro n — oo, éim7 dostdvime
) 1 ka
lim — = ——— lim— >0
n—oo N p— 1 n—>oo T

a to ddv4 vzhledem ke vztahu [1] tvrzeni véty.
Pro prvnf.odhad ize tedy v nékterych piipadech psat

n

@) W=

H.w“—. 2 ’ r'd -4
Napt. pro n = 131, p = 5 dostaneme tak ki3 = 2 = 32 v tplné shodé

s ptesnym vysledkem ziskanym podle véty 1. Pfehled o piesnosti vztahu (3)
podava véta:
Vita 8. Md-li k, tyZ vijznam jako ve vété 2 a je-li i, = [logy n), plati
n n .
— |2k~ lt+1).
slH @IH

Dikaz: Z nerovnosti (2) plyne jednak

n n n

ke ; <
"Tp—1 Pe—D Tp—1

IIA

2

coz lze psat
Nn.s\ M I )

p—1
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jednak

n n

(4) ky > _—
r—1 p"(p—1)

in .
Odhadnéme vyraz

_ n
Pp—1)

< 2 vzhledem k volbg tisla iy, Prop > 2 je

u

n
Ms.a

Prop =2je u =

w.%?.@l 1) > phtl > g
a tedy opét w < 2. Nerovnost (4) pak ddvi

n

p—1

kn > —(ln+1)—1,

coz lze psit dile
n

p—1

k2

— (it 1) .

Hvo.meEWm. Pro p > 2 se obou hranic, udanych ve v&t& 3, skutens do-
sahuje. Jestlize je n = ps, je podle véty 1

pP—1 n 1 n
Na§” —_ e =
p—1 p—1 p—1 [p—1
z.@@noanogzwwos\”%nluu.m tn=8—1a L =pd—1,j=1,..,8
.NQ\ b
a tedy
5 p—1 n n
. e - ——1 -_— = —_— .
p—1 p—1 p—1 Assv*n:

uq@.: P = 2, neni moiné dosshnout horni hranice z véty 3. Snadno se zjisti
ze v tomto piipadé plati &k, < n — 1. . ,

B
Necht je m &fslo slofené m — prPE . P

Véta 4. Cislo n! je &&Q&Sm mocninow m¥, kde
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L =20 n 120 n
k' = min |M 1 50 |M s
’ 1 i=1 Nvu Ts i=1 ‘%h

a nent délitelné mocninou me+1,

Diikaz. Oznaéme k; exponent nejvyssi mocniny prvodisla p;, kterou
= n

je délitelné &fslo n!. Podle véty 1 je &y = > — |- Faktoridl n! lze tedy psit
* i=1{ Py
n! = p¥. .. p¥ .2, kde piirozend tislo z uz neni délitelné Zddnym z prvo-
disel p; a tedy také ne &islem m. Jestlize faktoridl n! je délitelny mr, r = 0,
n! 5 .
plati — = ph=™ ____ pk—™ 2 Musi oviem byt k; — rr; = 0 pro viecka j
mr :
atedyr = Wﬁ . Nejvétsi ptipustny exponent r = k dostaneme jako minimum
r
J
viech &fsel W“. , COZ QQW@NE.Q nadi vétu.
4

Poznimka. Cislo k z predeslé véty lze poditat také takto
1 <|»
k = | min InM|. , 1=29<s.
“.»,:n_@

Piiklady. Faktoridl 16! je délitelny 85, &islo 4 000 000! kondi 999 999 nu-
lami, éislo 10! je délitelno 1202, ale jen prvni mocninou &sla 7 atd.

§2

Dalsi otdzka je v jistém smyslu obrdcend k predeslé:
Které pfirozené &islo n md faktoridl n! délitelnyg k-tow mocninou &sla m,
nikoli viak mocninou mr+1? ,

A

Nechf je opét nejprve m prvodistem, m = p > 1. Podle vysledku véty 1
jde o FeSeni rovnice

*) 2, o=
pfirozenymi &isly .
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Pro dané p a k nemusi mft rovnice (5) vitbec koten. Volme napt. p = 5,

o | 24
k=5 Prox =24 je > == 4 a tim spiSe neni délitelny 55 faktoridl Zid-
i<1

= {25
ného é&isla mensiho nez 24. Pro z = 25 je > == 6 a tim spiSe je faktoriil
i=1

i
kazdého &isla vEtsiho ne% 25 délitelny aspon 5% Rovnice > == 5 nem4
N i=1| b

tedy Zidny koten.
Naproti tomu, je-li rovnice Fefitelnd pro k > 0, m4 pravé p kofend, jak
ukazuje véta: -

. w2

Véta 5. Je-li p proodislo ak > 0 celé &slo, %.&a rovnice (5) bud nemd vibec
#ddng koten nebo jeji koteny tvori posloupnost P po sobé ndsledujicich pFirozengjch
Lisel.

Dikaz: Je-li n kofenem rovnice (5), must pro k > 0 ziejmé byt n = p.
UvaZujme posloupnost p po sobé nésledujicich plirozenych ¢&isel n = rp,

'+ 1, ..., m + p — 1. Je-li kterékoliv z nich kotenem rovnice (5), jsou vecka
: n4+9g r ;
ostatni téz kofeny, nebof plati - I = — 0=j7=p—1 a tedy také
. P pi-
o ['n + y o r n + §
> d = F = . Aviak pro n + s, s = p, plati > 1" a
i=1] p* i=1 pit P P
n -+ s n oln+ s
- =|—|, 1=2,3,... a tedy > > k. Obdobné& se ukd-

P P : =1 pt ‘
v . b s\ - “
Ze, Ze pron — ¢, ¢ > 0, je > — 1 < k.

i=1f P
Poznémka. Pro & = 0 m4 rovnice () zfejmé p — 1 kotendz = 1,...,p — 1.

Ptipad k = 0 miZeme tedy v dalsim — pravé tak, jako jsme to uéinili ve
vété 5 — vyludovat. A
N4§ problém znf nyni takto: Urdete, pro kters P a k>0 je rovnice (5)
feitelnd, a udejte metodu ¥efeni. Obou cilé dosséhneme konstrukei zajimavé
diselné soustavy, které nebylo — pokud je mi znémo — dosud pouzito.

Definice 1. Je-ls moné napsat &slo k > 0 ve tvaru
(6) k=diAyy + dedsy + ... + dp Ay,
kde Ay =1+ p 4 ...+ pi-1, 0 =d;=p—1, j=12,..,d + 0, Fikdme,

Ze Cislo k de psdno v nedplné p-adické soustave.
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Véta 6. Existuje-li vyjddrent &isla k > 0 v neidplné p-adické soustavé, je jedno-
znactné.

Diakaz. J amsoubpmsog se dokazuje zcela obdobns, jako jednoznadnost
vyjadient &isla v dplné p-adické soustavs, tj. opirs se o fakt, ze

(P — Ndrp+ (p—1dap + .. +(p—Vdgp < Aji1p.

Véta 7. V nedplné p-adické soustavé melze vyjddfit viecka pfirozend &sla.
V polouzavieném intervalu {1, Ajn,p) je prdvé Ay,p pFirozengch &isel, pro nés
se nedd najit vyjddfent (6).

Dikaz. Pro pfirozen4 &isla k z intervalu ¢ 1, Aji1,9) musi byt ve vyjadient
(6) dyyy =dps=...=0. Volime-li za koeficienty ds, 1 <s <j, viecky
piipustné &iselné hodnoty, dostaneme p/ vyjidient ve tvaru (6), tedy podle
véty 6 p/ riznych pirozenych disel, kterd jsou vesmds mendf ney Aji,p,
nebof

didip + ...+ ddsp S (p — YAy + ... + 4;,) =
=@-D+@ -+ ..+ @ — 1) =4pyp—(+ 1) < Aprp.

V intervalu < 1, 4;11,,) nelze tudiy vyjadrit ve tvaru (6) Apsr,p — p? = A;5
Sisel. .

Oznaéme M, mnoZinu pirozenych ¥isel z intervalu ¢ 1, Aj1,p), jei nelze
vyjédtit ve tvaru (6), a oznaéme dile M;, mno¥inu plirozenych &isel z téhoz
intervalu, pro né% nemé4 rovnice (5) ¥eSeni.

Véta 8. a) My, C Myp; b) je-li islo k > 0 psdno ve tvaru (6), md rovnice (5)
, ,

koteny x =3 dp!, 0 <dy <p — 1.

Dikaz. Stadf dokdzat tvrzeni b), nebot tvrzeni a) je jednoduchym disled-

kem. Necht tedy z = > dipl, pak
i=0

i=

.IQM. ”M&u@ul@v s““—qu
a tedy Q.us..
oo oo T r i r
S[]-55 w33 -Suns
iSL? i=1j=i i=1  i=1 j=1

: V&ta 9. Do mnofing M;, patti ka#dé &slo tvaru
9) k= Aprp — gidyp — gr1dirp — ... — godop — mAy,,

kde koeficienty gs, 2 < s < §, nabjvaji nezdvisle na sobé hodnot 01l...,p—1
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a m je %m&d\um&hm Cislo z intervalu ¢ j )

; g J—=r+ 2,5, pFiems r b 4
%EMSNW nenulového proku v posloupnosti gz, gs SMH =1 et inde
o 2 v . v » ’ rree . ’ )
ukaz. UkiZzeme nejprve, ze k je &slem intervalu <1, Apy,p). <N3r.

k< A1, je ziejmy; ddle k = Ay — (p — Ndsp+ ... + A4, ) —jd;
s -7 P =

= dpp — (p — )4y, + ... A2 + A1) + (p — j — N1, =

Hk@+§.lh¢~w+.+ﬂ — 1) = ;.
vat dva piipady: I+ @ =~ =p>1. Nyni je tieba rozezs.

Humwv mmmmmﬂ \n = m = 0. (Tento p¥ipad nastivé mimo jiné vidy, kdys J=1)
= dp1,p —mA; ,, k - : i i
¢sla z; = pit1 4 ey “@ P lrw. de m je v Eewwﬂa; <1,5>. Zvolme dvg
741 41
Pak méme S| 2| = A
mime M o= M P = Ly Sk,
=1 i=1
i i .
Zs 7
W ol Meii —Ii=Amp— G+ )<k

Rovnice (5) tedy nem4 fesent.
b) Aspoti jeden z koeficientt gy,

oy S g s ---5 97 je rizny v 1%
je vidy j > 1 a ¢islo & m4 tvar 9746 rimy od nuly. V tomto pifpadé

k= A,y — 91dsp — ... — 9rdr,p — mAs,p,
kde j = ¢ > 2, g,

+ 0 a tedy m je & i - .
dvé pfirozens &isla ¥ m Jo dslo z intorvalu (j — r 4 2,5>. Zvolme

B=@ =g —pf+ ot (p— grer — L)pr*t 4 (p — g,)pr,
Tr=@—g—1p+ ...+ (p T~ 1pl - (p — g )pr — 1.

Snadno najdeme vztahy N
Z1
—_— ] = —— —_— j— . . , ,
p | T PTIT I (b g — V4 (p— gy, |2 = | 2] I,
............................. % %
g T L
o= P =g — vt (p— gy — D+ @ —g0s|— |=| 2| 1
Nmu\. %ﬂ ”
x1
prel =@—g—pr14 T (2~ gri1 — 1); =2
........ .NQ*ITH %*ITH v.
N T P P PP S
p|=P—a=0; ) I i3
Pl e
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S¢itanim dostaneme
- s.ﬁ L

S = M 'mﬂ =(p =9 — DA;p + -+ (P = gri1 — VArup + (p — 9:)41r,p-
i=1

Upravujeme-li postupné od posledniho séitance s pouZitim vztahu p . 43 5 =
= Ags1,p — 1, dostaneme :

S=Amp—9; - Asp— .. —gr Arp—(—r+1)>k;
= T o
Dlal=85-r=4mp—9 . Ap— .~ A — G+ D <R
el I 4 , :
Rovnice (5) tedy nemd pro zadné & tvaru (9) kofeny.

Véta 10. Mnofina My, md prdvé A;p proki.

Dikaz. MnoZina M;, nemize mit vice nei A;, prvka v disledku vét
8a) a 7. UkdZeme nyni, Ze &isel k ve vyjidieni (9) je A;p,. Dikaz ma dvé
dasti:- 3 ,

a) Jednoznadénost vyjidieni (9):

Predpoklédejme, Ze &islo k lze psit ve tvaru (9) dvojim zpisobem

(10a) k= Aj1,p — gidjp — ... — Grdrp — mArp, gr + 0,
medlj—r—+ 2,5,
(10b) k= Admyp—gid;, — ... — g4, — m' A, g, + 0,

m el{j—s+ 2,5

a Ze r = s > 1, pfiéem? neni vylouden piipad, 7e r = j + 1 (pak zni (10a)
takto: k= Ay — mdip, mel,j>). Jei r> s, doplnime vyjddfeni
(10a) formalné &leny —gr 1dr 1,p — ... — gsdsp, kde gr 1= ... = g; = O.
Odéitdnim (10b) — (10a) dostdvime
(11) 0=1(g; — g)djp + ... + (9 — g4, + (m — m)A1p.

_AQN.IH - leka&mlrﬁ + e+ AQu - Q.“v.m.ﬁﬁ + AS - S@\erﬁ

S g1 — Graldiyp + -+ 19 — Gl + Im — m|dry <

S0 — Dy + o+ Asp) +ilm —m'| <(p — DYl + ... + A1) +
Fr—2=Adjp—(j—r+2) < 4y,

<

Kdyby tedy bylo ve vyrazu (11) g; — g; + 0, pfevaiil by prvni &len vpravo
v absolutni hodnoté nad soudtem vSech ostatnich, coz viak nen{ moZné.
Musi tudf%z byt g; —g;j=...=g¢, —¢,==0 a oviem také m — m’ = 0.
Vyjadieni &isla k ve tvaru (9) je tedy jednoznaéné. :
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b) Podet riznych vyjidieni tvaru 9):

Cislo m mize nabyt své nejvétsi hodnoty J» at jsou koeficienty g, ..., 95
jakékoli (v mezich 0 az p — 1), tj. tedy u p/-1 &isel tvaru (9). Hodnoty j — 1
miZe nabyt jen tehdy, je-li g2 = 0 a ostatni koeficienty g3, ..., g jsou libo-
volné, tj. u p/—2 &sel tvaru (9). Tak Ize usuzovat dile; nejmensf hodnoty
n =1 Ize pouZit jen v pifpadsé g; = ... = g, = 0, tj. u jediného é&sla tvaru
(9). Celkem je ’

PP+ p 41 =4,
moZnych vyjidienf tvaru (9) a tedy také Ay, riznych isel k.

Dasledek. My, = My,.

Tim je predlozens otdzka, iplné zodpovézena pro m — P.

Pfiklad. Necht je p = 7. Urdime nejprve &isla 4;, a to s pomocf reku-
rentnfho vztahu Ag1, =p. Ajp+ 1, 415 =1.

Az =1, Asq = 8, Asz7 = mu. Ayq = 400, ...

Existuje tedy napt. 8 &fsel mnoziny Mg; a jsou to &sla 57 — 8gs — m, kde
miiZe byt

! . { . i “ _
Aﬁ~.o‘_,ow %w_Ame@m
i i _
i i | | ‘ | |
mo 1222 v 22 2 ‘ 2 |
Mime tudiz:
Mx = {7, 15, 23, 31, 39, 47, 55, 56}.
v - hes & v
Pro téchto osm &sel & nema rovnice > == k Teeni. Volme v intervalu
i=1

v

<1, b7) é&fslo, pro néz tedeni existuje, napt. k = 53 a hledejme kofen rovnice.
Cislo 53 vyjadiime v netiplné sedmitkové soustaveé 53 — 5 . A1+ 6. Aag.
A pak m4 rovnice vzhledem k véts 8 tyto koteny

2=do+5.7+6.7, 0=d <.

Jsou to Wowmb% 329, 330, 331, 332, 333, 334, 335.

Obdobnym zptisobem je mapf. pro p =11, k =1 999 998. 19.999 991 =
= z =< 20 000 001. :

B
+ Necht je m ¥slo slofend m = ... -#;- Nyni jde o fefeni piirozenymi

¢sly rovnice (véta 4.):
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1S|2 E, 1<
i —<lli =% 1=j=s.

min { | — ;
(12) ; :e M p
To znamend, %e kofeny musi soutasné vyhovovat s nerovnostem

o T H oo x

I x .4 ke >

- o w k sy sres | T i =, o
o A | R

kde aspoii v jednom vztahu plati znaménko rovnosti. Nerovnosti (13) miuzeme

prepsat takto

hadg 4
Hg Wﬁw...;M — = rsk,
i Hﬁwﬂw- ' i=1 &oa

R . +H
kde tentokrat nemusi platit rovnost ani v jednom vztahu, avSak aspon pr
jedno pfirozené dislo j, 1 <j = s, musi platit

(14)

s

ey - 7
: 1= <r.k+1).
e 2 ;
Budeme fesit za woBo& metody vyloZené v oddile A postupné nerovnosti
(14). Jestlize tyto nerovnosti dévaji kofeny

=1

QﬂMHM..JSmM&g

- musf kofeny rovnice (12) spliiovat vztah
(16) a <z kde a=max(a,...,q).
Dile Feifme postupnd nerovnosti (15); necht kofeny jsou
x < b1, ...,z < bs.
H.umw musi kofeny rovnice (12) splilovat dalsi vztah
7 z <b, kde b= max (b1,...,bs).

Rovnice (12) mé tedy feSeni pravé tehdy, jestlize plati a < b.
Priklad. Necht je m = 2800 a k = 3. , _
2800 = 24 .52 .17, je tedy »ﬁ”wl@”?%w“mlﬁ“wu%uﬂ 7,13 = 1.

Nerovnosti (14) maji tvar

WWWS,MWW@. Muﬂww

i=1 =1
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a davajf
odkud podle (16)

Nerovnosti (15) maji tvar . -

oo
oo

H 8&
TM@.A;,TMM&:A@ MWAA

a dévaji !

.&.Ah@“@f &Awm”mmv &Awmnvw
odkud podie (17)

o z < 35.
Existuje tedy deset disel, a to

25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,
takovych, %e jejich faktorial je délitelny 28002

v a_ne 28004,
Ptiklad. Necht je m = 36, k = 52
“.wm = MN % wwu .&u.. %H = Mv Q.H == wu WQN ot “ww o ==
) M x 5 i 7 ) 1
— 1 = 104 S
2| B0 25| = 104

a; = 108 < » =
S druhé strany = mEHise

M MM < 106, W H ASP‘
£ .

<112 = p;, x < 216 = by,

V tomto ptipads nems dloha viibec fefeni.

§3
Otézku, kterou jsme si

Nagjdéte &islo m > 1 takovs

5 é, aby dangy ik élitelng

v dumb pranei ok, m\ ny faktoridl n! byl délitelng m* a ne mr+1
Pfi pouziti predeslych vysledkd

& -@ \~ r 4 ’ 3 .
cajimavého, Uscdome mrorss bonie Je uloha zcela snadn4 a neposkytuje nic

Teden.
; » Y
Faktoridl n! rozlotime na prvodinitele
_ - ¥
nl=pi'.p2. .. ..
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polozili v § 1, lze obritit jesté jinym Nwmmovoﬁ..

Qznatme dale M; mnoZinu &isel tvaru
(18) PP, 0=y Sy

Jeli m e My, je n! délitelno nejméné mk*. Obdobné oznadime Mii1 mnofinu
&isel tvaru o

{(19) PPy Pk, 0=z =Sy
Je-li m € Mgy, je n! délitelno nejménd mt+1. Nadf tdloze tedy vyhovuji vSecka

&sla mno¥iny My — M. Podle (18) a (19) je to celkem

Qs 41— Qs +1)

. pfirozenych &isel m, které vyhovuji predlozené tloze.

Piiklad. Necht je n = 25 a k = 3. ; .
25! - 222 310 56 73 112 .13.17.19.23,
wm =17, u=3, us = 2, ug == 1, us = ... =0,
n=2>5 mn=2 v=1vu=..=0
Cisla mno¥in M3, resp. M; jsou

ou g 5 T, 0 <y oy,
resp. .

2,837,857, 0=z =1

Existuje tedy celkem 8.4.3.2 — 6.3 .2 = 156 ptirozenych &isel takovych,
7e 25! je délitelno pravé tfeti mocninou kazdého tohoto Eisla. Nejmenst
z téchto &isel je my = 7, nejvétsi je mise = 604 800 = 27 .33 .52, 17,
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UBER DIE TEILBARKEIT DES FAKTORIALS n:

Josef Metelka

N=m§mbmmmm:bm

m&+1 tejlhar ist, wo m und % gegebene Zahlen sing. Es handelt sich um
die ganzzahligen nichtnegativen Losungen der Gleichung (5), bzw. der Gleichung ( 12).
Im Falle ger Primzahl m — p wird bewiesen, dag die Gleichung (6) fir die und nur fir

. r
die Exponente % I6sbar ist, welche sich in der Form % — 2did,, ausdriicken lassen,
. =

WO d; =14 P+ ...+ p-lyund o =dZp—1.Es existieren dann genau p Lésun-

7.2

Fparg,

#




