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DIE SZASZSCHEN GRUPPOIDE

PETR HAJEK, Praha

§ 1. EINLEITUNG

' Tn der vorliegenden Arbeit behandle ich systematisch bestimmte spezielle-
Gruppoide, deren Existenz G. Szasz in [1] bewiesen hat.(*) Dazu beniitze:
ich gewisse wohibekannte Begriffe und Resultate der Gruppoidtheorie, (?)
die man z.B. in [2], [3], [4] finden kann. Ich iibernehme die Termine aus [2];
,,Gruppoid” bedeutet selbstverstindlich ,,Struktur mit einer (multiplikativ
geschriebenen) Verkniipfung®. Das mit einer kompatiblen Klasseneinteilung ~
definierte Gruppoid G der Untermengen eines Gruppoides @ nenne ich nach [3]
das Faktoroid von G. Eine Untermenge U < G mit der Eigenschaft GU = U
heiBt das linksseitige Ideal von G; dhnlich rechtsseitiges, zweiseitiges Ideal
(z.B. [3]). Das Element a € G, fiir das az = a (fir jedes x € (), heifit das:
linksseitige Nullelement: ist ax = ( fiir jedes z € G), heiBit es das linksseitige:
Einselement; ist @ das linksseitige Nullelement und fir beG und jedes
z e @ bx = a, so heiBt b der linksseitige Annulator, analog das rechts- und
zweiseitige; vgl. [2], S. 45—4T.

Aus [1] iibernehme ich (mit einer kleinen Anderung) folgende Definitionen::
Ein Tripel zyz der Elemente eines Gruppoides G heilit assoziativ (assz.),.
wenn (xy)z = x(yz), anderenfalls heifit es nichtassoziativ. xyz heiBlt ein iso-
liertes Tripel (i.T.) in G, falls es ein einziges nichtassoziatives Tripel von ¢ ist,.
d.h. falls (zy)z + x(yz) und fir jedes u,v,w € Guv)w + uvw) = (. =u &
& y == v & z = w). Ein Tripel zyz ist vom Typus (aaa), wenn x = y = z, vom
Typus (aab), wenn = y + 2, shnlich {aba), (baa), (abc). ,

Enthilt das Gruppid ein isoliertes Tripel, so nenne ich es ein Szdszsches:
Gruppoid. Den Typus seines isolierten Tripels nenne ich den Typus dieses.
Gruppoides. Ein Sziszsches Gruppoid nenne ich primitiv, wenn es kein echtes
Szészsches Untergruppoid enthilt. Es sei K eine Klasse von Szészschen Grup-

(1) Ein Beispiel hat schon im Jahre 1947 Al C. Climescu angefiihrt; s. Bemerkung °):
in [1]. ’

(2) Und auch aus der Verbandstheorie; die die Verbande (der Gruppoide) behandelnden
Satze konnen beim Lesen weggelassen wurden. ’
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wo&md. Das Gruppoid V €K ist K-frei, wenn jedes Gruppoid aus K sein
homomorphes Bild ist. Das Szészsche Gruppois M ist minimal, wenn keines
von seinen echten homomorphen (d.h. homomorphen, aber nicht isomorphen)
Bildern szaszsch ist. Die Klasse K von Szészschen Gruppoiden is , perfekt,
wenn ein K-freies Gruppoid existiert und wenn jedes von seinen roBonuo%rmc
Szészschen Bildern ein K-Gruppoid ist.

In [1] werden nach diesen Definitionen 5 primitive minimale Szaszsche
Gruppoide angegeben; je ein von jedem Typus. In der vorliegenden Arbeit
werden die Eigenschaften der Szészschen Gruppoide behandelt und die Klassi-
fikation der primitiven Szészschen Gruppoide von Typen (aaa), (aab) und (baa)
wird durchgefithrt. Fs wird gezeigt, daB die primitiven Szészschen Gruppoide
vom Typus (aga) eine perfekte Klasse bilden; die vom Typus (aab) bzw. (baa)
werden in je 17 perfekte Klassen eingeteilt. (Die primitiven Szészschen Grup-
poide von Typen (aba) und (abe) werden auBer Acht gelassen.)

Hilftssitze. 1.J. Die Klasseneinteilung — im Gruppoid @ ist dann und nur
dann kompatibel, wenn (k, b, r € Q) (k=h= (br — Fr & tk = rh)). [1], 8. 102.

1.2. Es sei U ein Ideal von G. Gilt z € U=z="U,=2z2= (), so ist
die Klasseneinteilung — kompatibel. :

Diese Klasseneinteilung ist die sog. Reessche Einteilung; die wm&dmmum

aus 1.1 ist dafiir leicht zu beweisen. Das durch bestimmte Faktoroid von G-

werde ich das zu U gehdrige Faktoroid nennen. S. auch [4], 8. 382.

1.3. Die Menge G aller Faktoroide eines Gruppoides G kann halbgeordnet
werden, wenn man fiir kompatible Einteilungen =, ~ G<G=@ye®@=y=>
= % = y) definiert, (*) G mit dieser Halbordnung ist €in vollstandiger Verband.
Siehe [4], S. 365. :

1.4. Es sei @ ein Gruppoid, x,y, 2 €G. Ist % ein linksseitiges Bins- oder N ull-
element oder Annulator oder ist z ein rechtsseitiges Eins- oder N ullelement oder
Annulator oder ist eines der Elemente =, y, 2 ein (zweiseitiges) Eins- oder Null-
element oder Annulator, so st xyz assz. Siehe [1], Hilfssitze.

1.5. Es sei G ein Gruppoid, C.= G. Ist far beliebiges =,y € G, z € C das Tripel

xyz assz., so ist das Tripel xzyz fir beliebiges x, Y € @, 2 €{C}assz. Siehe [2],
S. 53 (Satz 30).

3) Ich bezeichne mit (&, ..., y) die genau die Elemente %, ..., Y enthaltende Menge;
2 und (z) werden aber oft nicht unterschieden. Ist G ein Gruppoid, € & @, so bezei¢chnet
{C} das durch die Elemente von C erzeugte {generierte) Untergruppoid von G.

.3 (z € A)(P(x)) lese man fir alle z€ 4 isb P)*; Gz e A)(P)) lese man ,,es
existiert ein z € A4, §0 daB P(z)5 (dx e A)P(x)) bedeutet ,,Menge aller x € A, for
die P(z)"". Ist K eine:Klasse.von Gruppoiden, so.sage ich ,,K-Gruppoid** statt ,,Gruppoid
aus K.
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§. 2. QNC.ZUHHQQZMOH.FP@HHZ DER SZASZSCHEN GRUPPOIDE

2.1. (Hauptsatz fir die Szaszschen Gruppoide.) Ist xyz das i.T. des Szdsz-
schen Gruppoides G, u eines der Elemente des i.T., 8,1 € @, so-gilt

1) §.L&nv€ﬂm<§n$,

2) wx=ua u:sne@.ﬁnnzE\H3<cn.§én~:,

3) y=gyt=((t=2V (z=2)V t=a&zy =2V t=y&y="2)
4y y=sy=>Us=n)V sz =)V (s=y&y=2YV s=y&y=2)
5) u%U:%uiisuaz@mnS<@n@§\n§.

Beweis. Sollte in folgenden Gleichheiten fir jedes Gleichheitszeichen
mindestens eine der darunter geschriebenen Bedingungen gelten, so wiren
alle Gleichheiten bewiesen, was aber zum Widerspruch fithren miiBte mit ‘der
Voraussetzung, dass xyz das i.T. von G ist.

U =2 (st.yk = (s.ty)z = s(ty .2) = s(t.yz) = st.yz
$ X §$* X P +x sxx
t+y ty =y t+y
Yy *2 yz * 2

u =y x(st . 2) = xls . tz) = xs.1z = {ws .tz = (. st)z
s+ X s+ Y x8 * X s*Y
t+y itz + 2 t =9y t*+2

U=z xy .8t = (vy . 8} = (x.ys)t = zlys . 1) = z(y - st)
i+2 s +Yy l+2z 1 +2
s*Y ys + Y s*Yy
Yy ¥ T Y+

Es miissen also in jedem der Filleu =2, u =Y, U =72 fiir eines der Gleich-

Teitszeichen alle darunter geschriebenen Bedingungen mit dem Gleichheits-
zeichen statt des d:mﬂowor?&emgmcrmu zur Geltung kommen. Daraus ergeben
sich leicht alle Behauptungen des Satzes.

Folgerungen. Wenn man eines der Elemente des i/T. wegldft, entsteht eine
Halbgruppe. Weiter erzeugt jede Untermenge eines Szdszschen Gruppoides G,
die nicht alle Glieder des i.T. enthdlt, eine Unterhalbgruppe von @. Namenilich
sind in jedem Sudszschen Gruppoid alle Potenzen eindeutig bestimmd.

Alle diese Folgerungen ergeben sich aus der Behauptung 1) des Hauptsatzes,
die man folgendermafien ausdriicken kann: das Element u des i.T. in der
Cayleyschen Tafel des Szaszchen Gruppoides kann hochstens in der dem Ele-
ment u entsprechenden Zeile bzw. Spalte vorkommen.

2.2. Das homomorphe Bild des Szdszschen Gruppoides ist entweder szdszsch,
oder eine Halbgruppe; das isomorphe Bild desselben ist szdszsch.

Beweis. Dies folgt daraus, daB wenn ~ ein Homomorphismus, und Yz
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em m.bm,mw. Tripel ist, sc ist auch wyz assz. Durch einen Homomorphismus kann
das 1.T. assz. werden, durch einen Isomorphismus nicht. ‘

. 2.3. Hmﬂ. ~— ein Homomorphismus des Szaszschen Gruppoides G (dessen
i T. zyz ist) mzm das Szaszsche Gruppoid H (dessen i. T. wow ist), so sind
xr = u, N.H v, 2 =w und U, U, W haben keine anderen Urbilder.

wmﬁ,w_w. Esseip=u,q=v,r=wiir p,q,reG.Sollte p =2 & q¢=9y &

r=g EM?W gelten, su miiite das Tripel pgr in G assz. sein und mithin auch
wow in H. Das wire aber ein Wid s inzi i
e in Widerspruch; « ist also das einzige Urbild von u,

Folgerung. bs..m homomorphen Gruppoide G, H sind also von einem und demn-
.m&.@%.s SQ%.@& sind G, H Szdszsche Gruppoide won verschiedenen Typen, so
existiert kein Homomorphismus von G auf H. u

2.4. Ist H ein Szdszsches homomorph i imite

: 2. phes Bild des primitiven Szdsz
poides G, so ist H primitiv. ! edssachen Grup-

uwo.io_@m. MME@ H ein echtes Szdszsches Untergruppoid H' enthalten
so wire die Menge der Urbilder der Elemente von H' ei ]

ein eck
Do, ot B echtes Szaszsches

N&a M% M‘ms.m\; H, K die Szdszschen Faktoroide des primitiven Szdszchen Grup-
poides G. Es existiert ein Homomorphismus von H
madien T d auf K dann und nur dann,

wwémmm..uuwo Behauptung ,,dann® ist trivial (s. Hm% Bemerkung S. 159)
N.SE .Wm.é.ma der Behauptung ,,nur dann® beniitzen wir die Tatsache, daB
ein wEE:U.Qmm Szészsches Gruppoid offenbar durch die Glieder seines i. T. zyz
erzeugt wird; da bei einem beliebigen Homomorphismus von @ auf K die Bilder
von z, .@, z @:w Q;.::.m von 2.3 eindeutig bestimmt sind, ist auch dieser Homo-
morphismus eindeutig bestimmt (S. [2], S. 100). Es sei, ~ der Homomorphismus
von G auf H, = der Homomorphismus von @ auf K, f ein Homomorphismus
von m auf K. Das Produkt der Homomorphismen f und = ist ein Homo-
Bowmwgmgﬁm von (f auf K, nach dem oben Gesagten gilt also z = y = f(x) =
= f(g). Ist fiirx,y €@ =y, so ist f(x) = f(y) und d % §, v & = J

J ) 3 = S & =
" f) raus & = ¢, was K < H

Monmogbmg. Nm.s.ﬁm zwei verschiedenen Szdszschen Faltoroide des primitiven
M&&mm&&.ﬁ.@wﬁ%e&% sind tsomorph. Ist H das Szdszsche woﬁessﬁ.%\% Bild
des %2&:\3%3 Szdszschen Gruppoides G, so ist H mit einem und nur einem
Faktoroid v, Q .s.wogeﬁ%? Danach kann man jedes Gruppoid ciner perfekten
Klasse _A ﬁEHEn:SH.. Szészscher Gruppoide mit einem eindeutig bestimmten
Faktoroid des K-freien Gruppoides indentifizieren; ich werde es tun.

w.m. Bs seq X eine perfekte Klasse primitiver Szdszscher Gruppoide. Das Grup-
potd M € K ist minimal im Simne der obigen Definition (sz-minimal) dann
.EQ\W nur dann, wenn es ein manimales Element der halbgeordneten Menge der
Szdszschen Faktoroide des K-freien Gruppoides Vi (ho-minimal) ist.
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Beweis. Es sei M ho-minimal. Das bedeutet, dafi kein N € K mit der
Eigenschaft N < M existiert, nach 2.5 ist also kein Faktoroid von Vi,
dasein echtes homomorphe Bild von M ist, szaszsch. Weil aber jedes homo-
morphe Bild von M offenbar mit irgendwelchem Faktoroid von Vi isomorph
ist, konnen wir schiieflen, daB kein echtes homomorphes Bild von M szészsch
ist; M ist sz-minimal. Es sei M nicht ho-minimal. Es existiert ein N eK
mit der Eigenschaft N < M:nach 2.5 ist also N ein echtes (szaszsches) homo-
morphes Bild von M; M ist nicht sz-minimal.

9.7. Es seien H, K Falktoroide des Szdszschen Gruppoides G, und zwar es sei H
sadezsch. Ist H < K, so-ist K szdszsch. .

Beweis. Nach 2.2 kann K szészsch oder eine Halbgruppe sein; wire K
eine Halbgruppe, so wire es auch H, weil H das homomorphe Bild von K ist.

9.8. Es sei K eine perfekte Klasse primitiver Szdszscher Gruppoide, Vi
ein K-freies Gruppoid, W der wvollstindige Verband aller seiner Falkioroide
(im Sinne der obigen Bemerkung ist K= W. 1) K ist ein vollstindiger Vereini-
gungsunterhalbverband von W. 2) K ist ein Verband (also: ein vollstandiger
Unterverband von W } dann wnd nur dann, wenn das kleinste K-Gruppoid existiert.

Beweis. Bs sei F eine nichtleere Menge Szészschen Faktoroide von Wk.
Es existiert sup F =8 in W; es gilt H =< 8 fiir beliebiges H e F.Nach 2.7
ist also § szészsch und wegen der Perfektheit von K ist S € K. K ist also ein
vollstandiger <o~.mm5m§§mmﬁzemwrm§42&mb@ von W. Enthilt K ein kleinstes
K-Gruppoid M, so gilt M = H fiir jedes H € F und daraus folgt M < inf F.
Auf Grund von 2.7 ist inf Fe K. Enthilt K kein kleinstes Element, so ist
es kein Verband. Nach dem folgenden Lemma existiert in diesen Fall in K
ein minimales K-Gruppoid M, das kein kleinstes Element von K ist; es existiert
also ein N € K, so daB inf (M, N) in K nicht existiert.

2.9. Lemma. Ist K eine perfekte Klasse primitiver Szdszscher Gruppoide,
so ewistiert in K ein minimales Gruppoid.

Beweis. Dies folgt aus dem Lemma von Zorn. Ist nimlich F eine durch =
< geordnete Untermenge von K, so ist inf F € K. Es sel 2yz das i. T. vonVk,
zy.z=h,x.yz=d,es sei F' die Menge der den Elementen von F entsprech-
enden Einteilungen von Vi. Fir jedes feF is f(R)N f(d) = @ und als
auch U f(d) n U f(h) = &; U f(d), U f(#) sind aber die dem d bzw. h cnt-

feF feF jeF jeF .
sprechenden Elemente von inf F. In inf F gilt also ay .z = 2.9z, inf FeK

und die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn sind erfiillt.

§. 3. VORBEMERKUNGEN ZUR KLASSTFIKATION

Zur konkreten Klassifikation der primitiven Szdszschen Gruppoide von
Typen (aaa), (aab) und (baa), die ich kurz a-Gruppoide bzw. (aab)-Gruppoide
bzw. (baa)-Gruppoide nennen werde, brauche ich folgende Erlduterungen.
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,.Folge bedeutet immer ,,endliche Folge von Elementen bestimmter
Menge*; die Anzahl der Elemente der Folgte x nenne ich die Linge von x
und bezeichne sie Jz. Fir die Folge x=a1... Za setze ich *x = %2 ... Za,
X, == X ... Tpol, Ty = T2... Tn-1 (letzteres nur im Fall Ix = 2). (3) Eine
Menge V von Folgen nenne ich vollstindig, wenn (xeV &lx>1=
= x4 € V & *z € V). Eine Folge x, deren Elemente Folgen sind, nenne ich
die Folge von Folgen; die Elemente von x nenue ich innere Folgen. Wenn ich
iiber eine vollstindige Menge von Folgen von Folgen spreche, fordere ich, daf}
sie als eine Menge von Folgen vollstindig sei und dafl auch die inneren Folgen
eine vollstindige Menge bilden.

Ks sei @& ein Gruppoid, z eine Folge von Elementen von G. Ich definiere
iiblicherweise (s. [3], S. 82) das Produkt von x (wir bezeichnen es x) durch

Induktion nach Iz =n:n =1 e p X, m =2 > X=X . T}

n-—1
3 =>z=UZ ...%.Ti+1 ||m.«ﬂ.Amv
i=1

n

v

Eine Folge x = x; ...%y ist assz., wenn das Produkt jeder Folge zii+y ) X
(1=£i=<j=mn) eine einelementige Menge ist. Ich betrachte auch Folgen
assoziativer Folgen von Elementen eines Gruppoides (kurz Folgen a.F.).
Ist 2 = 1 ... %x eine Folge a.F., so definiere ich das Produkt vonz 2 = 1... ZTn
(1 ... %y ist offenbar eine Folge von Elementen unseres Gruppoides). z heilit
assz., falls die Folge 2 ... @a assz. ist.(")

Ist V eine Menge assoziativer Folgen und z eine assz. Folge, so nenne
ich z einfach unter allen Folgen aus V (in G), falls fir jedes yeV z+y =
= % + 7. Dasselbe fiir den Fall, dass V eine Menge assoziativer folgen a.F. ist.

Hilfssitze. 3.1. Es sei V eine Menge assoziativer Folgen cines Gruppoides G,
es sei die Menge der Produkte aller Folgen aus V ein Untergruppoid G'=G.
Ist in V eine Multiplikation so definiert, dap das Produkt der Folgen z, y eine
Folge z ist, deren Produlkt 3 dem Produkt der Produlte x, y gleich ist, s0 ist
die Abbildung x> ein H omomorphismus von V auf @'. (Offenbar.)

3.2. Es sei V eine wvollstandige Menge von Folgen eines Szdszschen Grup-
poides, Vg die Menge aller Folgen aus V von der Linge hichstens 3. Sind alle
Folgen aus V, assz. und sind die Glieder des i. T. einfach unier allen Folgen
aus Vs, so sind alle Folgen aus V assz. und die Glieder des i. T'. sind einfach
unter allen Folgen aus V.

(%) s. [2] S. 169. Ist Iz = 1, s0 ist *x das leere Symbol u. dgl.

(*) Das Produkt hinter dem Symbol U muf als das Produkt der Untermengen auf-
gefaBt werden; s. Bemerkung (?)-

(?) Die Folge, die durch Juxtaposition der inneren Folgen entsteht, braucht dabei
keineswegs assz. sein; es sind nur ,,gewisse Einklammerungen‘* zuléssig.
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Beweis. Es bezeichne V. die Menge aller Folgen aus V von der Linge
hochstens n, es gelte unsere Behauptung fiir Va, n = 3. Es sei 2 == 21 ... Tail,
z € Vas1. Jede Folge %1 ... 2 der Linge =< n ist nach der Induktions-
annahme assz. und im Fall j + i von allen Gliedern des i. T. verschieden.
Jedes v € x kann man als Z1 ... %1« Tixl -+ Tn schreiben; ist ¢ > 1, so ist
0= (1. % B)Tirl .. Tn = T1- D2 .. Tn, weil eine der Folgen z2...%:,

Zg41 ... ®n sicher die Linge > 1 hat und 21Tz ... ¥ L+l .- Tn mithin nicht
das i. T. ist; z ist also assz.;aus ¥ = Ti%s . T3 --- T und dem Hauptsatz folgt
nach der Induktionsannahme, dall z von allen Gliedern desi. T. verschieden ist.

Folgerung. Ist V eine vollstandige Menge von Folgen von Folgen eines Szdsz-
schen Gruppoides, und will man sich uberzeugen, das es sich um eine Menge
assoziativer Folgen a.F. handelt, so geniigt es zu zeigen, daf§ alle inmeren Folgen
von der Linge < 3 assz. und die Glieder des i. T'. unter ihnen einfach sind und
dann dasselbe fiir die Folgen der (duperen) Linge < 3 nachzuweisen.

8.3. Ist G ein Szdszsches Gruppoid vom anderen Typus als (aaa) und w ein
Qlied des i. T., fur das w? = u = u? gilt, so ist w* = % fir alle n > 1.

Beweis. Es geniigt in 3.2 fiir V die vollsténdige Menge der Folgen w ... u
beliebiger Lénge zu wéhlen. ’

3.4. Es sei K eine Klasse primativer sedszscher Gruppoide, Vi ein K-freies
Gruppoid, dessen Elemente ecine vollstindige Menge von Folgen der Elemente
ciner Menge A bilden, es sei fir jedes ¢ € A das Bild von ¢ beim Homomorphismus
von Vg auf sein beliebiges 2u K zugehériges Faktoroid G die einelementige ¢ ent-
haltende Klasse.(8) Es seien vm beliebigen @ € K alle Folgen aus Vi asszAs sei-—
U<Vg— A ein Ideal, das zu U zugehirige Faktoroid M sei ein K-Gruppoid,
es sei jede Folge aus Vg —U im beliebigen G € K einfach. Dann ist M das kleinste
K-Gruppoid. :

Beweis. Fiir jedes Faktoroid G von Vk, das zu K gehort, ist M <4,
weil beim Homomorphismus von Vi auf G nur Elemente von U identifiziert
werden konnen.

Es werden folgende Verkiirzungen benutzt. Ist neben dem Implikation-
zeichen eine Nummer geschrieben, weist es auf ‘den Satz hin, durch den die
Iinplikation berechtigt ist. Ist neben dem Gleichheitszeichen eine Ziffer
geschrieben, weist sie auf eine unmittelbar folgende und mit dieser Ziffer
bezeichnete Bemerkung (Erlduterung oder Voraussetzung) hin, durch die
die Gleichheit berechtigt ist. (.c)- hinter einer Gleichheit bedeutet, dass diese
Gleichung mit ¢ von rechts aus multipliziert werden soll, analog (c.). Statt
,,das Produkt der Produkte der Folgen z, y der Elemente des Gruppoides G

(¢) Wir nehmen stillschweigend an, daf alle Elemente von A die einelementigen Folgen
aus Vi sind; im anderen Fall kénnten wir wegen der Vollstandigkeit A verkleinern..
(A wird immer die Glieder des i. T. enthalten.) Alle Elemente aus A sind also auch Ele-
mente des beliebigen Szdszschen M&Wegoma von V.
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ist gleich dem Produkt der Folge z* sage ich kurz ,in G ist xy == 2* (ich sollte
% .y == z schreiben); ich fasse also die Folge in & als einen ,,Ausdruck’ auf.

Jetzt kann ich schon die perfekten Klassen primitiver Szdszscher Gruppoide
konstruieren. Fiir jede Klasse K definiere ich ein Gruppoid Vi, dessen Ele-
mente eine vollstindige Menge von Folgen der Elemente einer (zwel- bis
vierelementigen) Menge bzw. eine vollstindige Menge von Folgen solcher
Folgen bilden. Ich nenne die Elemente von Vi K-Folgen. Ich beweise dann,
dass Vi K-frei ist, d.h.

1. ich beweise, dass es szaszsch und ein Element von K ist;

9. fiir ein beliebiges K-Gruppoid G ordne ich die (inneren) Folgen der Lange 1
aus Vi gewissen Elementen von @ (darunter den Gliedern des i. T.) zu. Dann
stelle ich fest, dass diese Elemente verschieden und die Folgen (von Folgen)
dieser Elemente, welche den K-Folgen entsprechen, assz. sind. Dann bilde
ich eine kompatible Klasseneinteilung von Vg derart, dafl zwei Elemente
dann und nur dann in ein und derselben Klasse sind, wenn ihr Produkt (in G)
ein und dasselbe Element von @ ist. So entsteht der Homomorphismus von Vg
auf G. Danach ist schon in den betrachteten Klassen von Gruppoiden immer
klar, daB sie perfekt sind. b

Weiter stelle ich fest, ob es das kleinste K-Gruppoid-gibt. Ist dies nicht
der Fall, so finde ich mindestens zwei minimale K-Gruppoide.

Im § 4 werden a-Gruppoide, in den §§ 5,6 die (aab)-Gruppoide betrachtet.
Alle (baa)-Gruppoide sind offenbar genaua alle zu den (aab)-Gruppoiden ent-
gegengesetzte Gruppoide; sie werden also auch beschrieben.

§ 4. a-GRUPPOIDE

Wir bezeichnen mit a die Klasse aller a-Gruppoide. a-Folgen von der Lénge = 3
seien: a, b, ab, ba, bb, aba, abb, bbb; es seien weiter a-Folgen die Folgenz = x; ... Zx
von der Linge n = 4 der Elemente a, b, fir welche 22 = ... == 2o = b. Ich
definiere die Hohe der a-Folge « (bezeichne Ex) : Ba = 1, Eb = 2, Kz ... Zp) =
= > Ez;. Es gibt genau 2 a-Folgen der Hohe 3 bzw. 4 und genau je 1 a-Folge

i=1 ,
jeder anderen (natiirlichen) Hohe. Die a-Folge der Hoéhe n =5 bezeichne
ich an (ich spreche aber iiber keine Potenzen von a). Das Gruppoid Vg ist
durch die Tafel T0.1 definiert.

a b ab ba bb . aba a®

a b ab bb aba @b as antt

b ba bb ab a  a® at ant?
ab aba at ab® a’ a? a antd
ba bb ab at at a? a? ante
bb ab a® a’ a’ as at antt
aba as at a’ a’ as ad ants

am gmtl gmtz gm+3 gm +3  gm+i gmtd  gnim

TO.1

4.1. V, ist a-frei, a ist perfekt.

. Beweis. 1. Vg ist szhszsch: aaa ist nicht assz.; weil die Hohe des Produkts
zweier a-Folgen der Summe der Hohen der Faktoren gleich .wma. ist wm.wﬁvwn
jedes Tripel mit der Summe der Hohen der Glieder = 5 assz.; &:.w P.mwoN.w@e_ﬂgﬂ
der Tripel der Hohe 4 (baa, aba, aab) ergibt sich aus der Multiplikationstafel.
V4 ist offenbar primitiv vom Typus (aaa), also ein a-Gruppoid.

9. Es bleibt zu zeigen, da man im beliebigen a-Gruppoid ,,hach @.9. Hm.m&
T0.1 rechnet* (s.3.1). Als Hilfsmittel filhren wir die aa-Folgen ein. .U_om sefen
die Folgen der Elemente a, b, in denen keine zwei Nachbarglieder m_a_ormag.m a
sind Jede a-Folge ist also eine aa-Folge. Ebenso, wie fur n-@o_mmb,.&omn_mn.e
man die Hohe der aa-Folge. s sei im beliebigen a-Gruppoid Ga das Glied @mm i
T., b sein Quadrat: b = a®. Dann ergibt sich aus 3.2, daB alle aa-Folgen in G
assz. sind und @ unter ihnen einfach ist. Die aa-Folgen der Linge < 3 sind

nimlich .
a, b, ab, ba, bb, aba, abb, bab, bba, bbb. *)

Alle diese Folgen sind sicher assz., wenn offenbar b +a (im Fall a? = @ wire
aaa assz.), die Folgen der Léange < 3 aus (*) sind also vom i. T. verschieden.
Aus 2.1 3), 4) ergibt sich fir x =y =z=ad= u die Equivalenz au =%a =
— ug = a und darum kann weder ab noch ba gleich a sein. Sollte in G aba ==
sein, so miisste ‘wegen 2.1 1) auch ba . a = b . aa = bb = a sein; aba und alle
iibrigen aus (*) sind also wegen 2.1 1) von a verschieden. Siehe 3.2. -

Fiir die aa-Folgen der Lénge 1 ist in ¢ offenbar
a.a=>b, a.b=ab, b.a=ba, b.b=>0bb {s2)
Ts seien x, y aa-Folgen. Es ist in G
x .y = 24Xy - NY = (®p - Y1)*Y = (@s - xpy1)*y, () ()

was aber dem Produkt der Folge z.u*y (4 =12%p.91 nad A**V.V m_wwar ist;
xu*y ist eine aa-Folge, ihre Hohe ist Ex + Ey. Alle Gleichheiten 1n (smn)
sind dadurch berechtigt, daB mindestens eines der Elemente Z., Zp ~.Em.
auch 1, ¥y von a verschieden ist und deswegen kein der .H.E@ow.ms (se4) isoliert
ist (der Fall, dafl z, oder *y leer ist, macht keine morimoimwﬁﬂi. Das Huun-
dukst zweier a-Folgen ist also in G einer aa-Folge z gleich, die hochstens zwel-
mal @ enthilt. Ist sie nicht aba, so hat sie die Hohe = 5. In Q ist bab =
= (aa . a)b = (a . aa)b = abb, anal. bab = bba. Ist Ez =5, s0 ymm danach
2 in G abb, also einer a-Folge gleich. Ist Bz = 5, so enthilt sic mindestens

(%) Der Index p soll keine Zahl bedeuten; es bezeichnet das letzte Glied gegebener
Folge. Dasselbe menchmal im weiteren.
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NHSMM“N_:@.NMEM_WF z N@QE@_ a, so ermoglichen die Gleichungen abb = bab ==
e &mO c m*NSE. aa-Folgen u, v zu finden, daB z = wvin @, u = u M«,
ﬁ_m&mm. =Emnm_\mwh: c kein @ enthalten (man kann die beiden a ,auf Zmowvwau
die a-Folge der H.HW @Mm .&oE ovmm_ Gesagten folgt z = u,b*v in G, was aber
‘ 93&:5 o Ohe Ez ist. Enthilt 2 ein einziges a, so ermoglichen die obigen
o Folgo mmﬂ. mmwmmm@ a ,auf Qms ersten Platz umzustellen®, also z .y als die
806, Gt 511 b i o 80 1828 606 o Hblgs.
a-frei. Weil nach der Fo - etn homomorphes Bild von V,, V, ist
von V- ein a-Gruppoid WMMH.WMWAA\MM%MW&W i nach 2.4 jedes homomorphe Bild

4.9, 25 ; .
1) Im beliebigen a-Gruppoid G ist b einfach unter allen a-Folgen. 2) Min-

diese gleichstellt, ist kompatibel; es sei V, das zugehorige Faktoroid. Vg aund V,
sind alle unendlicken a-Gruppoide Bezeichnen wir in V, aba = bb = a®. Genaw
alle endlichen a-Gruppoide entstehen auf diese Weise: es seien m, n natirliche
Zahlen, die die Bedingung 3 <m < nbzw. 2 <m <70 erfullen, es set weiber x
eine beliebige a-Folge der Hohe m. Man definiert die kompatible Klassenein-
teilung von V. bew. V. durch die Gleichungen x = antk—m(k =0, 1, 2, ...,

§VeVS?@Hegomgls&VUagH%.

(Dies sind genau alle in dem durch die Gleichung © = a* definierten Falktoroid
von Vg baw. V. zu geltenden Gleichungen auper s = s fir alle s.)

&@%ﬂ&eg ewne &mq .NQNQ@»@ Qwu ~w9 28t QSS‘QON@ wm Q E Q )
unter Q\NNQS\ a .N QN en; 18t éene
&N“ &ONQ&: 9@v @g ny ‘ , S S Q _— v 8 @
G\w“ en Qﬁ\.m\ 0 18t m gg @@. ..W m% existier en genau

NS&SS.»&SQFn-QEN%&&m.&9@2.3.
- . ’ m - .
s & Do e o wird durch die Tafel T0.2 definiert, das

[~

e o

STV -SR]
e s
Qe e | R

QR RO

T0.2

@Awwwoémmm. 1) (alle Gleichheiten in G.) b= ab Sy ab=bb = b
— a. S = =
) b 4, anal. b = ba. Sollte b = s, Es = 4 sein, so wire ()= ab = §N~w~
(.= ba = an*1, Widerspruch. Es mu8 ab + ba!) fo] = EAEREET
2) Es sei ab—s, n—Hs> .
* - == nmv = bb = antl
Durch wiederholtes Multiplizi orl > mnal. o= aba = anh)
g plizieren der Gleichheit ab = i iebigen )
me Héhe n — w finden wir ab = art®@—3 (L = 1,2 wﬁw:w@rmgﬂg Folge
QM W sw = 4 sein, so wire ba = amthm—=3); im m”&u_ 3 H 4 vmm“m - .w
Sw,l.woa p= MV“ M&mo ab = ba; im Fall m = 4 anal., im Fall n, m > MHMMWWME.
! = M — = . 2 ’ = en
spruch. ) n — 4 und bekommen ab = ba = amn-3n-3m+12, Wider-
3) Es sei i 5
- VNE M_mo“mnmmmww Mﬁwummw a-Gruppoide, in denen ab unter allen a-Folgen einfach
o : r 6a. s 1st @y @3 = a, a1, a3 sind zwei (undisj
Mo:ﬁ\ n-@EwMo_mmF das freie Gruppoid der beiden WAE,“,MMM :M_Mﬁw Hﬁwmmww
T B _@m m.@ baw. Us = Vo — (a,b, ba) ist ein Tdeal in V,. Auf ¢ V.,
N_N il Hmo Vw MEED wir 3.4 anwenden; fiir ¢ = 1 bekommen wir das anﬂvo.am
- 0.2, fiir 7 = 2 das dem M ent | - y
sind genau alle minimalen n-Q;dwwoM do. gegengesetzte Gruppoid Ma. My, M,

. . . . .
h.mw. Abﬂ—ﬂ Qlﬁn —NMVMVO~QG.V .NV@@ MW N@%&.&u@ﬁsgwasmgesm VOR ﬁ as &s@ Q\WQ @@ @SN& nur
2 4

Beweis. Weil fir x,y € Ve Bz .y) = Bx + Ey und fiir jedes n = 5 genau
ein z € V4 der Hohe n existiert, ist das Gleichsetzen von aba, bb kompatibel.
Jede andere einem a-Faktoroid G' von V4 entsprechende Klasseneinteilung ~
muB zwei Elemente verschiedener Hohen gleichsetzen; es sei x eine Folge
der kleinsten Hohe, die durch — mit einer Folge groBerer Hohe gleichgesetzt
wird; es mufl Ex = 3 sein. Sind durch — aba, bb gleichgesetzt, (das muB z.B.
nach 4.2 2) immer der Fall sein, wenn Ez = 3), so kénnen und werden wir
das durch — definierte Faktoroid von Vg als Faktoroid von ﬁ auffassen.
Ist in @ nicht aba = bb und ist Ez = 4, so konnen wir analog zum Beweis
von 4.2 2) beweisen, dafi die von = verschiedene Folge der Hohe 4 einfach ist.
Nach diesen Bemerkungen kann man schon leicht — analog zur Diskussion
der zyklischen (monogenen) Halbgruppen (vgl. z.B. [4] S. 151ff) — beweisen,
daB die oben geschriebenen Gleichungen tatsichlich genau allen endlichen
a-Gruppoiden entsprechen. Man bezeichnet namlich im beliebigen a-Gruppoid
¢ Bx = m, ar die Folge der Kleinsten Hohe > m, fir die in G z = a®, und
zeigt, da genau .alle obigen Gleichungen in G gelten. Umgekehrt mufl man
zeigen, daf} die obigen Gleichungen fir jedes zuldssige z, m, eine kompatible
einem a-Faktoroid von ¥V, bzw. V. entsprechende Klasseneinteilung bilden.

§ 5. UHQM_ZMOH.H»PMHHZ DER (aab)-GRUPPOIDE

Es sei @ éin (aab)-Gruppoid. Wir ordnen jeder von den Folgen aa, bb, ab,
ba, aau das Element @ bzw. b bzw. — zu und zwar auf folgende Weise: ist diese
Folge in G gleich a bzw. b, so ordnen wir ihr @ bzw. b zu; ist unsere Folge inG
weder @ noch b gleich, so ordnen wir ihr das Element — zu. Dadurch haben
wir jedem (aab)-Gruppoid & eine bestimmte fiinfgliedrige Folge von den
Elementen a, b, — zugeordnet; sie begeichnet, welche von den. oben ange-
fithrten Folgen in G gleich a bzw. b ist und wir nennen sie die Charakteristik
von G. Folgende Lemmen ermdglichen unzuldBige Charakteristiken zu finden.
@ sei ein Szészsches Gruppoid, seine i. T. sei aab.
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51. Lemma. 1. (z€G &z + a,b) = (axz==a =zxa =a =zb =1),
2. ab=a =bu=aq.

Beweis. 1) 20 »= @ = 2.19), 9 0% = @ = 2,13),5 20 = b; 2) Aus 2.1 2), 4).

5.2. Lemma. 1) a®>=a = (ab + a & ab + b),
2) a®*=ua=ab =+,
3) ab=0bb=0>b=0ba=10,
4) (@*+a&b2+b&ab=a)=a®=+a,
 5) (@ + a&b>=0b&ab + a,b&ba + a,b) > a® * qa,
6) b2 +b = (ab=a =>5b=0).

Beweis. 1) Anderenfalls wire aab assz. 2) Ist a® = q, siche 1); ist a? + a,
so ist nach 5.1 a% = b; wire ab = b, so wire a . ab = ab = b, aab wire also
assz. 3)ba = a = 4., ab = a;esseiba € G — (a,b) . ba . b —b.ab=0bb=0b=>
= ,a=a.ba= ab.a = ba, Widerspruch. 4) Es sei a® = a; = 5., a®h = b;
ab=a = ;,ba=0q; ab®*=ab.b=ab=g bat = ba .a = a?; a2b? =
= a.ab? = a%; a%? = a? .b = b2, also a® = b?; b.bb = ba?=«a?;, bb.b=
— a% = b, also a® = b, Widerspruch mit 2.11). 5) e*=a = ;, a?h = b;
ba .ab = (ba .a)b = (b.ca)b =b.a% = bb =0, was infolge von ab,ba + b
Widerspruch mit 2.1 1) ist. 6) 4% =b = 5., ab® = ab. . b=a =310b=a;
ab—=aqa = ab2=ab.b=ab=a =, b% =0

5.3. Die (aab):-Gruppoide kinnen hichstens diese Charaliteristiken haben.:

1 (ab-ba) 7 (-bbb-) 12 (--bb-)
2 (ab--a) 8 (-b-ba) 18 (--b--)
3 (a--ba) 9 (-b-b-) 14 (---ba)
4 (a---a) . 10 (-b---) 15 (---b-)
5 (-baaa) 11 (--aa-) 16 (----a)
6 (-baa-) 17 (----- )

Beweis. Nach 21 1) kann am 1. und 5. Platz der Charakteristik a oder —,
am 2. Platz b oder — sein. Ist ¢® = a, 50 a® = aund ab + a,b (5.21)), ba + a
(6.12)). Fiir b2 = b habe ich also die Fille 1, 2, fir b2 + b die Fille 3, 4.
Nehmen wir a? + a, b? = b, so ist @b = a = 5., ba = a, also 5, 6; ab =b =

= 52,3 (ba =b& a®=a), also 7); ab + a,b & ba = b gibt die Fille 8, 9;

aus a, b + ab, ba folgt a® + a (5.2 5)), das ist der Fall 10. Ist endlicha® + ¢ &
&b +b,soab=a=>ba=a=a=a(524)), Fall 11; ab=>b=529,512
(@® =a & ba = a), Fille 12, 13; ab + a,b =519 ba = a, das ergibt die
iibrigen Fille. .

5.4. Wenn zwei (aab)-Gruppoide G, H werschiedene Charalkieristiken haben,
existiert kein Homomorphismus von G auf H.
Beweis. Dies ist die Folgerung von 2.3.
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§ 6. DIE KLASSEN DER (aab)-GRUPPOIDE

Tch bezeichne die Klasse aller (@ab)-Gruppoide, deren Charakteristik
die k-te (k= 1,...,17) der in 5.3 mﬁmmmﬂwgm\b ist, mit k und nenne sie die
Klasse aller k-Gruppoide. Ich zeige u. a., daB fiir jedes k=1, ..., 17 diese
Klasse perfekt ist. v

Dazu geniigt es nach 5.4 das k-freie Gruppoid V; anzugeben. Um fest-
zustellen, dafl Vi €k, geniigt es immer nur zu zeigen, daf es szészsch ist;
der Typus, die Charakteristik und die Primitivitéit werden immer offenbar sein.
Vgl. die Bemerkung am Ende des § 3.

Weil die Beweise analog sind, fithre ich sie eingehend nur fir k = 1, 2, 3 an;
in den iibrigen Fillen werden Anweisungen zum Beweis gegeben.

an bzw. b* bedeutet immer eine Folge von 7 gleichen Elementen a bzw. b
oder ihr Produkt (Potenz); fiir ein anderes Symbol z werde ich auch im an-
deren Sinn beniitzen.

6.1. 1-Gruppoide: Charakteristik (ab-ba).

bnw durch die Tafel T1 definierte Gruppoid Vi ist das einzige (also: 1-freie
und Kleinste) 1-Gruppoid.

a b ¢ bk

a p a ¢ h h

b b b b b

c ¢c ¢ ¢ ¢

h h h h R
T1

Beweis. 1) b, ¢, b sind linksseitige Nullelemente, alle Tripel bxy, cxy, hry
sind also nach 1.4 assz. Das Tripel aab ist nicht assz. (@ .ab == h, aa . b = ¢),
weiter ist (bei beiderlei Einklammern) aba = abb == abc = abh = ¢, aac =
aca — ach = acc == ach = abh = ahc = k; (a, k) ist eine Unterhalbgruppe
von Vg; Vg ist also szdszsch.

2) Wir bezeichnen imn beliebigen 1-Gruppoid ab = ¢, ac = k. Es muB wegen
der Isoliertheit des Trippels aab ¢ + h sein. Nach der Charakteristik ist ¢ + a,
¢ + b, nach 2.1 ist h * b; kb + a, weil h—a=>g51b=ab.b=a.bb=ab,
Widerspruch. ah =a.ac=gab.c=h; bec—b.ab=1"ba.b=0bb=10b; bh=
H@.aoﬂma.eﬂvanu? cx—ab.x=a.br=ab=c; hr=0ac.r=
—a.cx=ac="h (x=ab,ch). Jedes 1-Gruppoid ist also nach 3.1 ein
homomorphes Bild von Vi (a, b, ¢, b als Folgen der Lange 1 bilden eine voll-
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stindige Menge); jedes echte Faktoroid von V) ist aber eine Halbgruppe,
denn alle Elemente a, b, ¢, h sind in jeden 1-Gruppoid verschieden. ¥V ist
mithin auch das kleinste 1-Gruppoid.

6.2. 2-Gruppoide: Charakteristik (ab--a).
2-Folgen der Lange 1 sind a, b, k. Fiir n > 1 ist @, ...%, eine 2-Folge falls

1Sisn=(@m=aVa=0"),

1<i<n&zm=a)>zn=0"
QAgsi<n&zi=b)=>xzn=2a

(z. B. ab, bab, ababa). Definition der Verkniipfung:

a.a=a, b.b= ,.@.@H&P b.a="ba, a.ab=~h
A&L\%NQW.J:&H@@QHQSVU&.N\Ha*@s.@b*? (19 )
z.h=wx.ab, h.b=h, @%@.UNV.NHQ@.S.

Auf diese Weise wird das Gruppoid Vs definiert. :

Vs ist 2-frei. Es existiert das kleinste 2-Gruppoid, dies ist in der Tafel T2
angefihrt.

a b .a d

a a ¢ d d

b d b d d

c d ¢ d d

d d d d d
T2

Beweis. 1) V2 ist szdszsch. Es sei zuerst ¢ = a\ q = b. Wir beweisen,
daB alle Tripel xyg auBer aab assz. sind. a.ab = h==ab=aa.b, fir x +h
2 . g = (@ - 2p0)q = (2] - §) = T(Tp - 99) = TuTp - 49 = ¥ - 91, weil z,, Zp
nicht gleichzeitig a sind. Ahnlich beweist man x . ba = zx(zsb)a = zb . a,
firz = a xa . b = x,(xpa)b = x . ab. Es sei jetzt x, y + hIy=2 1(x=a&
& y = ab).

2y . q = (®4@p . Y'Y = © @@p1)*Y)7 = Ty @py1)*Y5(ypg) =
= (22p) Y1 YY) = T(YsYp - O = % - Y4-

(1) Wenn wir hier statt zp . ¥y das eben definierte Produkt schreiben, ist die rechte
Seite eine 2-Folge; vgl. Beweis von 4.1, Beziehung (**), (***) und Bemerkung (*). Z. B.
aba . ab = abab.

28

(1) Hier brauchen wir 7] (x =a &y = ab).

Weiter (a . ab)a = aba = a(ab . a), (a.ab)p =h = afad.b).

Esseixz + b,y + h,0b. wmmmeam\.mﬂA&..QSQN&E@.SH&;E;&\.mﬂ
— (ab.y)q = ab . yg = h . yg; man berechnet hb.q==h.bg, hh.q=h.hq.
Auf diese Weise wird festgestellt, daB alle Tripel xyq auler aab assz. sind.
Wir stellen die Assoziativitat der Tripel zy (ab), zy (ba) fest.

2y .ab = q (zy . )b = (@ .ya)b = o (ya . b) = @ 2(y - ad),
wv . ba = (wv . b)a = g (u.vb)a = w(vh . a) = u(v . ba).

(1) Es geniigt, daB y + a (2) Bs mul y + a sein (3) Bs muB (= v = a)
sein. Wir rechnen leicht aus, da8 die Tripel a.a. ab, a.a.ba assz. sind;
fiirx + aist za.ab = (za.a)b = A&..Q&@H.&a.vﬂa.awﬂawﬂa?«.a@v.
Fiir belicbiges z + y € V2 sind also die Tripel xya, zyb, xy(ab), xy(ba) mit
Ausnahme von aab assz. Offenbar {a, ab, ba} = Ve — (b). Nach 1.5 ist also Ve
szaszsch.

2) Es sei @ ein 2-Gruppoid, wir bezeichnen a . ab = k. Ich zeige, daB alle
2-Folgen in G assz. sind und daB a, b unter ihnen einfach sind. Die Assoziativi-
tit der 2-Folgen der Linge =< 3 ist klar, keines der Elemente a, b ist nach
der Charakteristik keinem der Elemente ab, ba gleich. Nach 2.1 1) b + k.
Sollte @ = h sein, so wire nach 5.1 ab.b =1b, d. h. a.bb = ab = b, Wider-
spruch. Nach 2.1 1) b = aba, a = bab. Sollte @ = aba séin, so wire nach 5.1
b = ab . b = ab, Widerspruch; sollte b = bab sein, so wire nach 5.1 a=
— ba . a — ba, Widerspruch. Siehe jetzt 3.2. Zu 3.1: Es sei 2,y + k in V2.
Ist 1 (@=a&y = ab)in Vs, s0ist 7] (x=a&y =a&* =1)in G wegen
der Einfachheit von a, b; in ¢ also T2y . Y1*Y = (@p - YI*Y = @ @x - ToY1)*Y
. (1) Es ist nicht gleichzeitig =, = 23 = a. :

" Das letzte Produkt ist schon das Produkt der 2-Folge aus der rechten
Seite von (!). Esseiz € Va, 2 + k, b in Va. Esist in @

hx = (a . ab)z = oy a(ab . x) = ﬁa.w& = (a.bx=nab.x

(1) ab + a (2) bz + b in G wegen der Einfachheit von b und darum, weil bz
nach dem oben gesagten in G dem Produkt der zugehorigen Folge aus Va
,gleich ist. & = a = oh = z(a . ab) = za . ab = (za . a)b = (x.aa)b =2za.b=
—x.ab; ah=ula.ab) =aa.ab=a.ab=h. Leicht bekommt man hh =
= abab. Nach 3.1 ist also jedes 2-Gruppoid das homomorphe Bild von Va2, Vs
ist 2-frei. :

3) Ich beweise, daB auch ab unter allen 2-Folgen einfach ist. Wir bezeichnen
(Ix =2n & o, = a) > =" (Jr=2n&x; = b) =>x=d",
(r=2n+18&x =a) >z =2, Iz =2n + 1 &2 = b) >z = f*

cd=c.
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Es ist ab + a,b, h. In G ac = h + ¢ (aab ist nicht assz.), fiir n > 1 ac® == c*,
es ist also ¢ =+ ¢, Wiire fiir ein n = 1 ¢ == e, so wiire (.b) ¢ = ¢»*1. Widerspruch.
(n = 1&c = dn) = (»ye = f», was zum Widerspruch fithrt: = @) f=f* =
= ¢ = (.¢ ¢t = fc, also c? = bab . ab = ba . bab = ba . ab = bab = ab = c,
Widerspruch. Jetzt ist es schon leicht zu sehen, daBl Vs — (a, b, ¢) ein den
Bedingungen von 3.4 entsprechendes Ideal ist. Das ihm zugehdrige Reesche
Faktoroid ist das aus T2.

6.3. 3-Gruppoide: Charakteristik (a--ba).

Definition von V. Die 3-Folgen der Linge 1 seien a, b, h; fir n > 1 sei
@1 ... %n eine 3-Folge, falls (z1=aV 21 = H&(l<i=n=z="0). Al
3-Folgen sind also a, b, abs, b (n nativlich). Far die Multiplikation siehe
T3.1. .

a br abn h

a a ab® Xn h a b ¢ h
om pm  patm  prim pmtl
ab abm  gbnim  ghnim  ghm+l a a ¢ h h
h h abn+l  abntl - gh? b b A h A
- c ¢ h b A
Xi=h, (n>1=>Xn=ab") I L bR R
T3.1 v T3.2

V, ist 3-frei; das in T3.2 angefihrte Gruppoid ist das kleinste 3-Gruppoid.

Beweis Wenn ich im gewdhnlichen Sinn auch den Exponent 0 zulasse, (1)
so kann ich die Multiplikation zwischen a®b®, avb™ (u,
folgenderweise schreiben:

a.ab=nh,

Mu=v=m=18&n = 0) = avhr . a?bm = gubnim.

1) @ ist das rechtsseitize Einselement, alle Tripel xya sind also assz. Ich
untersuche die Tripel xyb: aab ist nich assz.;

Muw=v=m=1&n = 0) = (avb* . ab™)b = aupr*m+l == avb®(avb™ . b);
falls & vorkommt:
ahb — hab — ab?, Wb = ab%, @ + a,h = chb = x.ab?, hzb=ab.z.b.
Weiter untersuche ich die Tripel zy(ab), zy(bb).
(11) z° bedeutet das leere Symbol.
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= 0,1, n,m = 0)

~

2y .ab = (xy . a)b = (x .ya)b = @ x(ya . b) = @ z(y . ab),
xy . bb = (xy . b)b = ) (x . yb)b = x(yb . b) = x(y . bb),

Wir erginzen:

1)V (x=y=a)
2y +a

ala.ab) = (a.a)ab == h, afa.bb) = a.a)bb = ab?,

ist z + a, y = a, so setze ich von dem mit (2) bezeichneten Gleichheitszeichen
fort: ...=x.ab = zh = x(a . ab). Alle Tripel zya, xy(ab), xy(bb) sind also.
assz. und offenbar {a,ab,bb} = Vs — (b)(k=a. ab, b*tl = brh, abntl =
== ab® . h). Siehe 1.5; V, ist szészsch.

2) Es sei G ein beliebiges 3-Gruppoid, es sei in ihm @ . ab = k. Alle 3-Folgen
der Linge < 3 sind a, b, k, ab, bb, abb, bbb; sie sind in G assz. Ich beweise,
daB a, b in G unter allen 3-Folgen einfach sind. Es ist in G ab, bb + @, b nach
der Charakteristik, abb = a, b, bbb + a nach 2.1 1), bbb + bnach 5.2 6). b + b
nach 2.1, h=a =510 = ab.a = a.ba = ab, Widerspruch, also 72 + a.

Siehe 3.2.

Multiplizieren in G: Man beweist induktiv, daB bra = b* (brtla = b . b"a).
Es sei z = avb®, y == a®b™, u,v =201, n,m=0. Ist T (z=0a&y = ab)
in V,,soist 7] As”s@wwﬂsk*wwsmwﬁ. Es ist also

atb® . qvbm = (qubm . a?)bm = (av . brav)bm = qubn . b = qrhnim,

Esseiz + a,hin Vg esistzh = x(a . ab) = za .ab == . ab, anal. hx = ab . z,
ah — ha = a, hh=h(a.ab) = ha.ab="h.ab==ab.ab= abb. Siehe 3.1;
Vg ist 3-frei.

3) Es sei in V; ab = ¢; induktiv beweist man, dafl ¢ = abm (c* als Potenz).
Ich beweise, daB die Folge ab unter allen 3-Folgen einfach ist. Ich weill schon,
daBin Gec+abh(+hwegendesi T.). m>1&c=c")=>(agh=c"=
= ¢ == h, Widerspruch, fiir n > 1 ¢ = b® = @) b = c" >h=0" h=c" =
= @ b2 = bntl,  deswegen ¢ =br = brtn-D, fir k=mn ¢= ™ = h,
Widerspruch. ab ist einfach, V, — (a, b, c) ist ein Ideal, siche 3.4. Das zuge-
hérige Faktoroid ist das aus T3.2.

6.4. 4-Gruppoide: Charakteristik (a---a).
Definition von V,. 4-Folgen der Linge 1 seien a, b, h; fuirn>1seix1... %
eine 4-Folge, falls
I<ign=>m=aVau=>50)&(l=i<n&z=na) = a1 = b).

Es sei
a.a=>5, a.b=ab, b.a=">ba, b.b=10b, a.ab=h;
@y +h& 1 (@=a&y=ab)) = x.y=zu2p.y1)*Y;

fir beliebige 4-Folge sei ¢ . h =z .ab, h.x=ab.z.



Y M@ M& 4-frei; fur jedes k = 4 existiert das minimale 4-Gruppoid mit k Ele-
Ahnlich als in 6.2 stellt man die Assoziativitdt aller Tri

sawv. xy(ab), zy(ba), zy(bb), xy(bbd) fest; {a, ab, ba, bb, eMWWHM~ W@ﬁwwﬂww Awqﬁa.on

szaszsch. Aus 2.1, 5.1, 5.2 6) folgt es nach 3.2, daB im vm_mogmmsﬂ-ﬁg ; wm.um%

alle 4-Folgen assz. und a, b unter ihnen einfach sind. Es sind in @ die %w?w

ungen von 3.1 erfiillt (man multipliziert in @ nach V,), V, ist 4-frei e
Fiir &k = 1 definieren wir e o

Uy=(zeV) ) z=b&i=k+2
— VM
Up=lzeVlr=a1... 2, &0 2 2& ()1 =i = n&xi = a).

..W Uy u Uz U (k) — (ab) ist ein Ideal in V,, im zugehdrigen Resschen Faktoroid

aln man noch ab, b¥+1 (Annullatoren) gleichsetzen; dadurch entsteht d

..HHMWeonw_ﬁ.w E ¢ von V,, dessen Elemente g, b,..., b*+2 sind und das .Emis.ww

mu, weil EMWB o .a.w = bk+2, aa . b == b1 igt; durch Gleichsetzen beliebiger
emente b¢, b7 (i < j <& + 2) wiren also auch aa . b und a . ab gleich,

M, hat k& -+ 3 Elemente. b peichgesetut

6.5. 5-Gruppoide: Charakteristik (-baaa).

Das durch die Tafel T5 definierte Gruppoid ist das einzige m-QE%%S.&..
b

&
5

o o8
@ | c
[~~~
e o9

Vgl 6.1.

6.6, 6.7. 6-Gruppoide: Charakteristik (-baa-).
7-Gruppoide: Charakteristik (-bbb-).

, bsaﬁm- @NS 7-Folgen sind am, b, b {(n nat.); das 6- baw. 7-freie Gruppoid V.
zw. V, ist durch T6.1 bzw. T7.1 definiert. T6.2 bzw. T7.2 gibt das klei :
-6- bzw. 1-Gruppoid an. . . e

.

ar b h
am ‘ amte Xm qmi2 s b E @
b a* ' b h a ¢c a d d
h _ antz k at b a b ¢ d
X2="h, (n +2=>Xm=aqmn) ¢ d d dd
d d d d d
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am ’ amtn Ym h a b ¢
b b b b e
B 7 A A h a p ¢ b ¢

_ . —— b b b b
Yt =b, ?anvwwaﬂs c c ¢ ¢

VS S ey

T7.1 T7.2

Man stelle fest, daB Vs bzw. V, szdszsch ist; dabei sei bemerkt, da b ein
linksseitiges Eins- bzw. Nullelement ist und daf in beiden Tillen {a, h} offenbar
eine Unterhalbgruppe ist. Tm beliebigen 6- bzw. 7-Gruppoid sei k ==a®. b;
man priife die Multiplikation nach den Tafeln. In V ist a® einfach und Vg —
— {(a, b, a?) ein Ideal, siche 3.2; in V, ist ¥, — (a, b) ein rechtsseitiges Ideal
und fiir s € V, ist bs == b, a®s, hs €V, — (a,b). Die zugehorige Einteilung ist also
kompatibel und das zugehdrige Faktoroid ist das kleinste. Vgl. Tafeln T6.2,

T7.2 .
6.8. 8-Gruppoide: Charakteristik (-b-ba).

Die 8-Folgen sind a, b, h, aa, ab. Ich bezeichne aa == ¢, ab = d. Das 8-freie
Gruppoid Vg siehe T8.1; sein einziges echtes szdszsches Faktoroid is in T8.2

angegeben.
a c b d h
L e e
a ¢ a d h d E
c e ¢ b d kR a ¢ a d d
b b b b b b ¢ a ¢ b d
d d d d d d b b b b b
h h h h b h d d d d d
T8.1 T8.2

b, d, h sind linksseitige Nullelemente, ¢ ist ein Einselement. Man untersuche
also die Tripel zya, xyb, die kein ¢ enthalten und mit @ beginnen. Daraus:
alle Tripel ayd, wyh gind assz.; Vg ist szdszsch. Im beliebigen 8-Gruppoid
multipliziert. man nach T8.1 und ¢ ist einfach. Vy — (2, b,¢) = (h, d) erfillt
die Bedingungen von 3.4, keine andere Klasseneinteilung ist moglich, die zum
szaszschen Faktoroid fiihren konnte.

6.9. 9-Gruppoide: Charakteristik (-b-b-).

Die 9-Folgen sind die Folgen von Folgen. Die inneren Folgen sind a®, b, h;
die 9-Folgen sind die Folgen von Folgen der Linge 1 aus diesen, weiter die Folgen
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v. F. der Linge 2 der Gestalt anb. Ich bezeichne avb = ¢, trotzdem es keine
Potenzen von ¢t sein werden. Die Tafel T9.1 definiert das Gruppoid Vg; Vg ist
9-frei. T9.2 gibt drei minimale 9-Gruppoide an. (Dies sind alle minimalen
9-Gruppoide. )

a? b ¢ h

a™ gmtn  cm  Zh o cmil
b b b b b
h h h Rk h

Zi=h, (m+n>2=>7Z;=cmtm)

T9.1

a b ¢ d k a b e f h a b ¢ e kb
a d ¢ h d d a e h h h h a e ¢ h b h
5 | b b b b Db b | b b b b b b | b b b b b
c c. ¢ ¢ ¢ ¢ e R f h h & c ¢c ¢ ¢ ¢ ¢
d d d d d d I f frifrfr e h ¢ h h h
h h h h h h h h h h b R h h h h h R

T9.2 A - T9.2B T9.2C

b, cn, b sind linksseitige Nullelemente; um die Assoziativitit der Tripel
zya, xyb (auller aab) zu beglaubigen, geniigt © = ¢” anzunekmen. Fir zyc®
folgt aus der Assoziativitit der cbigen Tripel any . ¢» = ary . amb = a™(y . %@.v =
= an . yem. Infolge von & = ac! ist nach 1.5 V, szdszsch. D

Im beliebigen 9-Gruppoid G sei b = a . ab. Tnnere 9-Folgen sind in G assz.,
9-Folgen sind in G assoziative Folgen a. F. (der Linge = 2). @, b sind nach
2.1 1), 3.3, 5.1 ainfach. In ¢ multipliziert man nach T9.1; ¥V, ist g-frei.

Beziiglich minimale 9-Gruppoide: U=V, — (@, b,ct, k), Us=Vys—
— (@, a% b, c?), Ug=Vy— (a,a? b, ¢!, c?) sind rechtsseitige Ideale in Vy,
in zugehdrigen Reeschen Einteilungen ist also 3 = ¢ = 75 = ir. Es ist auch
s=1=1rs= 71, weil fiir s, t € Uy, r € V, entweder rs, 1t € U,oderrs =rt =r
ist. Im dem U, zugehorigen Faktoroid kann man noch ¢, c? gleichsetzen.
Es entstehen drei 9-Gruppoide 4, B, C, sie sind die aus T9.2 (Bezeichnung:
im 1. Fall Uy = d, ¢* = ¢, im 2. Fall a? = ¢, c> = [, U, ="h,im 3. Falla? =,
¢t = ¢t = ¢, U, = h). Sie sind minimal. a, b sind einfach und wegen der Isoliert-
heit von aab muB in jedem szdszschen homomorphen Bild von A4 d + &,
im von B f + h, im von C ¢+ sein; durch Gleichsetzen beliebiger zwei
noch in Erwigung kommenden Elemente wir den diese Ungleichheiten
zerstort. )

Ist im beliebigen w-@ﬂﬁ%oa G h einfach, so 4 < G, denn c*ist auch einfach.
Ist in @ 2 einfach, so B < @, denn a? ist auch einfach. Man kann noch zeigen,
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daB falls % nicht einfach ist, kann ¢? hochstens mit ¢* gleichgesetzt werden
(und ist es fer Fall, so C = G). Um das zu beweisen, kann man nur aus der Vor-
aussetzung ¢z = 2P & Jo=c2n & p,r > 0 einen Widerspruch (a.ab =
— b — ¢m = c? = a?b) finden. Es sei schleiBlich bemerkt, dafl die 9-Gruppoide
A, B, C nach der Folgerung von 2.5 unisomorph sind.

6.16. 10-5ruppoide: Charakteristik (-b---).

Definition von V,,: die inneren 10-Folgen und die 10-Folgen der Ldnge 1
sind am, b, 4. Fiir n > 1 ist © = %y .. Ty die 10-Folge, wenn

1<i<n = (@=a™Vz="0),
(1=i<nbz=a") = 21 = &,
AH MsAS\mN&aH@v HV&I.H”QSNT:.
Multiplikaion:

ar . an = artm, b.b=~"4, ar.b=a"b, b.an ==bar, a.ab=h,
ﬁ@u_nw@l?“g&eﬂ%:U&.@H&iaa;\c*m“
z.h=2x.a%h, hb=0, @%@UN@.&HQMNV.&V.

Vo ist W-frei; fur belichiges k = 5 existieren minimale 10-Gruppoide mit k
Elementen. . ‘

Es sei it Vi %, ¥ +h&ly=2&71 (¢ = a &y = ab), o8 sei weiter g ==
—=aV g =5 Dann x.yq=2Y. g.-Durch Ausrechnung zeigt man die Asso-
ziativitat sler Tripel ayg, fir die z,y + h & Iy = 1, ausser aab, das nicht
agsz. ist. Veiter ist h.xg = k. g, xh.q=x.hg fiir belicbige 10-Folge x;
alle Tripel zyq auller aab sind also assz. Daraus beweise man, daB alle Tripel xyz
(z = ab, ba ab, bab) assz. sind. V1o — (b) = {a, ab, ba, bab}, s. 15; Vyo ist
szaszsch. ,

Im belidigen 10-Gruppoid ¢ sei b — a . ab. Alle 10-Folgen sind in G assz.
und @, b end unter ihnen einfach. Das folgt- zuerst fiir die inneren Folgen
aus 2.1 1) Folgerungen), 3.3, 5.1. Fiir die 10-Folgen der (dufieren) Linge = 3
siche 3.2 Folgerung) und 2.1 1), 5.1. Jetzt sind alle Multiplikationsregeln
aus der Ddnition von V,o in G leicht zu beglaubigen; nach 3.2 (Folgerung)
ist ¥V, 10-Tel.

Ist k& =3, so gibt folgende Klasseneinteilung von ¥V, ein minimales 10-
Gruppoid on k + 2 Elementen an. Die erste Klasse: weiter alle Folgen,
die mindesens ein Glied b enthalten, auBer b, a%h; weiter alle Folgen a» fir
n > k. Di zweite Klasse: a¥, a2h. Andere Klassen: einelementig. Die erste
Klasse ist ndmlich das Ideal in V4o, im zugehorigen Faktoroid kann man
noch a¥, b als Annullatoren - gleichsetzen. Ks entsteht das Faktoroid M
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von V,,, das die Elemente a,...a¥, b,k (also k + 2) hat und minimal ist,
denn a,b sind einfach und durch Gleichsetzen beliebiger Elemente af, of
(4 <j < k<4 1) wiren auch a% und & gleichgesetzt (a®b = a¥, h = a¥tl =
—= gkt = [).

6.11. 11-Gruppoide: Charakteristik (--ua-).

11-Folgen: an (n nat.), b, bb, h. Multiplikation im 11-freien Gruppoid Vi
(bb = d): T11.1. Das kleinste 11-Gruppoid: T11.2.

a* b d &k ac e b d bk

am’ amtn Xm am aqmte a c e e a e e
b an d b h c e ¢ e h ¢ e
d an b d h e e ¢ e e € e
h artz a2 h at b a ¢c e d b .k
X2=h 9 Xn—an d a c e b d R
b n e - h e e ¢ ¢ h e

L T11.2

Vi ist szdszsch: d ist ein Einselement, {a}, {b} sind Halbgruppen. Man .

erginze iibrige Fille fiir SQ-& xyb, rechne xy .k = 2y . a*h = x . yh aus und
sieche 1.5. Im beliebigen 11-Gruppoid G sind bei unter Bezeichnung bb = d,
a® = h die Voraussetzungen von 3.1 erfiillt (vgl. 3.2, Lemma 5.2 6); db =b =
= da = ad = a), V1, ist also 11-frei; Vi — (a, a2, b, d, h) ist ein Ideal von V11,
das den Bedingungen von 3.4 entspricht.

6.12. 12-Gruppoide: Charakteristik (--bb-).

12-Folgen: a», b* (n. nat.), h. Multiplikation im 12-freien Gruppoid Via:
T12.1. Das kleinste 12-Gruppoid: T12.2

a® b h.
am — amtn Mius h & & ¢ d
bm pm pmtn  pml
h ’ h pntl . p2 a ¢c b ¢ d
: b | b d b d
Aq:%m«*@“:nv.wwwguy ¢ ¢c d ¢ d
m=1Vn 1))=Y, =0b a !l dda a4
Ti2.1 ) T12.2

Man untersuche in Vi alle Tripel zya, zyb, daraus auch zyh = zy(a®) und
siehe 1.5 ({a, h} = Viz — (b)); Ve ist szdszsch. Fiir beliebiges 12-Gruppoid G
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s. 3.2, 3.1 (b= a?). Das Gleichheitensystem a2+ = a2, b2t = .@mi =
= h (i,j = 0,1...) definiert eine kompatible Klasseneinteilung, das H.E. zu-
gehdrige Faktoroid von Vis ist das kleinste 12-Gruppeid, weil im beliebigen

12-Gruppoid a,b einfach sind und {a} 0 ({b} v () = @ gelten mufl.

Aﬁ«&l\@&nvav.vwnw.:\w. %H?USQFH@»HV%H@J.

6.13. 13-Gruppoide: Charakteristik (--b--).

13-Folgen der Lange 1 seien a, b, h; die der groPeren Linge: @1 ... Tn, 80 dap

: st.Ms\nv&aHs<§H~:
Aﬁ_m&maug]u3<ai_m$Ms@§u::u§u@@§tu

“...“asum\v.

Ohne ein MiBverstindnis zu befiirchten, kann ich alle 3-@0@@5. aufler h
in der Form bia? (i,j = 0) schreiben. Die Multiplikation im 13-freien Grup-
poid Vi sieche T13.1, das kleinste 13-Gruppoid siche T13.2.

an bram h
L e e
at at+tn - Z7™ h
blal bialtn pitngm pi+l
h ban prtigm b2 a b ¢
:._swswc.,iwsi a , c b ¢
iz2=4"="h b c ¢ ¢
I_QNwm:sﬂ~%§H30NM§HT§5 c ¢ ¢ ¢
R e onb R LI
T13.1 T13.2

Zum Beweis ist es zweckmiBig, die Multiplikation folgenderweise aus-
zudriicken: : .
n>0& 7] A&HEHG%.‘WMQQ@H 1) = bia? . bra™ = pitngm,
jz2=a.b=h
blai . am = blaltm

hx = bx, ah =1, Aa*anv&:H&S?mﬁ;v

(wenn nicht ausdriicklich bemerkt, sind alle Exponente dmmmd._m@. ganze nicht-
negative Zahlen.) Nach diesen Formeln untersucht man alle .HE@@_ xya, xyb,
aus diesen alle xy(ba), xyh (b = a?b). {a, ba, h} = Vi — (0); m_orw 1.5, 3.2, M.w.w
(nach der Berechnung der Produkte ¢! im beliebigen 13-Gruppoid vmm_mc_oﬂmo
man darin die oben angefithrten Folmeln). V3 — (@, ) ist das die Voraus-

setzungen von 3.4 erfiilllende Ideal.
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6.14. 14-Gruppoide: Charakteristik (---ba).

Die 14-Folgen sind o, aa, b*, ab®, h. Das 14-freie Gruppoid Vi, st in Ti14.1,
das kleinste 14-Gruppoid in T14.2 angegeben.

a az  bn ab® h

a az a abn Xn ab
a? a az br abn h - a ¢ b bk
bi bi bi bitn bitn pi+l Lk
abt ab?  abl abitn abltn gbitl ¢ c @ b R
h h h patl  pnitl B2 M M M nh
Xt=h, (n>1=Xn=2>5") h h h B R

T14.1 T14.2

Erklirung der Multiplikation durch Regeln: (1) {a} ist die zyklische Gruppe
der Ordnung 2. (2) a? ist das Einselement in Vy,.

3) a . b= ab",

4) - @.ab="h; n=2=a.ab"="b",

(5) AgveHoL@‘;WH@\SWS = qubn . qvbm = gqubnim,

(6) i=12 = hat = h; fiir andere z hx = br; y + a® = yh = yb.

Man untersucht alle Tripel zya, zyb, daraus zy(ab); {a,ab} = Vi, - (b),
s. 1.5; V,, ist szészsch. Im beliebigen 14-Gruppoid ¢ stellt man nach 3.2, 3.1
fest, daB alle 14-Folgen in G assz. und die Folgen a, b unter ihnen einfach sind,
und daB V,, 14-freiist. In Gista einfach; V,, — (a, a?, b) ist ein Ideal, siche 3.4.

.. 6.15. 15-Gruppoide: Charakteristik (---b-).

Die Folgen ar, bn, h sind die inneren 15-Folgen und die 15-Folgen der Ldnge 1.
Weiter: die Folgen der Linge 2 der Gestalt anbm sind die @brigen 15-Folgen. Multi-
plikation im 15-freien Gruppoid Vi ist in T15.1 angegeben. Es existieren min-
destens zwei minimale 15-Gruppoide; zwei von diesen sind in T15.2 angegeben.

at  afbk h
am am+i Nww an+2h
arb’s arbs  arbstk  grbstl
h h a2bk+l  a2h?

(@,m,s k=1, jrz0
Zt ='h, N (m=Fk=j=1 = Zif = amtibk

T15.1
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pa @8I F LI AL

a |l ¢ da d f P Jf el ¢c c d f B [

c&&&m.\x oea.\\_\.\.

gl addif f 1t b | b b ffff

AESER R RNt 2ES
rrri

“M.me\\ h hhf f f S

e —
< 4 i

T15.2 A T15.2 B
Jede 15-Folge aubler kb hat die Gestallt aibl, i,j = 0. Erklirung der Multi-
plikation durch Regeln:
‘ a.ab=h; TNG=p=T =1) =at aPht =-aitPhr;
ji=zl= aibl . abbr = aibi*T,
bl b = aibitl; hat = By (j=1=h. aibl = a?bitY), h.h=a®?,
Vi — b)= {a, ab, h, b?, a?b}, s. 1.5, 3.2, 3.1. In jedem 15-Gruppoid ist
{a} 0 ((Ax)(34, j)x = bl &i=0&j =1 (k) =L
AQ\N = atb! = (-b} b= ®\+Hw ak = h = ) b= @mV
U= ((Ax)Fi=0,j = 2)(x = at . b)Y (Ax)(3j = 3)(x == atb) U (h)) — (ab)

ist ein Ideal in V5 im zugehdrigen Resschen Faktoroid kann ich noch alle
Potenzen a3+t (i = 0,1, .. ) gleichsetzen. Unter der Bezeichnung a* = ¢, ad =d,
a?h = g, b® = f bekomme jch das Gruppoid aus T15.2 A; es ist szdszsch und

minimal. Weiter ist
()3 = 0,5 = 2@ = ab) v (20)Fj = A = o)
ein Ideal, im zugehorigen Taktoroid kann ich noch alle Potenzen a2

(i =01,..) gleichsetzen und unter der Bezeichnung @2=c b2=f ab=4d
bekomme ich das Gruppoid aus T15.2 B; es ist szdszsch und minimal.

6.16. 16-Gruppoide: Charakteristik (----a).
Definition von Vy4: die 16-Folgen der Linge 1 sind a, b, ¢, h. Fir n>1

ist X1 ... Tn €N 16-Folge, wenn
G§H9<&:H~.<§HS@QA§uvﬁ§tl.a<§|\\3v,
GA\MMS%SQ%@VU&THH@.
@wi&%&w&%ﬁs.aﬂo.oﬂn. a.c=¢.a=40a, a.b=ab, b.a=ba,

b.c=bc, c.b="0, b.b=Dbb
Qi\*w%l_@HQQQHQSVU&.Qﬂa*@ﬁ.@c*f

iy
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wober man im Fall (xp = y1 = a & *y + 8) den Ausdruck (xp.y:1) als ein

leeres Symbol lesen mufs; der Ausdruck x,.*y ist dann offenbar eine 16-Folge

a.ab="h, hx=">bx, ch="h, (x +c=>xh=2ab)(xe Vi) .
Ve st 16-fres; das kleinste 16-Gruppoid ist tn T16 angegeben.

a ¢ b d

177 c a d d

c a ¢ b d

b d d d d

d d d d d
T16

V,¢ ist szdszsch:

z,y+h&ly=2& J(x=a&y=ab)&{g=aV g=10)) >
>ay.q= 2@ Y)Yt . Q) = 2. yg,

auch Eo.imm Tripel zyg auller aab sind assz. Daraus folgt: alle Tripel zy(ab),
“.«.igv sind assz. Vs — (b) = {a, ab, ba}. Siehe 1,5, 3.2, 8.1; V;; — (a, b, c}
ist ein Ideal, siche 3.4. . o

6.17. 17-Gruppoide: Charakteristik (----- ).

Definition von V,,: die Folgen -ar, bn, k sind die inneren 17-Folgen und die
17-Folgen der Linge 1; fiir m > 1 ist die Folge v. F. z1 ... xp, die 17-Folge, wenn

1<i=<m= (x;=a™V x = b"),

(I=2i<m&ax=a™) =z = ™, 1Zi<m&z=0")=> &3+H“§§.:.

Multiplikation: ak . an = ak+e, b¥ . bn = bktn, ok  hn — gkbn, bt . a» = bkqn
a.ab=h, “ ’

(,y+h& Jrx=a&y=ab)) =z.y =z, . 91)*,

hx==a% .z, xh=wx.a% (x beliebige 17-Folge).

Viq tst 17-fret; fir beliebiges k = 5 existiert ein minimales 17-Gruppoid mit k
Elementen. '

Zum Beweis sei angefithrt, dass V,, isomorph ist mit der Menge aller
endlichen Folgen aus a, b, zu denen man ein Element % zufiigt, a . ab = & setzt
und fiir jedes anderé Paar von Folgen aus a, b z . y als die durch J sxem@oﬂao%
entstandene Folge, schlieBlich z . A = x . aab, h .z == aab . x definiert. Daraus
folgt leicht, daB V,, szdszsch ist; nach 3.2, 3.1 beweist man, dass V,, 17-frei ist.

Ist k = 3, so gibt folgende Klasseneinteilung ein minimales 17-Gruppoid an.
Die erste Klasse: alle 17-Folgen, deren Summe der Lingen der inneren Folgen
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gleich k& 4 1 ist, weiter alle 17-Folgen, die ein Glied b umfassen, auBer b, a%b,

weiter die 17-Folge k. Die zweite Klasse: a%b, a. Andere Klassen: einelementig.
(Vgl. Beweisanweisung in 6.10)

Dadurch ist die Klassifikation der (aab)-Gruppoide (und auch der (baa)-
-Gruppoide — siehe Bemerkung am SchluB des § 3) beendet.
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Matematicky vustav CSAV,

Praha

TPYIIONIBL CACA

Tlerp Taer

Pesiome

Tpoiika xyz DIAEMEHTOB IPYIHONAA G msosmpoBanEa, ecum (xy)z + z{yz) m ecunm pasA
BCAKOTO u, v, w € G ects (uv)w + ufvw) = (u=2z&v=y & w=2z), T.e ecId 1Yz
ABNACTCA eNUHCTBEHHOM HeacconuaTuBHOM Tpolikoii B G. 'pynmonn HasHBAETCA Ipynmo-
nmom Caca, ecii OH COJEp;KUT M30JUPOBAHHYIO rpoitky. I'pynnouny Caca umeer THI (aaa),
eCIIM TIIA er0 MBOIMpOBAHHOMA TPOUKH ryz MMEET MECTO & =Y = Z, Tun (aab), ecou z =
=y # z, aHajoruyHo (aba), (baa), (abc). Tpymmoun Caca HASHBAETCA HPWMUTUBHEIM,
ecny OH He COXEPMHUT coOCTBeHHHII MOArpYy NN Caca. ITycrp K HexoTopsifi KIAcC rpyumo-
uxon Caca. T'pymnong V K-ceoGonieH, eciu peskuit rpynnons G € K ABAAGTCA ToMOMOP ¢
ubiM 0Gpasom V. T'pyumony, Caca MUHEMAJeH, 6CIH BesKmit ero roMoMopdubLH HeraoMopdHEI
o6pas sBIaeTca moayrpynmoit. Krace K rpynnoupos Caca ABIAETCA COBEPIICHHLIM, CCIAK
cymwecrsyer K-cBoGopubill rpynitonn, peaAxuit romomopdHHI 06pas KOTOPOTo, ABTAIUACA
rpynmougom Caca, npunaguesut K.

0
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B sTofi paGoTe Uay4alOTCs OCHOBHLE CBOficTBA Tpymmonon Caca i npoBOnTeA Kiaccndu-
wanma npuMATHEHLX Tpymmonnes Caca tunos (aaa), (aab), (baa). MepBrie obpasywT conep-
[eHHbIt KIACE, BTOPHE M TPETHH PACHafaioTeA Kangue B 17 ryaccon. JliA KaHIOro Kiacca
HAXONMTCA CEOGONMEI IPYNIOW] ¥ HAMMEHbIINH TPYNMON, B CLy4ae eCiH OH CYNeCTBYeT.
B o6parTHoM cIydae MOCTDOGHE! IO Kpaiinell Mepe B3 MUHAMAIIHEIX IPYNNOMA PACCMATPH-
BAEMOTO Kiacea.
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