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ZUR DARSTELLUNG DES GRAVITATIONSFELDES
ZWEIDIMENSIONALER HOMOGENER KORPER
DURCH KURVENINTEGRALE

TIBOR KOLBENHEYER, Kofice -

Die Berechnung des Gravitationsfeldes zweidimensionaler homogener Korper
berubt meistens entweder auf einer exakten, oder einer angendhert en numerischen
eventuell auch graphischen Auswertung des Ausdrucks

|Y
lv wa
F = NXQ\“ ~NN.\, N AHV

f

wo Fden Vektor der Feldstirke in einem beliebigen Punkt P(z, x) der zur Streichrich-
tung des Korpers senkrechten Ebene (z, x), % die Gravitationskonstante, & die Dichte
des Korpers und f seinen in der Ebene (z, x) liegenden Querschnitt bedeutet (Abb. 1).

=
R ist der Radiusvektor des Punktes 0(¢, €) des Integrationsgebiets in Bezug auf P
und R der gegenseitige Abstand dieser Punkte.

Hubbert [1] hat eine Methode angegeben, die zu einer Darstellung von Fin der
Gestalt eines Kurvenintegrals iiber die Berandung des Gebiets f fiihrt. Zu seiner
Formel, die von Talwani und seinen Mitarbeitern [2] fiir unendliche homogene
Prismen erfolgreich weiterentwickelt wurde, werden wir weiter unten zuriickkehren.
Der auf diesem Weg abgeleitete, den Anforderungen der praktischen Rechnungen gut
angepaBte Formelapparat wurde besonders bei der Interpretation der in der Men-
docino-Zone durchgefiihrten Schweremessungen mit Erfolg benutzt. Andere Formeln,
die schon friiher bekannt waren und die am einfachsten ebenfalls durch Verwandlung
des Flichenintegrals in (1) in Kurvenintegrale abgeleitet werden konnen, bildeten
die Grundlagen der Konstruktion von mechanischen Integratoren zur Bestimmung
von anomalen Schwerefeldern. Der Gedanke, die Schwerewirkungen zweidimensio-
naler homogener Kérper durch Kurvenintegrale darzustellen, ist also nicht neu.
Es fehlt jedoch eine cinheitliche und strenge Theorie, die alle bisher entwickelten
Verfahren zusammenfassen, prinzipiell auf eine gemeinsame Grundlage zuriick-
fithren und dabei nicht nur die Feldstirke, sondern auch die zweiten und hoheren
Ableitungen des Potentials erfassen wiirde. NaturgemiB wird man von einer solchen

301



Theorie auch verlangen, daB sie die Berechnung der Feldstirke und der héheren
Potentialableitungen fiir eine groBere Anzahl verschiedenartiger Korper ermdglicht.

Das entsprechende dreidimensionale Problem wurde vom Verfasser in [3] eingehend
behandelt. Dort wurde gezeigt, da das Feld eines homogenen dreidimensionalen

Korpers durch ein iiber die Oberfliiche S des Korpers erstrecktes Integral in der
Gestalt

— n .
mus%m% @

ausgedriickt werden kann. Dabei bedeutet 7 den Einheitsvektor der duBeren Normale
n_.oﬂ Fliache S. Obgleich sich die Entwicklung der zweidimensionalen Theorie in
vieler Hinsicht der dreidimensionalen dhnlich mamﬁm:or hat sie doch auch viele
besondere Ziige und ihre vom dreidimensionalen Problem getrennte Behandlung
erscheint nicht nur als zweckmiBig, sondern auch als unvermeidlich.

Es sei zunichst P ein duferer Punkt (Abb. 1). Fiir die Komponenten Z und X
der Feldstirke hat man nach (1)

- (-2 {—x
S
und beachtet man, daB -
{—z 08 E—x i)
R: @ (in R), lmml =% (In R)
ist, so ergibt sich aus (3) nach dem GaubBschen Satz
Z = 2%o .@u In Rcos(nz)ds, X = 2xo % In R cos (nx) ds, 4)

wo s die Berandung des Kérperquerschnitts f und n die duBere Normale dieser
Kurve bedeutet. Wird die Randkurve, wie in Abb. 1 durch Pfeile angedeutet, bei
der Integration im positiven Sinne umlaufen, so ist

d{ ='—cos (nx)ds, dE = cos (nz) ds

und aus (4) erhilt man

Nnuxq%gw&, X = uwxq%_ax&. )

Fiihrt man anstatt der Komponenten Z und X die komplexe Grofie
W=2Z4+iX ©)
ein, die man wohl auch als komplexe Feldstirke bezeichnen kann und vertauscht
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man zugleich die Koordinatenebene (z, x) mit der komplexen Zahlenebene w =
= { + i€, so lassen sich die beiden Formeln (5) in einer einzigen Bezichung

= —2%oi %. In Rdw @)

zusammenfassen.
Es sei nun f ein einfach zusammenhingendes Gebiet und P, wie bisher, ein duflerer

Punkt, dessen Lage durch die komplexe Zahl wy = z + ix bestimmt ist. Dann ist
In (w — wo) eine im Gebiet f analytische Funktion und folglich mw In (w — wo) dw = 0.
Es ist jedoch, wenn man nach Abb. 1 den Winkel ¢ einfiibrt,

-

w—we = iRe "%,

Man erhélt somit
0 -

%E%a% = ~%ea€ P

s 5 ‘
und mit Riicksicht auf (7) gilt dann fir >
die komplexe Feldstirke die Bezichung

W= g%ea? ®)
Fiir die Z-Komponente ergibt sich auf diese
Weise die Formel

z A
Z= qu.& @ de, ©) b, L

S

deren Giiltigkeit man auch sonst leicht beweisen kanu, wenn man den Korper parailel
zur x-Achse in sebr diinne Streifen der Dicke d¢ zerlegt und beachtet, daB die zu
jedem solchen Streifen gehorige Z-Komponente gleich 2ma(p, — @;) d{ ist. Dabei
bedeutet @, — @, den Winkel, unter dem der Streifen von P aus gesehen erscheint.
Beachtet man weiter, daB unter den oben besprochenen Bedingungen o — 2)
eine auf s eindeutige, stetig differenzierbare Funktion der Lage des Punktes Q ist, so

hat man %we dl = —~ .@mﬂ — 2)de und aus (9) ergibt sich dann sofort eine andere

Darstellung der Vertikalkomponente 7 durch ein iiber die geschlossene Randkurve
erstrecktes Integral,

Z = qu%ﬁ — 7)de.

In der letzteren Formel erkennt man ohne weiteres die von Caputo in einer anderen
Form benutzte, in [4] (S. 161) niher betrachtete Beziehung und auch die bereits
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frither erwihnte Hubbertsche Formel. Fiir die Komponente X gelangt man auf dem-
selben Wege zu den Beziehungen

X=2w0 §odé= ~2%0 $ & - 0 do.

s

Die beiden Gleichungen (4) konnen vektoriell in der Form

— —
F= qu%iaw& (10)

s

-5
geschrieben werden, wo n wieder den Normaleneinheitsvektor bedeutet. Ist nun der

Korper, dessen Schwerewirkung wir berechnen wollen, ein unendliches Prisma von

beliebigem Querschnitt, so ist s ein Vieleck. Bezeichnet man die einzelnen Seiten des

Jetzteren mit s, (v = 1,2,... N), soistn = n, fiir jede Seite ein konstanter Vektor.
Beachtet man noch, daf
U™ = —2u0 [In Rds 1y

das auf den Aufpunkt P bezogene logarithmische Potential der mit der konstanten

linearen Dichte 20 belegten Vielecksseite s, bedeutet, so ergibt sich aus (10) fur
unendlich lange Prismen die bemerkenswerte Beziehung

F=-=YnU" . (12)

Sie stellt das zweidimensionale Analogon des seinerzeit noch von Mehler fiir homo-

gene Polyeder abgeleiteten bekannten Theorems dar. Das durch (11) ausgedriickte-

logarithmische Potential einer geraden Strecke kann auf elementarem Wege berechnet
werden und man kann sodann mittels (12) das Feld des Prismas in iibersichtlicher
-Form ausdriicken. Fiir Prismen gelangt man auf diese Weise verhiltnismiBig einfach
zu Formeln, die z. B. in [4] (s. 200 ff.) auf andere Art abgeleitet werden, den obener-

wihnten Talwanischen gleichwertig sind und den Vorteil einer einheitlichen Darstel-
Tung der beiden Komponenten Z und X bieten.

P —
. . . o - 0R .
Man kann in (10) den Normaleneinheitsvektor n = . setzen, da ja, wenn man
- —
die Einheitsvektoren in den Richtungen der Koordinatenachsen mit e, und e,
bezeichnet, i

—

R
n

D

= %:I mMﬂ —z)+ MQ —x)]= Moom (nz) + Noom (nx)

D

ist. Da R eine lineare Vektorfunktion der Koordinaten (¢, &) ist, erfiillt es die Glei-

chung'AR = 0. Da weiter In R eine im Gebiet f harmonische Funktion der Lage des
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Punktes Q ist, so ergibt sich aus dem Greenschen Satz

5

Aus (10) folgt dann, wenn man noch

d 1 h
Mﬁﬂ Amﬁ wv = MOOm A=wv = .mlﬂm

setzt, die Darstellung der Feldstiirke durch ein weiteres Kurvenintegral
= hR
F = Nxc.% ‘Nlnamu (13)

wo k = R cos (nR) den Abstand des Aufpunktes P von der Tangente ¢ bedeutet, die
die Kurve s im Punkte Q beriihrt (Abb. 2). Die Grofe & ist dabei positiv oder negativ
je nachdem, ob sich bei der in Abb. 2 angedeuteten, mit dem Umlauf der Kurve s
gleichsinnigen Orientierung der Tangente 7, der Aufpunkt links oder rechts von der
Jetzteren befindet. Ist s wieder ein Vieleck, so ist & = h, fiir die einzelnen Seiten s,
konstant. Der Ausdruck

Mw@ = qu.‘, |~M~. ds
R

stellt jedoch die Anziehung durch den mit der Flichendichte o homogen belegten
ebenen Streifen (Prismenfliche) dar, der die :
Ebene (z, x) lings s, senkrecht schneidet.
Fiir unendliche Prismen gilt also aufler
der Mehlerschen Beziehung (12) auch eine
weitere,

) £

F=Y hF (14)

Man kann die Beziehung (7) so umfor-
men, dafB im Integranden anstatt der Funk-
tion In R einfache rationale Funktionen
der Koordinate { und ¢ auftreten. Um die 4
betreffenden Integraldarstellungen in md- Abb. 2.
glichst einfacher Form zu erhalten, wihlen
wir das Bezugssystem so, dall z = 0 ist, die Achse x also durch den Aufpunkt P
geht und folglich wy = ix ist.”Wir schreiben (7) in der Gestalt
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W= —2usi §p {d 1w — wo) ln Rl = (w = wo) d(tn R)}

und beachten zunichst, daB das Integral des vollstindigen Differentialsd [(w — wo) InR]
fiber die geschlossene Kurve verschwindet (wir setzen ja voraus, daB P ein duflerer
Punkt ist und folglich nicht auf s liegt). Weiter ist

d(ln R) uW@W& +w~w&v

aind wenn man hier fur die Ableitungen des Abstands R nach den Koordinaten

OoR

R _L R _E-x
a R’ 98 R

«einsetzt, ergibt sich schlieBlich

, {dl + (€ — x)d¢
Enwxﬁ%?lfvlﬁ\mlﬂ\wwwlf (15)

5

Fiir dic Komponenten der Feldstirke gelten somit die Beziehungen

2= ML,

] vre= 1)
‘o va% g+ {e = x) &
ﬁN + Am _ XVN »

die auf den ersten Blick zwar komplizierter als die Ausgangsformeln (5) erscheinen,
die fiir die Berechnung des Feldes jedoch wegen der Rationalitit der Integranden
in den meisten Fillen besser geeignet sind und aus denen dariiber hinaus einige
‘interessante Folgerungen gezogen werden konnen.

Die Randkurve s bestehe aus einer endlichen Anzahl von Wﬁ.ﬁcmaowg Sy
‘S35 -+- Sy. Die Integrale (15) und (16) konnen dann als Summen der betreffenden
Integrale {iber die einzelnen Kurvenstiicke s, ausgedriickt werden. Im Falle eines
unendlichen Prismas sind dann alle s, gerade Strecken, deren Gleichungen simtlich
in der Parameterform

{=at+b, E=cal+d 1n

‘geschrieben werden kdnnen. Fiihrt man in den Integralen

. % (& = x)dL + (€ — x)"d¢ g + (€ — ) d¢

' =|>———3 :w
24— x) ' % ¢+ (& - %) 8

.die Substitution (17) mit d{ = a, dt, d¢ = ¢, dt ein, sO erhilt man zwei Integrale,
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" auch ziemlich verwickelt gestalten mag.

deren Integranden einfache rationale Funktionen der Verinderlichen ¢ sind, die also
in abgeschlossener Form durch elementare Funktionen ausgedriickt werden konnen.
Man kann auf diese Weise ebenfalls zu den obenerwihnten Formeln fiir die Schwere-
wirkungen unendlicher homogener Prismen gelangen.

Die Komponenten der Feldstirke konnen jedoch prinzipiell auch in vielen anderen,
allgemeineren Fillen durch clementare Funktionen in endlicher Form ausgedriickt
werden. Wir wollen hier einige solche Fille niher besprechen.

Die Gleichungen der Kurvenstiicke s, seien der Form

[ =P, E=04), (¢=1L2..N) - (19

stsd”

wo P, und Q, beliebige, im betrachteten Intervall stetig differenzierbare rationale
Funktionen der Verdnderlichen ¢ sind. Offensichtlich sind dann die Integranden in
(18) ebenfalls rationale Funktionen dieser Integrationsverdnderlichen. Sind z. B. die P,
Polynome von beliebigem Grade und alle 0,(f) = t, so sind alle Kurvenstiicke s,
Parabeln desselben Grades wie die P, und die Intensitit des Gravitationsfeldes kann
prinzipiell auch fir einen solchen Kérper in geschlossener Form mittels clementarer
Funktionen dargestellt werden, wenn sich eine solche Darstellung in einzelnen Fillen

i

Dasselbe gilt auch, wenn die Gleichungen der s, in der Form

il

{ = pJsin ¢ cos n, ¢ g,(sin ¢, cos #) (20

oder

. m = N.u%oxmv Nvu .m ©<A0NU Nv “ ANMV

geschrieben werden kénnen, wo p,, 4y, P, und @, wieder beliebige, in ihrem Defi-
nitionsbereich stetig differenzierbare Funktionen der Argumente sin ¢, cos f, bzw.
exp ¢ sind. Hierher gehort z. B. der Fall, wenn die Kurve s aus lauter Ellipsen- und
Hyperbelbdgen besteht. Die Gleichung eines Ellipsenbogens kann ja immer auf die
Form

{ =a,cost + b,sint + ¢, mnﬁooz+£m¢:+&

gebracht werden, wihrend die Gleichung eines Hyperbelbogens auf shnliche Weise
mit Hilfe hyperbolischer Funktionen geschrieben werden kann. In den soeben betrach-
teten Fillen sind die Integranden in (18) rationale Funktionen entweder von sin !
und cos f, oder von €xp I.

Man gelangt zu einem weiteren in geschlossener Form integrierbaren Fall, wenn
die Gleichungen der s, der Gestalt

(= pt, JEO), &= a(tJPD)] L(22)

sind, wo die p, und g, wieder rationale Funktionen ihrer beiden Argumente und die
P (#) Polynome von hochstens viertem Grade sind. In solchen Fillen sind die Integrale
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I, und I, elliptisch und konnen auf bekannte Art auf die elliptischen Normalintegrale
zuriickgefiihrt werden.

Vom Gesichtspunkt der Integrierbarkeit in geschlossener Form ist es natiirlich
nicht notig, daB alle s, zu einer und derselben der oben betrachteten Kategorien
gehdren. Es genligt vielmehr, wenn die Gleichung jedes Kurvenstiicks einzeln in
irgendeiner der Formen (19), (20), (21) oder (22) geschrieben werden kann. Natiirlich
wollen wir keineswegs behaupten, eine Integration in geschlossener Form mittels
bekannter Funktionen sei auch in anderen Fillen nicht moglich.

Wir zeigen nun, auf welche Art auch die hoheren Ableitungen des Potentials nach
den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten (z, x) des Aufpunktes durch {iber die
Randkurve s erstreckte Kurvenintegrale dargestellt werden konnen. Wir setzen, wie
vorhin, vorliufig voraus, daf§ der Aufpunkt auBerhalb des anzichenden Korpers
liegt. Das Potential des Korpers bezeichnen wir mit U und es sei

mmzc maf

Uy = A waq.ﬂ, 2 (In R) df, (p,q=0,1,2, vﬁuv
r

Bei dieser Bezeichnung ist Ugo = U, Uyo = Z, Uy, = X. Fiir die zweiten und dritten

Ableitungen, die in der Gravimetrie iiblicherweise mit Uy, Usxs U,, und U,

bezeichnet werden, lauten die entsprechenden Symbole der Reihe nach Usg, Uoz»

U,,; und Uso- .

Wir differenzieren (7) p-1 mal nach z und g-mal nach x und beachten, daB wir
rechts unter dem Integralzeichen differenzieren diirfen, da ja P nicht auf dem Inte-
grationsweg liegt und somit In R eine nach z und x beliebig vielmal stetig differenzier-
bare Funktion ist. Mit Riicksicht auf (6) erhalten wir auf diese Weise

mv+n|~

dzP " lox?

Uy + iUyt g1 = 1?&% (in R) dw, 4

s

p=L12,...; ¢= 0,1,2,..)

und diese Formel driickt die gesuchte Integraldarsteliung offensichtlich fiir alle
Ableitungen des Potentials-aus. Da R nur von den Koordinatendifferenzen (A
¢ — x) abhingt, kann diese Formel auch in der Form

®=+nlu

P Lokt

Uy +iUpq,q41 = qux|%:% (In R)dw (25)

geschrieben werden.

AuBer (24) gibt es noch eine Reihe anderer Moglichkeiten die Ableitungen des
Potentials durch Kurvenintegrale darzustellen. Man kann z. B. unter den oben
gemachten Voraussetzungen (15) beliebig vielmal nach z und x differenzieren, wobel
man rechts wieder unter dem Integral differenzieren darf. Man kénnte auf diese
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Weise fiir die zweiten und hdheren Potentialableitungen Integralformeln 'y jeiten,
in denen dic Integranden rationale Funktionen der Koordinaten ({, &) Wagren. Es
sei hier jedoch darauf hingewiesen, daB die in den an der rechten Seite der Glesichungen
(24) und (25) stehenden Integralen auftretenden Ableitungen von In Rfiirp | o5 1
schon selbst rationale Funktionen der erwihnten Koordinaten sind. Gruu,ygstzlich
Kkénnen also die Integrale in (24) und (25) in den durch (17), (19), 20), 1) ynd (22)
charakterisierten Fillen mittels bekannter Funktionen in endlicher Gesgalt aus-
gedriickt werden.

Bekanntlich ist
m=+n

0zF ox*?

b = mﬂnﬁl&b

(nR), (p,g=012-3pP+4>0) (26

ein harmonisches Polynom vom Grade p + ¢ in den Verinderlichen ({ — = ¢ — x).
Da & homogen ist, gilt

Rgrad @ =(p + @) 2. @7
Wegen Ad = 0 ergibt sich aus dem Gaufischen Satz

%WleIl:,wMMI ds = .m,mnmm w|~€+n|:mnma @&.

s !
und da _
grad R720* D= —2(p+ g — 1) R™*P*OR

ist, hat man mit Riicksicht auf (26) und (27)
®w+n

oz? 0x?

%w;ii, % 4= —2p+a)(p+ - i (in R4y,

s s

Das rechts stehende Flichenintegral stellt jedoch, mit dem Faktor —2%6 myitipli-
ziert, gerade die Potentialableitung U, dar, so daB wir auf diese Weise . einer
weiteren niitzlichen Darstellung dieser Ableitung durch ein Kurvenintegia in der
Gestalt

il ~2p+a-1 0P
R —d
:Ir@@fml:% on @

Up =

gelangen, die fir p + 9 > 1, also fiir die zweiten und hoheren >Eo:::mg des
Potentials gilt. Hieraus ergibt sich dann noch eine weitere Darstellung der pgtential-
ableitungen durch Kurvenintegrale, die besonders fiir unendliche Prismen 3y interes-
santen Beziehungen fiihrt. Nach dem Greenschen Satz ist nimlich

%%vﬁaix: MAM ds = % @l%m'_uwlﬁn:x»ﬁ au| .a,@ B%INAi.al:zmu

s s I
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wobei wir A® = 0 gesetzt haben, da ja @ in {und ¢ harmonisch ist. Wir setzen hier

Imm|| Wlnclnlcu_ — .INCu +q - —v wmﬂlnﬁvf:,
n

k”!n@;&l: — AA@ +q— CNNINQ.I:.

wo h wieder den (verabredungsgemdf positiven oder negativen) Abstand des Auf-
punktes von der Tangente der Kurve s bedeutet. Unter Beachtung von (26) und (23)
erhalten wir weiter

acpta—1) 0P < ho'd 2Ap+q— 1)
%.N o clmﬂlmm =-Ap+a- C% Rt ds + P Us-

s

Wir setzen das hier ausgedriickte Kurvenintegral in (28) ein und ldsen die so erhaltene
Gleichung nach U,,. Es ergibt sich auf diese Weise

U

2o % hdds 29

g = p+q—2 R+’

s

eine Bezichung, die ficp > 0,9 > 0,p + ¢ + 2 gilt. Thre Giiltigkeit fiir p + ¢ = 1
folgt aus (13) und (26). .

Befindet sich der Aufpunkt auBerhalb des anziehenden Korpers und ist f wieder
ein einfach susammenhingendes Gebiet, so kann man bei der Darstellung der
Potentialableitungen anstatt der Gleichung (7) von der Formel (8) ausgehen. Da der
Winkel ¢ cine stetig differenzierbare Funktion der Koordinaten z und x des Auf-
punktes ist, kann man dabei rechts unter dem Integralzeichen differenzieren. Man
gelangt auf diese Weise zu einer weiteren Formel

mwnf_lnﬁ

ozF tox?

Uy + iUy, g41 HNRQ% dw, (p>0,q20) (30

s

und da @ nur von den Koordinatendifferenzen ({ — z, ¢ — x) mcrmumrv kann man
hierfiir auch :
Aptg—1

¢ L dw
mmw| 1 mmh

QE + _.Qulp.n;ap = NXQAIHvu.El_%

5

schreiben. Bei den Anwendungen dieser Formeln ist zu beachten, daB

cos ¢ @ dp sing

oz aC R ’ ox ot R

d¢ o

ist. Fiir die zweiten Ableitungen des Potentials erhalten wir auf diese Weise die
Formeln
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R R
. ’ . : (31)
Uy = qu% SINQ G, Uy, = 2#0 % o A

Usy = —Ugp = Lg%E& U, = LRQ%E&

R R
5 3
die sich in manchen Fiillen als sehr brauchbar erweisen. Sollen in den obenstehenden
Kurvenintegralen nur die Polarkoordinaten auftreten, so ist

d{ = sin ¢ dR + Rcos ¢ do, dé =cos@dR — Rsingp do

zu setzen. Die Beziehungen (31) gehen daun in die bekannten Formeln iiber, auf
denen die Konstruktion einiger mechanischen Integratoren zur Bestimmung der
zweiten Ableitungen des Potentials beruht und die z. B. in [5] (S. 403) auf anderem
Wege abgeleitet werden. Fiir die dritten Ableitungen Uj, und U, ergibt sich

Usg = waa% m_w.w.e dg, T Uy = —2x0 % W%ah
Fiir die hoheren Ableitungen des Potentials homogener unendlich langer Prismen
konnen aus (24) einfache und {iibersichtliche Bezichungen abgeleitet werden, die
eine sehr nahe Analogie zu (12) darsiellen und daher auch als eine Erweiterung des
Mehlerschen Theorems auf die hgheren Ableitungen des Potentials solcher Prismen
aufgefaBt werden konnen. Ist ndmlich s ein Vieleck, so konnen wir (24) in der Form

mu:lp

9zP ! oxt

Uy +iUp 1,441 = IMxS.MUa_. (in R)dw

Sy

schreiben, wo die s, , wie friiher, die einzelnen Seiten des Vielecks bedeuten. Bezeichnen
wir mit o, den Winkel, den die im Sinne des Umlaufs orientierte Strecke s, mit der
positiven Richtung der 2.Achse einschlieBt, so gilt fiir diese Strecke dw = e ds,
sodaB wir weiter

. . ia mm+elw
QE+_S|_L+~H|~§:M\® v ————(nR)ds
v o0z"~* ox*
erhalten. Nun ist aber
® o
UM, = —2x0 MNIN.T# o (in R)ds, 32

Sv

die durch die betreffenden unteren Indizes angedeutete Ableitung des auf den Auf-
punkt P bezogenen logarithmischen Potentials der mit der linearen Dichte 2¢ homo-
gen belegten Strecke s,. Somit haben wir

311



f oy iay Fr(v)
QE + _Qnurai - _Mm Qul_ﬁ
<

woraus sich nach Trennung des reellen und imaginiren Teiles

-1,q p—1,q

Uy,=—-Y UM,  sina,, Upoy.ge1 = 2, U™, . cosa, 33)

P=12..; q=0 1,2,...)
ergibt. Die zweite der obigen Gleichungen kann auch in der Form

Uy =Y USyycosa,, (p=01,2..59=12 ) (38

geschrieben werden. Die Bezichungen (33) und (34) stellen dann die oben angedeutete
Erweiterung des Mehlerschen Theorems auf die hoheren Potentialableitungen dar.
Es sei besonders darauf hingewiesen, daB der Integrand in (32) eine rationale Funktion
der Koordinaten ¢ und & ist, die ihrerseits von der Integrationsverinderlichen s
linear abhiingen. Der betrachtete Integrand stellt somiit eine rationale Funktion von s
dar und Q%w 1, kann fiir Prismen in geschlossener Form durch elementare Funktionen
ausgedriickt werden. .

Fine andere niitzliche Beziehung ergibt sich aus der Gleichung (29), die fiir Prismen,
wie man ohne weiteres einsieht, in der Form

2x0 Pds
Un=31q-2 M*; REwta)

Sv

geschrieben werden kann. Unter Beriicksichtigung von (26) ergibt sich fiir das rechts

stehende Integral
Aptq )
2ds _ 8 (In R)ds
WN::.: ozF 9x2

Sy Sv

und der letztere Ausdruck ergibt, mit —2xo multipliziert, nach (32) die GroBe US.
Fiir homogene unendliche Prismen erhdlt man auf diese Weise eine weitere Beziehung
1

S e B U®
4 QBQ .Nu + & — N M v pg?

die eine Verallgemeinerung der Gleichung (14) darstelit und fiir p, ¢ = 0,1,2,...,
p +q#+2 gl

Im Vorhergebenden haben wir die Ableitungen des Potentials durch iiber die
Randkurve s erstreckte Kurvenintegrale ausgedriickt, ohne das Potential U selbst
in diesem Zusammenhang untersucht zu haben. Wenn auch U bei den iiblichen
gravimetrischen Untersuchungen nicht gemessen wird und bei den meisten Inter-
pretationsverfahren gar keine Rolle spielt, wollen wir hier auch fiir diese Funktion
eine Darstellung durch ein Kurvenintegral angeben. Es sei Y(R) eine die Bedingung
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Ay = ¥(R) + V'R (33)
erfiillende Funktion. Aus dem GauBschen Satz folgt dann, falls P ein juBerer Punkt
ist,
oy . LR o _
%ﬂﬁml%‘lﬂlﬂhl —Swn_.\.
s s I
und somit
U= —2%0 .“_n Rdf = Iqu% EWNAE ds. (36)
S s . .

Anderseits kann leicht nachgewiesen werden, dafl die Funktion
i .
W(R) = | RQInR - 1)dR

die Bedingung (35) erfiillt. Setzt man sie in (36) ein, so ergibt sich eine Darstellung
des Potentials durch ein Kurvenintegral in der Form

U= lmm%ﬁ_;ncr&.

Fiir unendlich lange Prismen gilt dann die Formel

aw Y FTN InR — 1)ds,

Sv

U= —

mittels welcher das Potential leicht durch elementare Funktionen ausgedriickt werden
kann. Mit Riicksicht auf (11) ist ndmlich

=1 o X0
U= NMFQ +=3 MFMS

wo nun s, die Linge der betreffenden Vielecksseite bedeutet.

In allen bisher betrachtet.n Fillen lag der Aufpunkt P(z, x) auBerhalb des anzie-
henden Korpers. Tatsichlich interessiert vom Gesichtspunkt der Deutung gravi-
metrischer Messungen in erster Linie das duBere Feld. Anderseits wird man von einer
allgemeinen theoretischen Methode der Berechnung von gravitationsfeldern natur-
gemiB verlangen, daB sie ihre Brauchbarkeit auch am inneren Feld beweist, zumal
die Berechnung des Feldes im Inneren des Kdrpers in einigen Fillen auch vom
praktischen Gesichtspunkt interessiert. Eine ausfiihrliche Untersuchung aller oben
abgeleiteten Formeln auf ihre Giiltigkeit auch im inneren Gebiet, oder die Herleitung
der fiir dieses Gebiet giiltigen Varianten der betreffenden Formeln wiirde zu weit
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fithren, wir konnen jedoch diese wichtige Frage nicht ginzlich umgehen und unter-
suchen wenigstens die wichtigsten von den oben betrachteten Beziehungen.

A Liegt P im Innersn des Kdrpers, so
denken wir uns einen unendlichen geraden
Kreiszylinder, dessen Achse senkrecht zur
Ebene (z, x) durch P hindurchgeht und
diese Koordinatenebene im Kreis K
schneidet (Abb. 3). Den Halbmesser a des
Zylinders wihlen wir so, daB K génzlich
im Tnneren der geschlossenen Kurve s
liegt. Die Gesamtwirkung des Korpers in
P setzt sich dann aus zwei Anteilen zusam-
men: a) aus der Wirkung des Zylindersund
b) aus der Anziehung durch den Kdrper,
g f . mit dem zylindrischen Hohlraum. In Bezug

Abb. 3. auf den letzteren ist P ein duBerer Punkt.
- ; Da P auf der Achse des homogenen Zy-
linders liegt, verschwindet in diesem Punkt die Anziehung durch den Zylinder und
es ist nach (7) :

0 - A

s

W = —2xoi % InRdw + 2nsilna mm dw.
K

Das zweite Glied an der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet jedoch wegen

mmas — 0 und die Integralformel (7) gilt also auch fiir das innere Gebiet. Hieraus
K

folgt jedoch sofort auch die Giiltigkeit der Gleichungen (5), (9), (12) und (16) fiir
das Innere des Korpers. Unverindert gilt fiir das innere Gebiet auch die Formel (13),

da ja hier
F= qu_ﬂ%ﬁau — %EM&L
R R?

K
ist und das Integral EKHN wegen h = R=a und mm R ds = 0 verschwindet.
K

AbschlieBend beweisen wir fiir das innere Gebiet noch die Giiltigkeit der Formel
(24). Bezeichnen wir die zum Korper mit dem zylindrischen Hohlraum gehorigen

Potentialableitungen mit U u.ﬁ und die dem Zylinder entsprechenden mit Uy, so ist

or +q-1
Upg+ iUp1,qe1=H = 2oi D T (In R)ydw + Upg + iUp_1 g+1s @37
0zF 71 ox* .
K
wo wir mit H den an der rechten Seite der Gleichung (24) stehenden Ausdruck mit
dem iiber die Kurve s erstreckten Integral bezeichnet haben. Wie bereits frither,
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haben wir in (37) die Gesamtwirkung des Korpers als Summe der Wirkungen des
Korpers mit dem zylinderformigen Hohlraum und des unendlichen Kreiszylinders
ausgedriickt, wobei die ersten zwei Glieder rechts die Grofe U g+ iUp-1,041 darstel-
len. Auf Grund elementarer @oﬁaaam:rooqnamornn Betrachtungen kann nun leicht
bewiesen werden, daBl das Potential U" des Zylinders in einem Punkt Q(, &), der
in seinem Inneren liegt, durch die Gleichung

UL, &) = nuola’(l — 21na) — (€ = 2 — (€ ~ 9]

ausgedriickt wird. Hieraus folgt jedoch unmittelbar, daB fiir den Punkt Pmit{ =7z
und £ = X . :
Uly = Ugy = —27n0 (3%)

ist, wihrend alle andsren Potentialableitung:n U, verschwinden. Fithrt man im
Integranden in (37) r-chts Polarkoordinaten ein, indem man

w— Wy = ReY 39
setzt, so gilt, wie man sich z. B. durch vollstandige Induktion iiberzeugen kann,

~pta—1
QQA

oz’ tex!

(InR) = RP ! [Acos(p+4q— 1)y + Bsin(p+4g — Dyl

wo A und B zwei Konstanten sind und fiir den Kreis K, iiber den man in (37) zu
integrieren hat, ist hier R = a zu setzen. Beachtet man, daB bei der Integration
gemiB (39) dw = aie™ dy ist, so ergibt sich aus der OHEomo:m_:ma&mgmogm der
trigonometrischen Funktionen sofort, daB das Integral in (37) fir p + ¢ > 2 ver-
schwindet. Fiir die dritten und hoheren Potentialableitungen gilt also nach den
obigen Feststellungen die Bezichung (24) auch dann, wenn der Aufpunkt im Innern
des Korpers liegt und es bleibt nur noch ibrig, die Fille p = 2,g=0undp =1,
g=1zu untersuchen (der Fallp =0, ¢ = 2 kommt wegen den der Gleichung 24
auferlegten Einschrankungen nicht in Frage). Wir beschrinken uns auf den ersteren
der hier erwihnten beiden Fille, da der zweite genau nach demselben Muster behan-
delt werden kann. Im Integranden an der rechten Seite von (37) ist dann fiir die dort
auftretende Ableitung

0 z—( cos Y
mA—BWvl. nn = p

zu setzen und das Glied mit dem iiber K erstreckien Integral hat den Wert
2n
2xo | cos® Y dify = 27xo.
0

Infolge (38) gilt dann aber wieder Uy, + iUp—15g41 = H, d. h. die Formel (24).
Aus der Giiltigkeit der letzteren fiir das innere Gebiet folgt jedoch, daB das durch

315



die Beziehungen (33) und (34) ausgedriickte verallgemeinerte Mehlersche Theorem
fiir Prismen ebenfalls nicht nur fiir das-duBere, sondern auch fiir das innere Gebiet
gilt. ,
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O NPEACTABJIEHUU TPABUTALIMOHHBIX MOJIEN ABYXMEPHBIX
OAHOPOJAHBIX TEJ C NMOMOWbBIO KPUBOJNUHENHBIX WHTETPAJIOB

Tubop Konbeuxeitep

Pe3zrome

B pa6ore [3] aBTop paspaGoran TCOPETHYECKHE OCHOBBI METOHA DEILEHHA NPAMOH 3amaun’
TpaBupasBeKy, Gasupyioweiics Ha npencTaBIeHuK TPABUTARUMOHHOTO MOJIst M0BOro OAHOPOAHOrO
TPEXMEPHOTO TeNA C NOMOIUBIO MHTETPAJIOB MO0 €0 oBepxHOCTH. B npeanaraemoit pa6ote paspa6o-
TaHBl TEOPETHYECKHE OCHOBBI MPEACTABIICHHS TIOJMEH ORHOPOIHBIX ABYXMEPHBIX TNl C [OMOIIBIO
UHTErpalloB NO ux KOoHTypy. Mcnone3osas Teopemy Octporpanckoro—TIaycca, aBTOP APHXOIUT
npexkne BCEro K cooTHowenusM (6) u (7), roe koMmnekcHas BermiuMHa W npencrapnser co6oit
HANPSDKEHHOCTD TPAaBUTALMOHHOTO TOMSA, » — MOCTOSHHAS TACOTEHHUA, O — IUIOTHOCTE Teja,
W — NEPEMCHHAS TOYKA KOMILIEKCHOM MITOCKOCTH. 3HAYeHMe OCTAIbHBIX CHMBOJIOB KaK M CUMBOJIOB,
BBICTYTRIONWMX B NaibHERMAX (GOPMyax, CTAHOBUTCH SCHBIM W3 pucyHkoe. anee npocteiMu
NpeoGpa3oBaHUAMY BEIBOASTCH . IpyTHe bopmysisl, Mexay HUMH Taxke u dopmyna Xy66epra.
Jnsa GeckoHeYHBIX MPH3M CHpaBeTHRO cooTHOwenue (12), cobcem aHanormynoe Teopeme Menepa
B TPEXMCPDHOM CJIy4de AJii MHOrOrPaHHUKOB. Popmyna (15) Beipaxaer HalpAXEHHOCTh MOJIS
€ OMOIUBIO KPHBOIMMHEHHOTO HHTErPaa, B KOTOPOM MHTErpaHA ABISETCA PALHOHATBHOM (ByHKIHe il
TICPEMEHHBIX MHTCTPUPOBaHUs. W3 3TOH (opMymsl BhIBOmMTCS PAN TAKHX CNyyaeB, B KOTODBIX
VHTCIPUPOBAHNE MOXKHO IIPOBECTU B KOHEYHOM BUJE C [IOMOLIBIO 3NeMEHTapHbIX Gyukumit. C mo-
MOLIBIO KPUBOTIMHEHHBIX UHTErPanos GopmMyramu (24), (25) u (30) BEIPAXAIOTCH M BBICLIHE 1IpOM3-
BOMHBIC MOTEHUMANA, I KOTOPBIX HMEET MECTO 0606LIeHIe TeopeMsl Menepa, npeacrasieHHoe
cooTHowWeHusAMU (32), (33) u (34). B 3akmoyenuu PaBoTh! NOKA3LIBAETCH CNPABEMIHBOCTS YROMSTHY~
ThIX OCHOBHBIX (JOPMYJI, KOTOpbIC HEPBOHAYANBHO JOKa3bIBANMCE MMLUb JUl BHeWwHel obnactn,
M A8 NOJISL BHYTPY NPUTATHBAIOLIETO Tena.
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