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JISTE CREMONOVY KVADRATICKE
TRANSFORMACE V ROVINE
A JEJICH UZITI

JOSEF NOVAK, Praha

Slogitost konstrukce &asto brani vétSimu' vyuZiti kvadratickych transformaci
v konstruktivni geometrii kfivek. Clanek se zabyvd Cremonovymi kvadratickymi
transformacemi v roving, které vznikaji stredovym primé&tem Cremonovy kvadratické
transformace mezi dvéma riznymi rovinami a které se vyznaduji jednoduchou
konstrukei odpovidajicich utvarii. Odvozeni transformaci vede rovnéZ k snadné
konstrukci teten transformovanych kiivek. Je ukézana aplikace t&chto transformaci
v konstrukci kuZelosetek a raciondlnich kubik a kvartik.

. OSOVA KVADRATICKA TRANSFORMACE

Vyjdeme ze znidmé Steinerovy konstrukce Cremonovy kvadratické transformace
mezi dvéma riznymi rovinami ¢ a @' v roziifeném euklidovském prostoru (obr. 1).
V ni jsou ttvarim jedné roviny pfifazeny jejich sitové pramsty ve druhé rovin&. Bazi
sifového promitani tvofi, mimo pramétnu (napf. ¢), dvé mimobézky 'a, 'b, které
neprotinaji priise¢nici ‘o rovin g a ¢". Stfovy pramét 'K’ bodu 'K sestrojime nejvyhod-
n&ji jako prasetik stop rovin o = ('K, 1g) a B = ('K, *b) v roving ¢'. Hlavnimi body
transformace jsou body ‘4, ‘B, 'C a 'A’, 'B’, 'C", kterym odpovidaji stejnojmenné
hlavni pfimky drubé soustavy. PHtom je 'Ce’c’a’'C'e’c.

Z4akladni konstrukce bodu 'K’, ktery odpovidd danému bodu 'K, ukazuje, Ze
Steinerova konstrukce je zaloZena pouze na inciden¢nich vztazich v rovinach g a ¢'.
Lze ji tedy zobrazit ve dvojstopnim zobrazeni se stopnimi rovinami ¢ a ¢". Obrazem
Steinerovy konstrukce je pak konstrukce Cremomnovy kvadratické transformace
v rovin& (obrazy tvard budeme nadéle znadit bez arky vievo nahote). NeleZi-li
stied promitani na ¥idné z pfimek 'a, 'b, snadno nahlédneme, ¥e plati

. Viéta 1. Mé&jme v roviné dvé dvojice riznych bodiy A, A’ a B, B' a pFimku o, kterd
jimi neprochdzi. Ddle necht je A % B, A' £ B’ a necht pfimky ¢ = AB, ¢' = A'B’

protinaji pfimku o v riiznych-bodech C' a C.
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NUEENWS& v 1610 roviné, v niz kafdému bodu K £ A, B, C jedné soustavy odpovidd
bod Q.:SW M.QEEQ K' tak, %e spojnice A'K’ resp. B'K' je incidentni s priisecikem ,umvinn
0 se @QEE‘ AK resp. BK, je Cremonova kvadratickd transformace. Jejimi E%:?M.
@wm@ \.25\ trojice bodit A, B, C a A', B', C', kterym odpovidaji stejnojmenné hlavni
primky a' = B'C', b’ = A'C’, ¢' a a = BC, b = AC, c. Body pFimky o (s vyjimkou

hlavnich bodit) a priiseéik Q = Q' p#h : ;
= Q' primek AA’ a BB’ Snomi
formace (6659, Jjsou samodruznymi body trans-

Tuto transformaci budeme nazyvat osovou kvadratickou transformaci, zkracens
O-“Ewh\exin&, a pfimku o nazveme jeji osou. Doehlemann k ni awm fvd pri
vySetfovani samodruZnych elementii Cremonovy w<ma3mowm transformace M HoSﬂm
(1], str. 41).

Pfipomenime zde, Ze vysledky, které
odvodime pro jednu soustavu, plati
zfejmé i pro druhou soustavu.

Na obr. 3 je ukazana jednoduchd
linearni konstrukce bodit kuZelosecky
uZitim O-transformace. Bodim pfim-
ky k% A, B, C odpovidaji body jed-
noduché kuZelosecky k', ktera prochazi
samodruZnym bodem R’ = k.o a hlav-
nimi body \hlu B, C". Ty odpovidaji
priseikiim A4, B, C ptimky k s hlav-
nimi pfimkami a, b, c.

Prochazi-li pfimka & po fadé jednotli-
vymi hlavnimi body A, B, C, odpovidaji
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ji sloZené kuZelosetky k= (a,AR), Kk =, B'R), k' = (¢, C'K’), kde R=o0.k
a K e k. Jak je vid&t, je soucasti slofznych kuZelosetek vZdy hlavni pfimka. Nebude-
me-li tuto soudast uvaZovat, potom piimee k prochézejici hlavnim bodem odpovida.
piimka k', ktera je incidentni se stejnojmennym hlavinim bodem a obriceng. Hlav-
nimu bodu na piimee k odpovida prisecik odpovidajici hlavni pfimky s pifmkou k.
Poznamenejme, Ze hlavni pfimka se transformuje ve stejnojmenty hlavni bod druhé
soustavy.

Uvedené ziZeni pojmu odpovidajictho Gtvaru vede k jednojednoznadné ptibuznosti
mezi danym a transformovanym Gtvarem. V nasledujici poznamce se zcela obecné
umluvime na tomto zZeni.

Poznamka 1. Nadale piifadime danému tGtvaru, ktery prochazi hlavnimi body,.
dtvar bez hlavnich piimek odpovidajicich pfislusnym hlavnim bod&im. KaZdému
z nich pak odpovidaji spolené body odpovidajici hlavni pfimky s transformovanymi
tenami utvaru v uvaZovaném hlavnim bod& a obréceng, jak plyne z transformace
mezi rovinami ¢ a @'

Odvozeni O-transformace z Cremonovy kvadratické transformace mezi dvéma
rovinami se ukaZe vyhodnym pfi vySetfovani te€en kiivky k', ktera odpovida dané
Ktivee k. Vyslovime nejdfive vétu o teénach kufelosetky k', kterd odpovida v dané
O-transformaci piimce k.

Vita 2. Tecna ty. kufelosecky k' v Jjejim libovolném bodé K' £ C', R’ prochdzi

priisecikem osy o se spojnici KK. PFitom bod K je incidentni s hlavni pimkou ¢ a jeho
spojnice KA resp. KB prochdzi priisecikem osy o se spojnici KA resp. KB.
Teéna kuzelosecky v bodé C'(R) odpovidd piimce g = CC (p¥imce g = CC za
piedpokladu, Ze body A, B jsou zvoleny hlavnimi body neédrkované soustavy ) (obr. 3).
Stadi dokézat, Ze stejna véta plati v Cremonové kvadratické transformaci mezi
dvéma rovinami, kterou jsme uvaZovali zpoatku (obr. 1). Primky 'a, 'b, 'k urtuj

rvow

sborcenou kvadriku ¥, jejiZ fez rovinou o' je kuZelosetka 'k’. Tena této kuZeloseCky
v bod& 'K’ je prisednici roviny ¢’ s teénou rovinou zborcené kvadriky % v bod¥ ‘K.
Te&na rovina je uréena primkami obou regulf, které prochazeji bodem "K', a jejich
stopniky v roviné g jsou pravé body 'K a 'K. Jejich spojnice je stopou tené roviny,.
kterd protind piimku ‘o v bodé incidentnim s hledanou te¢nou. Tim je prvni Cast
véty dokézéna.

Tento diikaz nevede k cili pro body 'C’ a 'R’, nebot piimky obou regulit kvadriky %,
které jimi prochazeji, protinaji pfimku ‘0. Nelze tudiZ ptimo stanovit stopy hiedanych
te¢nych rovin v roviné o’. Tvrzeni dokéZeme nejd¥ive pro bod 'C’. Viechny zborcené
kvadriky, uréené mimob&zkami ig, b a tegnou rovinou ¢ s bodem dotyku ‘C€’c,
maji podle Chaslesovy véty v bodech pifmky ‘c totoZné te¢né roviny. Zvolme tu
zborcenou kvadriku, ktera prochdzi bodem 'C. Pak ji rovina ¢’ protina ve sloZené
kuZelosedce, jejiz soudasti je pfimka 'g’, kter4 prochézi bodem 'C" a odpovida pfimee
‘g = 'C'C, coz bylo dokézati. Na obr. 3 je ptimka g’ = f¢ sestrojena pomoci bodu H i
ktery odpovidd bodu Heg.:
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Zaménime-li pfimky 'k, ‘c a s nimi dvojice bod{l ‘A,'Ba’A,’B, pak pfimce 'k, = 'c
0awo<._am pfi zm&ndnych hlavnich bodech ‘A, = ‘4, 'B, = 'B kufelosetka 'k}
ktera je toto¥na s kuZelosekou ‘k’. Tedna kuZelosetky 'ky v bodé 'C{ = 'R’ je tedy

totoZna s te€nou kuZeloselky ‘k’ v bod& 'K’. Tim je dokazana zavEretna Cast véty.
Na obr. 3 je tedna t. sestrojena pomoci bodu J;, ktery odpovidd bodu Jeg.

Poznédmka 2. LeZi-li samodru?ny bod O na ose o a pfimka k jim prochazi, tzn.
(4] = R, pak teénou kuZelosetky k' v bod¥ R’ je pfimka k. V tomto pfipadé teCnd
rovina anaogm kvadriky v bod& 'R’ je totiZ promitaci rovinou a jeji prisecnice
s rovinami ¢ a ¢’ v primétu splyvaji.

...m pomoci vity 2 lIze sestrojit teny kiivky m’, kterd odpovidd v O-transformaci
kiivce m. Tetné k3 A, B, C v regulirnim bod& K kiivky m odpovida kuZelosecka k',

kterd se dotykd v bod& K’ kiivky m’ ([2], str. 620). Hledana teéna ry. kfivky m’ .

v bodé K’ je pak totoZnd s te¢nou kuZelosecky k' v bod& K’, kterou sestrojime zndmym
zplisobem. Dile odpovida teéné k, ktera prochézi jednim hlavnim bodem, riiznym
od bodu dotyku K, teéna ty. = k' kiivky m'. Dotyka-li se kiivka m hlavni pfimky
pak tegny k¥ivky m’ v odpovidajicim hlavnim bodg sestrojime na ziklad€ poznamky Hw
Nalezené vysledky shrneme ve vété

Véta 3. Tecna ty. kfivky m' v bodé K’ je tecnou wxm&eum&«v k' nebo pFimkou k',
kterd odpovidd tecné k% a, b, ¢ kfivky m v jejim reguldrmim bodé K + A, B, C.

Je-li tecna k = x hlavni pFimkou a bod K = Y hlavnim bodem, dotypkd se hlavni
pFimka y' v hlavnim bodé X' k¥ivky m'. Je-li bod K riizny od hlavniho bodu, dotykd se
kfivka m' v hlavnim bodé X' pFimky, kterd odpovidd spojnici bodu K s protilehlym
hlavnim bodem X.

Na obr. 4 jsou sestrojeny tedny v hlavnich bodech 4° = L', C' = M’ a v obecném
bodé K’ kiivky m’, kterd odpovidi v dané O-transformaci kruZnici m.
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Dileitou tlohu zastava kuZelosetka, kterd odpovid4 nevlastni ptimce. Nazveme
ji ubéZnicovou kufeloseckou. Budeme se zabyvat jen pfipady, kdy tato kuZeloseCka
bude jednoduchd, tzn. hlavni body soustavy opaéné k soustavé ibéZnicové kuZeloseCky
jsou vlastni.

Viéta 4. V O-transformaci je ub&inicovd kuzelosecka bud parabolou, jestliZe spojnice
stejnojmennych hlavnich bodii maji spoleény nevlastni bod, nebo hyperbolou. Osa para-
boly resp. asymptota hyperboly prochdzi nevlastnim bodem 0sy 0.

Dukaz: Prisetik R, osy o s nevlastni ptimkou u je bod samodruZny, kterym
prochézi tedy i ib&Znicova ku¥elosecka u’. Je-li R = Q,kde Q = AA4’. BB, pak podle
poznimky 2 je nevlastni piimka u te¢nou kuZeloseCky u', ktera je tudif parabolou.

Pti aplikacich O-transformace se dasto Tesi

Uloha 1. Jsou dany t¥i body 4, B, C, které nele¥i v pfimee a pfimka k, kterd jimi
neprochézi. Sestrojte O-transformaci s hlavnimi body 4, B, C tak, aby pfimce k
odpovidala kruZnice k'.

Regeni (obr. 5): Zvolme bod C’ tak, aby pfimky AA a BB neprotinaly usecku
C'R, kde R’ = k. CC'. Déle zvolme hlavni body 4}, B{ podle pfedpokladii z véty 1.
Primce k pak odpovidd kuZelosetka k. Ta prochdzi body C’ a R' a dotyka se
v bodech. 4|, B piimek, které odpovidaji spojnicim AA a BB. KuZelosedee k|
miZeme piifadit v jisté stfedové kolineaci, jejiZ osu zvolime v ose o, libovolnou
kru¥nici k', kterd prochzi samodruZnymi body C' = C] a R'. Pak tetnim kuZelo-
secky k} v bodech 4}, By odpovidaji tetny kruZnice k' v bodech A’, B'. Pfitom spoj-
nice A’B’ musi prochazet bodem C. Zvolime-li body A’, B’, C' za hlavni body druhé
soustavy, odpovida pfimce k kruZnice k.

V nasledujicich ptikladech ukéaZeme uZiti O-transformace v fefeni tloh o kuZelo-

seCkach.

Uloha 2. Vysetfete vzéjemnou polohu pfimky m a jednoduché kuZeloseCky k,
ktera je urena péti body K, L, M, N, P.

Reeni (obr.6): UZijeme takové O-transformace, aby pfimce m odpovidala
kruZnice m’ a kuZelosedce k pfimka k'. Vz4jemn4 poloha kruZnice m’ a piimky k'
fesi ulohu.

Tti body kuZelosetky k zvolime za hlavni body 4 = M, B= N, C = P. Body C
a K proloZime osu o, pfi¢emZ dbame na podminku, aby spojnice AA neprotinala
uselku C'R’, kde R"'=0.m a A = a.m. Dal§i provedeni je zfejmé z obrazku.
Piimka m protind kuZelosetku k v bodech X a Y.

Uleha 3. KuZeloseka k je urlena teCnou f a Styfmi body L, M, N, P. Sestrojte
dotykovy bod kuZelosetky & na tecn& .
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Regeni (obr. 7): V O-transformaci ptifadime ptimce ¢ kruZnici ¢’ a kuZeloseZce k
piimku k'. Pfimka k' musi byt te€nou kruZnice t'. Jejimu dotykovému bodu 7*
odpovidd hledany bod T. Na obrazku je provedeno jen jedno FeSent. )

Obr. 7.

2. STREDOVA KVADRATICKA TRANSFORMACE

K dal¥imu zjednoduSeni konstrukce Cremonovy kvadratické transformace v ro-
ving dojde, jestliZe stted promitani ve dvojstopnim zobrazeni Steinerovy konstrukce
zvolime na jedné z mimob&Zek 1a, 'b, napt. na 'a. Potom body A a A’ splyvaji v jediny
bod S a plati nasledujici véta

Véta 5. Mé&jme v roviné body S, B, B, které nele?i v piimce a pfimku o, kterd Zddnym
z nich neprochdzi. Priiseciky spojnic SB = ¢ a SB' = ¢' s pfimkou o oznacime C' a C.

PFibuznost v této roviné, v niz kazdému bodu K % S, B, C jedné soustavy, odpovidd
bod druhé soustavy K' tak, %e spojnice KK' prochdzi bodem S a spojnice B'K’ je inci-
dentni s prisecikem p¥imky o se spojnici BK, je Cremonova kvadratickd transformace
v roviné. Jejimi hlavnimi body jsou trojice bodit A, B, C a A', B', C', kterym odpovidaji
stejnojmenné hlavni pfimky a’ = B'C',b' = A'C',c’aa = BC,b = AC, c a obrdcené,
Primky o a s = BB’ a pFimky incidentni s bodem S (s vyjimkou hlavnich pFimek)
Jjsou samodruné. Rovné¥ body pfimek o a s jsou samodruZné (obr. 8).

Uvedenou transformaci budeme nazyvat stfedovou kvadratickou transformact, zkré-
cen& S-transformaci. Bod S nazveme jejim stfedem a piimku o jeji osou.

Véty 2 a 3 o te¢nich zlistavaji v platnosti i v S-transformaci, nebof stfed promitani
nehral v dikazech téchto vét Zidnou ulohu.

Na obr. 8 je sestrojena kuZelosetka k', kterd v dané S-transformaci odpovida
piimce k, jeZ neprochéazi Z4dnym hlavnim bodem. Podle vty 2 jsou sestrojeny- teCny
tg a ty. kuZelosecky k.
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Jsou-li hlavni body jedné soustavy vlastni, pak ub&Znicovi kuZeloseCka druhé
soustavy je jednoduchd. Musi prochizet samodru¥nymi nevlastnimi body, které
podle véty 5 leZi pouze na pfimkach o a s.

Véta 6. Ubénicovd kuzelosecka v S-transformaci je parabolou, maji-li s a o spolecny
nevlastni bod; v opacném pFipadé je hyperbolou.

Uloha 4. Kufelosetky k= (M, N, P,Q,R) a m= (M, N, P, E, F) maji tfi
spoletné body. Sestrojte jejich &tvrty prisecik X.

Regeni (obr. 9): Spole¢né body M, N, P, zvolime za hlavni body S-transformace.
Kuzelosedkam k a m v této transformaci odpovidaji pfimky k' a m'. Jejich priise€iku X*
odpovid4 hledany bod X.

Obr. 9.

Na n&kolika ptikladech jsme ukazali, jak feSit pomocf O-a S-transformaci — tedy
jednotnou metodou — riiznorodé ulohy o kuZeloseikéch, které by jinak vyZadovaly
hlubsi znalosti projektivni geometrie.

Zabyvejme se nyni aplikacemi zkoumanych transformaci v konstrukei racionalnich
kubik a kvartik.

Je znamé, Ze kuZelosetce v Cremonové kvadratické transformaci odpovidd podle
incidence s hlavnimi body bud p¥imka nebo kuZelosetka nebo kubika s dvojndsobnym
bodem nebo kvartika se 3 dvojnasobnymi body ({1}, str. 9).

Uloha 5. Sestrojte kubiku, ktera je urena dvojndsobnym bodem ' s teCnami ¢, v
a &tyfmi body K, L, M, N.

Regeni (obr. 10): V S-transfoimaci, pro ni% dvojndsobny bod S je stfedem,
body K, L hlavnimi body K = B, L = C, spojnice LM osou o a ptimka s = BB’
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je zvolena roviiob&Zné s o, dané kubice m.odpovida kuZelose¢ka m'. Ta prochazi
body S, M’, N’, 1’,2', kde body 1" a 2’ jsou prasediky teCen f a v s hlavni pfimkou a.

Konstrukce bodf a tefen kubiky je zfejmé, obritime proto svou pozornost na
asymptotu kubiky. Pro vySetfeni vzijemné polohy nevlastni pfimky « a kubiky m
sestrojime 1ib&%nicovou kuZeloseCku u'. JelikoZ je osa o rovnob&ina s pfimkou s,
je podle véty 6 ub&¥nicova kuZelos.&ka u’ parabolou, kterd prochazi body S, B’ C'.
Jeji tcénu v nékterém z téchto bodl sestrojime podle véty 2.

Ubé#nicova parabola protind kuZelosetku m’ v dalgim bodé& U’, kterému odpovida
nevlastni bod U, kubiky m. Te¢nu kubiky v tomto bodg, tj. asymptotu r, sestrojime
podle véty 3.

JestliZe osa o nebo piimka samodruZnych bodd s zkoumanych transformaci bude
nevlastni, pak kruZnici odpovida kiivka, kterd prochazi kruhovymi body, nebof
tyto body jsou samodruZné. Podle incidence kruZnice s hlavnimi body ji odpovida
bud kru¥nice nebo cirkularni kubika nebo cirkularni kvartika.

V teorii synteze mechanism@ ma vy-
znamné misto tzv. Burmesterova kiivka.
Ulohy, které se v této souvislosti ([3], str.
226—242) fedi rliznymi transformacemi,
majisnadné feSeni S-transformaci. Burmes-
terova kfivka je toti¥ pfimou nebo kosou

Obr. 11.

strofoidou, tedy cirkularni kubikou, jejiZ te€ny ve dvojnasobném bod¥ jsou k sob¥

kolmé. Odpovida ji tedy v S-transformaci kruZnice n?', jejiZ promér je hlavni pHm-
koud'.

Uloha 6. Burmesterova kiivka je uréena dvojnasobnym bodem S s teCnami i, v
a dvéma body P, Q. Sestrojte jeji tieti prisecik s pfimkou PQ.

Reseni: V S-transformaci se sttedem v dvojnisobném bod€ S, nevlastni osou o
a ptimkou samodruZnych bodid s = PQ, odpovida dané kiivce m kruZnice m' =
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= (S, P, Q). Hlavni bod B na piimee s je hledanym prisecikem. Pfitom je pfimka § B
rovnobé¥na s primérem kruZnice m’, jeho¥ koncové body leZi na tendch ¢t a v.

Uloha 7. Sestrojte cirkulérni kvartiku, kterd je uréena dvojnisobnymi body
S, B, C, a body M, N, Q.

Regeni (obr. 11): Uréime S-transformaci stftedem S, nevlastni osou o, hlavnimi
body B, C,, a pfimkou s = BQ. Dan kvartika m se touto transformaci transformuje
v kru¥nici m'. Tato kruZnice prochazi body M’, N', Q’, které odpovidaji bodim
M,N, Q.

Ufitim této transformace snadno sestrojime body a teCny kvartiky. Asymptotam.
kvartiky odpovidaji spojnice bodu C, s prisetiky primky ¢’ s kruZnici m'. Pfitom.
se tyto odpovidajici pfimky (na obr. 11 ptimky g a g') protinaji na pfimce s.

Podle predchozi tilohy Ize sestrojit trisekantu ([4], str. 231), kter4 je urena stfe-
dem W a asymptotou g. Odtud pak plyne konstrukce trisekanty m jako odpovidajici
kfivky ke kruZnici m' o stfedu 0" a poloméru r v nasledujici S-transformaci: Hlavni
body S a B’ jsou soumrng poloZené podle O, pfitemZ 80’ = r/,/2, hlavni pFimka ¢
je kolma na ¢’ a s ni incidentni hlavni bod B spliiuje podminku SB = 2r. Osa transfor--
mace je nevlastni pfimka.

S-transformace tvofi &ast tzv. Zmo_mmiuo@or transformaci, které zavedl
P.H. Schoute ([4], str. 87). Néasledujici odstavec je vénovan zbjvajicim Mac-
laurinovym transformacim, které lze charakterizovat jako S-transformace se stfedem
incidentnim s osou. K nim patfi i tzv. Kotelnikovova transformace, pouZivani
v teorii synteze mechanismit ([3], str. 51).

3. SINGULARN[ STREDOVA KVADRATICKA TRANSFORMACE

Necht primka baze sifového promitani, na niZ jsme zvolili stfed promitini dvoj-
stopniho zobrazeni, protind pfimku "0 a neni incidentni s rovinami ¢ a ¢'. Sifovym
promitinim je i v tomto pfipadé indukovéna Cremonova kvadratické transformace
mezi rovinami ¢ a ¢'. Jejimi hlavnimi body jsou stopniky pfimek ‘a, 'b, (tj. ‘A = ‘4"
a ‘B, 'B’), které jsou zdkladnimi body homaloidnich siti kuZeloseéek v ¢ a ¢’. Tietim
zdkladnim prvkem sit& v rovin€ ¢ (¢) je hlavni pfimka ‘b, ('b), ktera je teCnou
homaloidt v hlavnim bodé ‘4 (‘4"). UvaZovana Qmsm.monamon m3 pak dva splyvajici
hlavni body ‘A = 'C(4' ='C) ([11, str. 30, 31). Jejim primétem je Cremonova
kvadraticka transformace v roving, kterad mé charakter S-transformace se stfedem
na ose o.

Véta 7. Mé&jme v roviné body S, B, B’, které neleZi v pFimce, a pfimku o, kierd prochdzi
prdvé bodem S.

Pribuznost v této roving; v nif kaZdému bodu K % S, B jedné soustavy odpovidd
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bod K' druhé soustavy podle pFedpisu S-transformace, je Cremonova kvadratickd
transformace se dvéma splyvajicimi hlavnimi body v obou soustavdch. Hlavni body
.transformace jsou S=A=C, Ba S = A =C,B. Jim odpovidaji stejnojmenné
hlavni pfimky SB' =a =c¢,SB=b aa=c=b,b=4d a obrdcené odpovidaji
_hlaonim pFimkdm stejnojmenné hlaoni body. Pfimky o a s = BB’ a piimky incidenmi
s bodem S (s vyjimkou hlavnich p¥imek)
Jjsou samodruiné. Rovnéi body pfimek o a s
Jjsou samodruzné (obr. 12).

Tuto transformaci nazveme singuldrni stie-
dovou kvadratickou transformaci — zkraceng
I-transformaci.

Ka¥dé piimce k3 S, B odpovida v I-
transformacigjednojednoznatné jednoducha
ku¥elosedka k', kterd prochézi hlavnim
bodem B’, bodem R =0 .k a dotykd se
v bod& S pfimky &'

Snadno se dokaZe, Ze konstrukce tefen
kuZelosetky k' je pro body K' £ S, R
stejnd jako ve vEt& 2 (s pouZitim bodd
B, B). V bod¢ 'R’ je tena kuZelosecky
k' priiseénici te€né roviny t zborcené kvadriky % = (‘a, 'b, ’k) s rovinou ¢'.
Rovina 7 je uréena dvéma povrikami riiznych soustav, jejichZ primé&ty jsou k a o.
Primét prise€nice roviny t s rovinou § = (*b, 'B) je pfimka EB (kde E = 0. BB,
jejiz prisedik s teGnou ¢ je incidentni s hledanou tetnou tz. (obr. 12).

Véimnéme si kiivek, které odpovidaji v I-transformaci kuZeloseckdm.

Jednoduché kuFeloseéce m 3 S, B, ktera se nedotykd hlavni pfimky b, odpovida
_jednoducha kuZelosetka m’ 3 S, B', kterd se dotyka v bod& S kuZelosecky m. V ditkazu
tohoto tvrzeni je podstatné, Ye tetné rovina t zborcené kvadriky % = (‘a, *b, 'm)
‘v bod® 'A je promitaci rovinou. Podle predpokladu je t3 B’ a fezem kvadriky x
rovinou ¢’ je tedy jednoduch4 kuZelosecka ‘m'.

Jednoduché kuFelosedka m, ktera prochdzi hlavnim bodem B (resp. hlavnim
bodem S a m4 v ném tednu ¢ % b), se transformuje v kubiku m’ o ten€ b’ s bodem
dotyku Sao dvojnasobném bodé B’ (resp. o dvojnasobném bod& S's tednami b’ a r').
Dotyka-li se jednoduché kuZelosetka m $ B hlavni ptimky b v bodg& S, odpovida ji

_jednoducha kuZeloseCka m’ 3 B, kter4 se dotyk4 hlavni pfimky b’ v bod€ S. Tvrzeni
plynou z toho, Ze ‘m’ je fezem zborcené plochy 3. stupné€ % = (Ya, b, 'm) rovinou ¢".
Ve druhém piipadé je podle pfedpokladu spojnice ‘A’ ‘B’ tvofici pfimkou plochy %,
jejiz fez rovinou @’ se tedy rozpadd ve zmin€nou ptimku a kuZeloseCku ‘m’.

Konednd se jednoducha kuZelosetka m$ S, B transformuje v racionalni kvar-
tiku m', kter4 ma v bod€ S dvojnasobny bod se splyvajicimi te¢nami v hiavni pfimce b’
([11; str. 31, 32).

Jednoduch4 kuZelosetka m se tedy transformuje v I-transformaci stejné jako
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v O- a S-transformaci podle incidence s hlavnimi body; pfitom podminka dotyku
kuZelosetky m s hlavni ptimkou b v bod¥ S odpovida podmince incidence se dvéma
hlavnimi body. Bod § kuZeloseCky m je samodruZny, jestliZe je dotykovym bodemx
teCny ¢ # b;je-liz = b, transformuje se v priiseCik (& S) odpovidajici kuZelosecky m’
resp. odpovidajici pfimky m’ s hlavni pfimkou a’. V piipad€ ¢ = b nelze tedy bod S
transformovat podle poznimky 1.

Tednu kfivky m’, kterd odpovidd jednoduché kuZeloselce m, v bodé K' £ §
sestrojime podle vdty 3, coZ plyne z transformace mezi rovinami ¢ a ¢'. Tednami
v bod& S jsme se jiZ zabyvali vySe.

Ukazuje se, ¥e I-truasformace jsou velmi produktivni. Jimi se totiZ kruZnice
transformuje v fadu vyznamnych racionélnich kubik a kvartik. Jak zndmo, miZeme
timto zplisobem sestrojit napf. Descartiv list, Diokleovu kisoidu, strofoidu atd.
([4], str. 89 a dalsi). K nim mé&Zeme pfipojit bez obtiZi i dalf kiivky. Uvedme napf.
kappa kiivku a Kiilpovu konchoidu.

Kappa kiivka m’ odpovid4 kruZnici m v této I-transformaci: Hlavni pfimky b, &'
jsou sdruZenymi priméry kruZnice m, jedna jejich symetrla je osou o a jejich ne-
vlastni body jsou hlavnimi body B, B,. V bodé S mé kappa kfivka dotykovy uzel
s teénou b'.

Kiilpova konchoida ([4], str. 200) odpovida kruZnici m v nasledujici I-transformaci:
Hlavni body S a B’ jsou nevlastnimi body sdrufenych praméri kruZnice m, hlavni
bod B je stiedem kruZnice m a osa o je rovnob&Znou tenou kruZnice m s hlavni
ptimkou c. .

Poznémka 3. Piipadem, kdy stfed promitani dvojstopniho zobrazeni neleZi na
primce baze sifového promitini, kterd protiné pfimku ‘o, se nebudeme zabyvat, nebof
nevede k novému typu kvadratické transformace, ale ke sloZeni I-transformace se
stfedovou kolineaci. v
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UBER GEWISSE QUADRATISCHE CREMONATRANSFORMATIONEN
IN DER EBENE UND IHRE ANWENDUNGEN

Josef Novik
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden quadratische Cremonatransformationen in der Ebene, so-
genannte O-, S- und I-Transformationen, die als Abbildung quadratisch verwandter Spurfelder
cines Netzes nach dem Zweispurenprinzip erzeugt werden, behandelt. Im Falle der O- bzw. S-Trans-
formation trifft keine der Brennlinien des Metzes die Schnittgerade der Spurebenen und das Abbil-
dungszentrum liegt auf keiner bzw. einer Brennlinie. SchlieBlich trifft im Falle der I-Transformation
die Brennlinie, welche mit dem Abbildungszentrum inzident ist, die Schnittgerade der Spurebenen.
Dies fiihrt zu einer Transformation mit zwei zusammenfallenden Hauptpunkten in beiden Feldern.

Die Einfachheit der Konstruktionen 138t breite Anwendungsmdglichkeiten dieser Transformationen
zu. So werden vorerst Anwendungen an Kegelschnitten gezeigt, wobei die Einheitlichkeit der Losungs-
methode mannigfaltiger Aufgaben hervortritt, und weiter werden dann rationale Kurven 3. und 4.
Grades, speziell zirkulire Kurven dieser Art, behandelt.
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