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POZNAMKA K HOMO GENNYM EXPERIMENTOM
S KONECNYMI AUTOMATMI

JAN CERNY, Zilina

1. Uvob

Rieseniu réznych problémov, stvisiacich s kone¢nymi automatmi, sa venuje Soraz
vitSia pozornosf. Je to len pochopitelné, pretofe konetné automaty méZu slizif
ako matematicky model rdznych diskrétne pracujiicich zariadeni, & u Jje to samo-
éinny pocitaé, alebo reléova zabezpedovacia sustava.

V niektorych pracach, napriklad [1, 2], riefi sa otazka, ¢i je moZné pre dany
kone¢ny automat Mooreovho typu uréif taky homogénny experiment, t. j- koneéni
postupnost vstupnych signalov, po ktorého vykonani by bol jednoznagne uréeny
koneény stav automatu, bez ohladu na jeho stay poliatoény. V spominanych pracach
je dana odpoved na tito otézku v tom pripade, ak sii vietky stavy daného automatu
rozliSiteIné. Pritom podstatnt tlohu tu zohrd porovnavanie vstupov a vystupov
automatu pri experimente,

Snahou tejto poznamky je ukédzat, ¥e problém uvedeného typu mozno rie§it
i v pripade, ak (dajme tomu z technickych pridin) nemézeme vystupné odozvy
sledovaf. Ukazujii sa nutné a postaCujiice podmienky pre existenciu experimentu
Ziadanych vlastnosti. V zivere sa ohraniuje miniméalna di¥ka takého experimentu,

ak je zndme, Ze existuje.

2. NIEKTORE POIMY

Konecnym automatom ,umd?msm trojicu I = (X, Y, g), kde X, Y <4 neprazdne
kone¢né mnoziny, g je zobrazenie X x Y do X; mno#inu X nazyvame mnofinou
stavov, Y mnofinou vstupov a & prechodovym zobrazenim automatu J.

V dalom, ak neuréime inak, budeme pod danym automatom myslie automat
g = (X, Y, g). MnoZinu vietkych prirodzenych &isel budeme oznafovat N a pre

n
n e N budeme oznadovaf ¥ — XvY.
i=1

Ak f bude zobrazovaf mnozinu M, x M, do P, symbolom J(..p) pre ye M,
budeme znalif zobrazenie mnoZiny M, do P, ktoré vznikne po fixovani ye M,.
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Ak n;eN, (i=1, s k),
.%-: = Q:u Hmgy .VT.:V € M\-:u

u\.w = A.weq.mv cnrty .w;._:wv € M\:wu
tak budeme oznadovaf

O\.:u A ] :J = Q:u ...uvyn.:u cees Vris ..J.u&::«v.
Nech n € N. Definujme zobrazenie g" mnoZin X x ¥Y" do X takto:
g6 YY) = 80 y1s - 1a) = g(8(--80x, 1), 33) ), 32)

pre vietky xe X a 3" = (y,, ..., Y») € Y". Potom automat 7" = (X, Y, g") nazveme
n-‘ou mocninou I . o

Nech x € X, x, € X. Hovorime, Ze x Je moiné previest do x,, ak existujt ne N
ay" = (yy, ..., y,) € Y" také, e

%hﬁk“%nv...u.w\av”kc. , AHV

Ak plati (1), potom hovorime, Ze x je mo¥né previest do Xo pomocou y".

Automat 7 nazyvame suvislym, ak existuje x, € X také, ¢ do neho moFeme pre-
viest kaZdé x € X.  nazyvame silne suvislym, ak pre Tubovolné dva stavy x €X,
X, € X plati, 72 x; moZno previest do x,.

Je zrejmé, Ze kaZdy silne sivisly automat je 1 stavisly, ale nie ka¥dy sivisly automat
je i silne stvicly. .

Ak X, <« X a ye Y, potom symbolom g(X:,y) budeme oznaovat mno¥inu
{x e X: existuje x € X, g(x, y) = x} o _

Stav x, € X nazyvame spojuym stavom automatu - » ak existujl xe X, xe X,
yeYtaké, 7: _ J

g({x, x}, ) = {x0}.

Obvykle sa ginnost koncéného automatu predpoklada taka, Ze na zadiatku,
v Case #; je automat v stave x,. Na jeho vstup sa vtedy privedie y,, o spdsobi, Fe
do fasu ¢, = t, + 7 prejde automat do stavu X, = g(xy, y,), takZe v &ase ¢, bude
mat stav x,. Stifasne pride vstup y, atd. Pritom sa predpoklad, Ze experimentitor
poznd len vstupy y;, y,, ..., kym stavy X{5 X3, ... nema moZnost sledovat Qw_,omo
sa pre automat pouZiva nazov ,,Gierna skrinka“). Niekedy sa ties predpoklads, Ze
je zndme aj zobrazenie g, tak¥e neznamymi zostivaja len stavy, cez ktoré automat
prechadza.

Automat J moZeme znazornif tabulkou, alebo graficky.

Priklad. X = {1;2;3}, ¥ ={0;1};

Tabulka pre prechodové zobrazenie g je na str. 210. Graficky je tento automat zns-
zorneny na obrazku 1.
Graficky zndzornime automat tak, e ka¥dému stavu automatu priradime jeden
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kriiZok. Potom kriZok X1 spojime s x,

Sipkou s oznadenim y vted
-ak plati 8(xy,y) = X. J viedy a len vtedy,

Tabulka pre g

Automat z obr, 1 Jje zrej

Na obr. 2 je Znazornen
:spajného stavu.

Nech 7 = (¥, v, g) je automat
neN, xoe X, yie y také, Ze

me silne stvisly s jednym spojnym stavom 1.
¥ znamy klopny obvod. Je to silne suvisly automat bez

- Hovorime, % 7 je usmernitelny, ak existujg

PO = f) o

Ak je splnené (2), hovorime, %e Jje usmerniteln

Je zrejmé, Ze ak je 7 usmernitelny,
potom je usmernitelny do Tubovolnéh
_jeisto usmerniteIny a vdaka silnej stivisl
iného stavu automatuy 7

y do stavu x,.

je nutne stvisly. Ak je naviac silne suvisly,
o..mﬁmé Xo € X, pretoZe do jedného XoeX
ostt moZno tento stav previesf do hociktorého

Obr. 1. Obr. 2, Obr. 3.

Veta 1. Nech automat I

=(X,7,g) je usmernitelny. Potom mg (A
-spojny stav. : ool Jeden

U@WNN‘N Nepriamo. Nech 7 nema spojnych stavov. Potom pre Iubovolné
ye M\ plati g(X, y) = X, pretoZe g(., y) je prosté zobrazenie. Potom viak pre Tubo-
volné 3" e ¥” a Tubovolné 5 e N plati

gy = X,

€0 je v spore s (2). Tym je veta dokdzan4i.
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Treba si uvedomif, e existencia spojného stavu je pre usmerniteInost len pod-
mienkou nutnou a nie postadujiicou, dokonca aj vtedy, ak ide o silne savisly automat.
Ako kontrapriklad ndm mé¥e poslaZif automat z obr. 1. Je totiZ hned vidief, %e
nech ne N a y"e Y si Tubovolné, plati pre tento automat jeden z troch vztahov:

XYY =X; FXy)={1;2}; Xy ={1;3}

Automat teda nic je usmernitelny.

Veta 2. Nech 7 = (X, Y, g) je dany automat. T~ Je usmernitelny vtedy a len vtedy,
ak plati podmienka (D):

K Tubovolnym dvom stavom x;€ X, x, € X existuje ne N, y"e Y" a stav x, € X,
do ktorého mozno previest x, aj X, pomocou y",

Dokaz: Nech X ma k prvkov. Pripad k = 1 je trividlny. Nech je teda & > 1
a nech: ’

1. 7 je usmerniteIny. Potom existuji ne N, x; € X, y"e ¥* také, Ze g"(X, y") =
= {x3}. Z toho ale vyplyva, %¢ pre Iubovolné X1, X, € X plati

g{x, x5 9" = {x3},
a teda x, aj x, moZno previest do x; pomocou .

2. Nech plati (D). ZvoIme si Tubovolne x; € X, xi€X, x; # x;. K nim existuji
n €N, x3€X, " = (yyy, ..., y1a) € Y™ také, e

£ (xe5 1 ™) = {x3),

z Coho vyplyva, Z: mnoZina g"(X, y™) ma nanajvy§ k — 1 prvkov. Ak mai len
Jeden prvok, sme hotovi. Ak m& okrem prvku x, edte nejaky prvok x,, x, & Xy,
existujii k nim ny e N, x3 € N, 3 = (p,q, ..., Yan,) také, Ze plati

N:nAA.XNw WNW» .V\SV = A-ﬁuw,
a teda mnoZina g"*™(X, y™, y) m4 nanajvy¥ k — 2 prvkov. Je zrejmé, Ze po
I
I krokoch ziskame kone&nii postupnost vstupov 3" = (3", ..., p"), kde n = Y ny;
i=1

I <k, pre ktord plati, 7¢ mno¥ina g"(X,y") ma len jeden prvok, do ktorého
moZno J usmernif, ¢o bolo treba dokazaf.

Pozndmka. Nech 9 =(X, Y, 2) je dany automat. Hovorime, ¥e automat
(X, Y, g)je zdruZeny k automatu 4 a oznalujeme ho 7 vtedy a len vtedy, ak

L X=X,0X,,
kde X; = {(x;;x):x, € X, x,e X, x, % X245 Xz = {(x, x): x e X};

2.Y=7 o _

3. Pre vietky (x;;x;)€ X a vietky ye ¥ je 8((x15 x2), ) = (g(x1; »); g(x2; y))-

Lahko sa zisti, Z¢ dany automat J je usmernitelny vtedy a len vtedy, ak 7 je
stvisly.
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Tato vlastnost nim mdZe posl
automat usmernitelny, alebo nie,

Priklad. Majme automat, dany na obr. 3. Tento automat oznatme %, (vyznam

tohto oznadenia uvidime neskdr). K nemu zdruZeny %, je na obr. 4, pri¢om stavy

z X, st v dvojitych kriiZkoch. Vidno, 7e %, je suvisly, a teda @, Jje usmernitelny
(dokonca do hociktorého stavu),

Priklad. Vytvorme si aj k automatuy 4 na obr. I automat 7 (obr. 5). Vidime,
¥e T nie je suvisly, z &oho vyplyva nim uy znamy vysledok, ¥e 7 nie je usmerniteIny.

UZit ako pomécka pri rozhodovani, & je dany

Obr. 4.

3. RYCHLOST USMERNENIA

Oznatme IT, mnoZinu vietk

ych usmernitelnych automatoy o k stavoch. Nech
keN, 7 ell,. Oznaéme

n(J} = min {neN: existuje x, € X, V'eY:gX, ") = {x0}},

n(k) = sup n(7).
T elly

Ked predpokiadime, e ¢innost automatu
Intervaloch, n(k) vyjadruje horng hranicu pogt
Potrebnych k usmerneniy automatov z II, .

V dalom si zavedieme’ automaty %, (k = 2
ohranicit n(k).

prebieha v pravidelnych Casovych
u Casovych intervalov, nevyhnutne

53, ...), ktoré nam pomdZu zdola

U= (X, Y,g8), kde Xe={l, ..k}, ¥={o 1};
xeX,, Hu_u\auvwacpenk+r
&lx, 1) = x,
X =k=g(kI) = 1; (I=0,1).
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Automat %, mame graficky znazorneny na obr. 3. . Y
V nasledujiicich lemach si uréime niektoré vlastnosti automatov %, .

2
Lema 1. Pre vetky k = 2,3, ... plati %, e T, a n(@) = (k — 1)2.
Dékaz: Definujme

y;i=1 pre j=1+1.k, 1=0,..,k-2 )
y; =0 pre  jF14+1l.k,  j<l+klk—2)=(k-1>
=

UkaZeme si, Ze _ 4
& Xy yiend = {1k — 1 1} “

prel=1, ...,k ~2.
1 =1 (4) zrejme plati. ) \ . )
wwao: je :wmmvN 1 =12k — 3 anech pre I plati (4). UkaZeme si, %e potom plati
aj pre I + 1. Naozaj potom

wMI:»@n Yis o Y+ =
= WM~+C~.A¥.u i 2] .u; + 1k Ou nsie: uOv =
=g ({1 k= 1-1},0,..,0) = {1, ..,k — 1 — 2,k},
¢oho
’ WM+A~+:~A\%\u Vis ooy .w\~+2+:rv =

=&l{l, -k —1=2,kL 1) ={l, ...k~ (1+1) -1},

a tym je platnost (4) dokazana pre l = 1, ..., k — 2, z &oho viak vyplyva, Ze

WM.ITE»AN. Yis s Vitm2yp) =
= Wn.aiCuAk. Yis o5 Vchl:nv = ﬁ.wv
U, €Il,, pritom |
e ' n(,) £ (k- 1) (5)

Definujme teraz na mnoZine X, binirnu opericiu @ takto:

v'.—..T.HNAuV.XHuTXNM\ﬂu
X1 @RNHAkm..T.xnl\nORM.THNV\«

(tito operacia by zodpovedala s&itaniu, keby sme mali prvky usporiadané do kruhu).
Ozname teraz pre vietky X < X, X + ¢

\Bmx (max {jeN:x@leX, — X, ..,x®jeX, XX+ X,

xex

x,leXu—X
Ve X =X,

o(X) =
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(5(x) immﬁo znamend podet prvkov v najvidSej medzere v mnoZine X, ak si X
predstavime v kruhovom usporiadan;). u ‘
Utvorme pre vietky xe X, je N, j £ k mno%inu

M=ol . ;xa)

a wwnmman X th z mnozin M, ;, ktora je cels obsiahnuta v Y, & — X a mi najvassi
pocet prvkov. L'ahko sa zisti, %e pocet prvkov v X je rovny &(X).
S Zrejme plati 8(X,) = 0, ({x}) =k —1 pre vietky xe X,. Dalej tiez plati
(g.(X, ovv = 6(X), ako sa mo¥no presvedCit z definicie automaty %, a funkcie &
Pre nis bude dolesits zistit, kedy plati .

HeuX, 1)) = 8(x) + 1.

Tento pripad méZe nastat len vtedy, ak g (X 40 j : i
: T 3 g8(X, 1) mi o Jeden prvok viac ako X
L ak X ={k—-6X), .. k- 1}. Potom plati: “

BX D) = {k = 6(X), ..k - 1, k).

Nech : = aw@._»v a :wor V=0 hy)er” Jje konecna postupnost vstupov,
GR. WSE Em.ﬁ 8 Xy, y") = {x}, kde x Jje nejaky stav automatu %,. Zrejme musi
byt x = 1 a tiez y, = 1. .

Oznaéme pre vietky ie N, i < n

k@v = WMA\%\wu .u:» Ty u\..v.

UvaZujme teraz, Ze pre niektoré i, je N plati d(X(i — D) =j-1, (X)) =
V tomto pripade je X(i) zrejme uréensi Jednoznagne a je tvary fk—j+1, .. k}
Em HWSN (X + D)=j+1,je potom I 2 k, pretoze k — 1 ngl Jje najkratsia
koneéna postupnost vstupov, ktord prevedie X() do mnoziny {k — j; ...k — 1}

Xy ?

aby vstup ., = 1 zvacsil hodnotu & o jednotku.
Plati teda, %e
=H=A®tWH+QaINV\«HQ«ICN. ©)

Tym, ak (6) spojime s 5), je lema doké4zana.
Désledok. n(k) 2 (k — 1), ke A,
Lema 2. Nech ke N. Potom plasi
n(k) < 2% — g — 1.

Dékaz. Zvolme si lubovolné ke N, k > 2,7 =X, Y,g)ell
ZGOE§”§AQ’VNDOOTM\= O\ i u“ ) (».
15 V)€Y a xe X su tak "y —
Oznagme pre vietky ie N, i < n € 2e g'(X, )") = {x].

\%\Cv = %-.AM\u Yis -y \S.v.

it
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Zrejme pre i < m, j < n, i # j musi platif X(i) + X(j), pretoZe inak by " nebola
minimédlna usmerfiujica postupnost pre J a neplatilo by n = n(J).

Dalej tiez pre vietky i < n musi platit Ze X(i) ma aspoii dva prvky a pre vietky
i < n maji X(7) maximélne k — I prvkov. Mnozin X(i) mdze byt teda maximalne
tolko, kolko je vietkych mo#nych podmnoZin mnoZiny X, mimo mnoZin X, ¢
a k — 1 jednobodovych podmnozin, teda plati

ng)<2*—k—-1.
KedZe viak 7 e II, sme volili Tubovolne, je
nk) < 2% — k — 1.
Pre k = 1, 2 je tvrdenie lemy splnené trividlne, a tym je dokaz lemy ukonéeny.

Veta 3. Nech k je Tubovolné prirodzené &islo. Potom plati:
k—1D*<nk)<2*— k- 1.

Dékaz. Tvrdenie vety priamo vyplyva z lemy 2 a désledku lemy 1.

Zaverom si vSimnime, Ze pri k = 1,2, 3 je dolné ohrani¢enie pre n(k) rovné
hornému, a preto z vety 3 vyplyva, Ze n(1) = 0; n(2) = 1; n(3) = 4. Pre vissie
hodnoty k je viak zna&ny rozdiel medzi dolnym a hornym ohranidenim, takZe by
ich bolo treba spresnif. Da sa olakavat, Z7e to bude mo¥né najmi pri hornom

ohranideni.
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A NOTE ON EOZOOmZmOCm memWHZmZHm WITH FINITE AUTOMATA
Jan Oa:.%

Summary

Some papers, e. g [1,2], are concerned with the questi i i
‘quential machine, a homogeneous experiment which would bring it i
ate, not depending on the initial state of the machine. The problem ? i
ith distinguishable states.

In the present paper the corresponding problem j .

d estimates of their minima} length are established.




