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INTRODUCTION

Depuis une dizaine d’années environ, la théorie des structures algébriques
ordonnées a pris un grand €ssot, grice surtout aux efforts de ’Ecole francaise. Il faut
rattacher Uintérét des recherches qui s’y rapportent, surtout aux tentatives d’une
,clementfreie Begriindung de la théorie des idéaux (cf. les travaux [1—6,13)]) encore
que les recherches sur les treillis multiplicatifs du type de ceux, qu’on tencontre dans
certaines parties de la théorie des groupes et des algébres de Lie, et ot vaut la loi
d’associativité de M. Philip Hall [7], y soient également, largement représentées,
cf. par exemple, fes travaux [7—12}. 11y a lieu, dailleurs, d’y signaler aussi quoique
un peu moins spécifiquement arithmétiques ou algébrigues, les recherches ayant pour
objet létude des structures algébriques ordonnées par les méthodes de la théorie
générale des demigroupes [14] et de Iordre partiel [28] (telles les recherches concer-
nant les problémes de plongement (Binbettung), sur les théorémes de point fixe, cf.
par exemple [15).

Or, l'intérét de toutes ces investigations, tient aussi & cz qu'on puisse régir la
structure interne des groupoides (au sens du livre de M. Bortivka [24]) partiellement
ordonnés requis moyennant des suppositions arithmétiques ou algébriques, suggérées
par les théories classiques. C’est le point de vue que j'ai adopté dans le présent
traivail, qu’on peut regarder comme Un développement du § 8, alinéa V de mon
rapport [16], et ol j’ai entrepris d’analyser certaines parties de la théorie classique
des idéaux, dans les groupoides partiellement ordonnés ol & coté d’une multiplication
non nécessairement associative, ni commutative, seules sont requises, parmi les
suppositions fondamentales, la condition des chaines ascendantes ou la condition
(affaiblie) des chaines descendantes (ou les deux a la fois), ce qui entraine en parti-
culier, que le groupoide partiellement ordonné sousjacent n’est plus nécessairement
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un treillis mais un multitreillis (= multistructure), dont j’ai introduit la notion dans
mon travail [17], 1.1. .

- C’est ainsi que j’ai étudié, & ce point Qn vue, les questions suivantes:

(1) Les théorémes de décomposition 1,2 et 4 ’Emmy Noether;

(2) Le théoréme fondamental de la divisibilité de Dékékind;

(3) Le théoréme d’existence des séries principales;

(4) Le théoréme d’Akizuki-Grell-Cohen, concernant les relations mutuelles
entre les deux conditions de chaine;

(5) La distributivité du groupoide partiellement ordonné sousjacent (en tant que
multitreillis!).

En fait, il y 2 déja longtemps, que 'on s’est avisé de ce, que certaines notions et
propriétés dans la théorie des idéaux (telles, la notion d’idéal premier, et le théoréme
d’Akizuki-Grell-Cohen, pour ne parler que de ceux-ci) se laissent définir et
formuler dans les seules termes de la multiplication et de I'ordre partiel, sans y suppo-
ser, d’ailleurs, que la multiplication soit associative, ni commutative, ni que I'ordre
partiel définisse un treillis (encore que ce soit toujours le contraire qui arrive dans
la théorie classique), mais quant & démontrer ces propriétés, ce n’est ordinairement
quen supposant P’associativité (et Ja commutativité) de la multiplication ainsi que
la réticulation de I'ordre partiel (elias axistence du pged et du ppcm, pour employer
la terminologis &mmmﬁﬁav — qu’on l'accomplit.

Ce n’est que récemment qu mvwmnm; le souci de s’affranchir de la m:wuoﬂcon
de Pexistence du pged et ppcm & propos, notamment, du théoréme fondamental de
la divisibilité dans les holoides. Cf. & cet égard les recherches de M. Bruno Bosbach
(cf. [18] et les références subséquentes) pour le cas commutatif et [19], § 1, alinéa 2
pour le cas des demigroupes non-commutatifs (mieux: souscommutatifs). Dans ces

recherches Pexistence du pged ou du ppem n'est pas présupposée, ni ne résulte & poste- -

riori des décompositions requises, si non que pour certaines couples spéciaux
d’éléments de ’ensemble sousjacent.

Quoi qu'il en soit, c’est dans le présent travail que pour la premiére fois, pareilles
questions sont étudiées par les méthodes de la théorie des multitreillis.

Il y s’agit notamment de I’étude des questions sous (1)—(3) ci-dessus, les autres
questions, particuliérement, w,msm_wmo du théoréme d’Akizuki-Grell-Cohen, fera
I'objet de la partie. VII de mes meQS:% sur la théorie des multitreillis.

Voici maintenant un bref m@cnnc sur la matiére du présent travail.

Pour ce qui est des théorémes de décomposition 'Emmy Noether ce n’est que
pour le dernier que j'ai pu résoudre et la question d’existence et celle d’unicité des
amnoﬁvom_:o:m Hmn_Emom Quant aux théorémes 1 et 2 ’Emmy Noether, je n’ ai pu
résoudre que la question d’existence des décompositions qui y sont requises, moyen-
nant notamment la construction transfinic que jai donnée dans le § 2 de mon
travail [22].

Les difficultés de la question d’unicité dans la cas du théoréme 1 ’Emmy Noether
(alias théoréme Kurosch-Ore) tiennent essentiellement a la définition des €léments
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M-réductibles, respectivement M-irréductibles (cf. le § 3 du présent travail). Or, il
y a ici en réalité, des degrés (Stufen) de réductibilité et d’irréductibilité des éiéments,
et qui correspondent a la chaine (transfinie) d’opérations M3, qui se laisent construire
a partir de l'opération A du A-demimultitreillis complet sousjacent selon [22],
§ 2, et dont seule la derniére, M, est univoque est associative au sens des alinéas
3.1, 3.2 du présent travail, ce n’est, d’ailleurs, que dans le cas des treillis que ces
opérations coincident avec I'opération A du treillis. Or, il semble bien que la solution
de la question d’unicité dépend essentiellemnt de I'opération A du A-demi-multi-
treillis fondamental, alors que P’existence des décompositions requises se rattache
naturellement aux opérations AA3. Des recherches sont encore nécessaires pour
élucider cette difficile et complexe question, sur laquelle j'espére pouvoir revenir
dans un avenir prochain.

D’un autre coté, le théoréme 2 ’Emmy Noether (alias théoréme Lasker-
Noether) exige ici le remplacement de la notion ordinaire de radical par la notion
de radical algébrique au sens défini a 4.8, 4.9 lequel est une fonction généralement
multivoque de son argument, ainsi que le remplacement de la notion d’élément
primaire par celle d’élément quasiprimaire ou partiellement primaire (8.5, 8.4).

Ici encore, la complexité de la structure interne du domaine divisionnaire sous-
jacent. (5,1) exige des recherches ultérieures quant 2 la- question d’unicité des
décompositions requises,

Quant au théoréme fondamental de la divisibilité, comme aussi du EmoﬁmBo
d’existence des séries principales (§§ 7,10) du présent travail, je me suis contenté
d’indiquer seulement les résultats, j’y reviendrai dans la suite de ce travail. Je
mentionne, cependant, que le théoréme d’existence des séries principales, tel que
je entends ici, y est formulé sans nulle supposition d’associativité de la multi-
plication.

A propos des recherches précitées de M. Bosbach, je mentionne égallement le
fait, que le théoréme fondamental de la divisibilité tel, qu’il est formul¢ dans le
présent travail (7.1), n’est pas comparable au résultat correspondent de M. Bosbach
(. c., cas des décompositions en produit d’éléments premiers), — sauf dans le cas
associatif et commutatif, ou le résultat de M. Bosbach est plus général que le mien.
Par ailleurs, le théoréme 7.1 est aussi indépendant de celui de [19] (endroit précité),
sauf dans le cas associatif, ot ce dernier est, lui-aussi, plus général que le mien.

Toutes ces questions exigent I'intervention de deux conditions, dont I'importance
dans la théorie des treillis multiplicatifs résidués a déja été établie par les recherches
précitées de M. M. Kerstan, Lesieur, Croisot, il s’agit notamment de la condi-
tion (A) des éléments essentiels & gauche et de la condition (B) des éléments principaux
3 droite. Ces conditions se laissent facilement reformuler dans les termes de la
théorie des multitreillis et jouent ici un réle tout-a-fait analogue & celui qu’elles
détiennent dans les travaux des Auteurs précités.

En outre, la validité du théoréme fondamental de la divisibilité dépend d’une
certaine condition (®”), plus faible que la condition (®') au sens de [31], page 221,
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et qui, @mmm les domaines divisionnaires, équivaut a la propriété de décomposition
de F. Riesz (alias axiome G3' du présent travail).

Au aomﬂ.o, les développements des §§2,6 du présent travail sont encore requis
dans la suite de ce travail, particuliérement par une étude préliminaire sur les multi-

treillis géométriques. Prenant pour point de départ mes recherches antérieures

sur les multitreillis semimodulaires (cf. [17], 4.7—4.742), je fais notamment valoir
ici pour les multitreillis certains critériums de semimodularité donnés par M. Croisot
dans sa Thése [23] pour le cas des treillis.

A.Ncm.a aux techniques du présent travail, ce sont, généralement, les techniques
o.q&um:nm, cf. les travaux {4—6]. Je me permets, cependant, de signaler le réle
&,,wnu.mzm a.c,w joue l'axiome G3, dont I'importance dans certaines parties de la
Eowzm des idéaux a été depuis longtemps signalée, mais dont la puissance unificatrice
et .25@:@838 apparait ici pour la premiére fois, je crois, en tant que telle. Cet
axiome G3, qui est une trace de la propriété d’interpolation de F. Riesz (cf. par
exemple [21], p 52), joue ici 4 la place de la loi distributive (*) de 5.5, théoréme 2
Fn.cm:n ﬁ.mmﬂ pas requise dans le présent travail (sauf 2 8.9 et 10.1), mais qui nE_.mmmm
la loi d’isotonie G1. Au reste, 'auxiome G3 est toujours vérifié par les domaines
divisionnaires (cf. théoréme 5.3).

Les matitres sont disposées comme suit:

§ 1. Rappel de quelques notations et proprigtés.

§ 2. Quelques propriétés des multitreillis semimodulaires.

§3. Wn théoréme de décomposition Kurosch-Ore._

§ 4. Eléments premiers. Radical.

§ 5. Théorie des résiduels, premiére partie.

§ 6. Théorie des résiduels, deuxiéme partie.

§ 7. Le théoréme fondamental de la divisibilité.

§ 8. Le théoréme Lasker-Noether.

§9. Le quatrieme théoréme de décomposition d’Emmy Noether.
§ 10. Le théoréme d’existence des séries principales.

§1. RAPPEL DE O.ﬂmﬁocmw NOTATIONS ET PROPRIETES
§1.

1.1, Majuscules latines ou gotiques dénotent ensembles et sous-ensembles, dont
les éléments sont notés par minuscules latines. L’ensemble vide est noté E:,,& Le
m%Bwo_a {a, b, c,...} dénote I'ensemble, non nécessairement dénombrable MOE
les ﬂmaﬂ.:m son a, b, c,.... Les symbdles U, n ,& (2) dénotent Hnmnoommo:_m:ﬂ
'union, lintersection I'inclusion au sens de la théoric générale des ensembles.

1.2. Soit Z un ensemble partiellement ordonné par une relation = ou < ([21]
Ormw.w.mc.wocnau@m%uo:mo:HanmmimoEoBoEmma W@nﬂanv@.hm
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notation a > b (lire: a couvre b) signifie a > b et pour chauge xe? ‘tel que
@ = x 2 b, on 2 ou bien x = a, ou bien x = b. Enfin, pour a, be#? telsquea 2 b,

jentends par af/b le quotient de a par b, c’est-a-dire, 'ensemble de tous les xe &
tels que @ = x 2 b ([21], Chap. 1. §1).

1.3. Au cas ol 2 est un multitreillis au sens de mon travail [17], 1.1, je dénote
par (a V b), 'ensemble de tous les d € 2 satisfaisant & PPaxiome M1 (l. ¢.), attendu que
a, b, ueP soient tels que ¢ = u, u 2 b. Et pour g, bveP telsque v = a, v = b,
je dénote par (2 A b), ensemble de tous les me 2 satisfaisant & Paxiome M2 (1. ¢.).
En outre, je pose, pour a, b€ %,

avb=U (@vbh),, anb = U (@nb),
=3 o5

we?, ve?).

1.4. Au cas ol 2 est un multitreillis complet au sens de mon travail [22], 1.4,
les notations (V#),, (A),, V£, A pour o/ = P et u,veP ont un sems
analogue aux précédentes (1.3).

1.5. Je rappelle ici, pour des références futures, les propriétés simples suivantes,
ayant lieu dans tout multitreillies 9 (ainsi que leurs duales):

1.5.1. Pour tous les a,b,d, d' €M tels que deav b, deavb et dzd,ona
d=d.Cf. [17], 2.1, lemme 1.

1.5.2. Pour tous les a,a;,b,deM tels que deaVv b et dza  za, on a
dea; v b. Cf. [17}, 3.21, lemme L.

1.5.3. Pour tous les a,b,ceM tels que a = b et ¢V a=* O et pour chaque
xecva, il existe un x' e cvb tel que x z x'. Cf. [17], 2.1, lemme 6.

1.5.4. Tout ensemble partiellement ordonné I satisfaisant a la condition des chaines
ascendantes (descendantes), est un demimultitreillis complet par rapport a A (par
rapport & V. Si les deux conditions de chaine sont a la fois en puissance, M est un
multitreillis complet, donc a fortiori un multitreillis (tout court).

1.6. Toutes les fois que, dans la suite, il sera question d’un (demi-)multitreillis
congu en tant qu'ensemble partiellement ordonné satisfaisant & 'une ou a lautre,
ou 4 toutes les deux a la fois, des deux conditions de chaine, il s’agira toujours de
celui, dont on parle a 1.5.4.

Si bien que, toutes les fois que, dans la suite, un ensemble partiellement ordonné,
satisfaisant 3 'une ou a Pautre, ou 2 toutes les deux a la fois, des deux conditions
de chaine, sera dit satisfaire a telle ou telle propriété, ayant ordinairement un semns
pour les seuls (demi-)multitreillis (donc pouvant y &tre vraie ou fausse), — c’est
toujours en tant que (demi-)multitreillis au sens de 1,5.4, qu’il sera entendu, qu’il

y satisfait.
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§2. QUELQUES PROPRIETES DES MULTITREILLIS SEMIMODULAIRES

2.1. Définition. Je dirai qu'un multitreillis M est

2.2.1. Semimodulaire au sens de M. M. Mac Lane et Croisot ([29], [23]) ou
encore [MLCl-semimodulaire, lorsque

[MLC] Pour tous les a, a', b, d, meM tels que deav b, meanhb,
d>azd >mil existe un élément b’ €M tel que b = b’ > m et tel que pour
chaque X’ €a’ v b’ (cf. 1.3) onaita’ ea A x'.

2.1.2. (S)-semimodulaire, lorsque

‘(S) Pour touslesa,a’,b,d, meWMtelsquedea v bmea A b,d>a = d > m,
il existe des éléments b', x' €M, tels que b= b’ > m, x'e(@ v b')y (cf. encore
1.3.1) et tels que ' e a A x'.

2.1.3. Primitivement (d’en base) semimodulaire ou encore (n')-semimodulaire,
lorsque

(n") Pour tous les a, be M tels que a vb 0 +a A b, si 'on a b>m pour
quelqgue mea A b, on a aussi d > a pour chaque dea v b.

2.1.4. Semimodulaire au sens de M. Garrett Birkhoff ou encore (c')-semi-
modulaire, lorsque:

(0") Pour touslesa,beMtelsquea vb+ 0 +anb,silonaa>methb>m
pour quelque mea A b, on a aussi d > a et d = b pour chaque dea v b.

2.2. Les définitions 2.1.3 et 2.1.4, je les déja envisagées, sous une forme un peu
différente, mais rigoureusement équivalente, dans mon travail [17), 4.7.

La condition (S), découverte dans le cas des treillis par M. Mac Lane (L. ¢.),
a été proposée par M. Croisot (I. ¢.) pour définition générale des treillis semi-
modulaires.

La condition (MLC) différe de (S), entre autres, en ce que I'élément x' qui
y figure, appartient 3 &' v b’, mais non nécessairement 4 (@' v b); =a Vv Db
Ce renforcement de la condition (S) m’ a été suggéré par une remarque de M. Jin
Jakubik (lettre 4 I’auteur), concernant une certaine forme de modularité dans
les groupes multiréticulés.

Je fais remarquer, enfin, que les définitions 2,1.1, 2.1.2, se laissent renforcer

d’une maniére évidente, au sens et moyennant la propriété suivante, ayant lieu
dans tout multitreillis M:

Pour tous les g, a’, b, b, m, x € M tels que
dea v b, mea A b,
aza >m, bzb >m,
xea vb,

il existe des éléments a”, " € M tels que

aza">m, bzb" >m,
xea" v b,
a’ea A x, b"eb A x.
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2.3. Théoreme. Dans tout multitreillis M on a les implications logiques suivantes.
(MLC) = (S) = (n) = (¢)- ®

Démonstration. La premiére implication est évidente; quant a (z') = (¢), cf.
mon travail [17], 4.73. Reste & prouver que (S) = (n).

Soient, & cet effet, a, be Mtelsquea v b + @ + a A b et tels que pour quelque
mea A b on ait b> m; il Sagit de prouver que la condition (S) entraine alors
d > a pour chaque dea V b. .

Supposons que le contraire ait lieu et soit a; € M tel que

d>ay>a )

(pour quelque dea Vv b). Il en résulte, d’aprés la définition des multitreillis, qu’il
existe un b’ e M, tel que b’ €(ay A b)n. Alors, puis que b > m, de deux choses,
I'une: ou bien on a b’ = b, ou bien on a b’ = m. Or, si 'on avait b’ = b, ow.on
déduirait b < a, et, comme on a aussi a; > a (cf. les ((2)), il en résulte, par la définition
des multitreillis, d < a;, ce qui par rapport & (2) est une contradiction C“m.:.

D’autre part, sil'on avait b’ = m,onen déduirait me a, A b et,comme n.w.,m@nam )
et d’aprés 1.5.2, on a aussi deay V b, il en résulterait d’aprés la condition Amv,u
qu'il existe b*, xe M tels que b = b* > met xe (@ v b*), et tels p,zn amw: A X.
Or, puisque b > m, on a surément b* = b et, par conséquent, d’aprés la définition
des multitreillis, x = d; ainsiaeay A d = {a} (d’apres (2)) et, finalement, @ = a3,
ce qui, toujours d’aprés (2), est une contradiction. ’

De toute fagon, 'existence d’un a; € M satisfaisant aux (2), entraine une contra-
diction, ce qui démontre que (S) = (n') et, partant, fes (1).

2.4. Lemme. Dans tout multitreillis I, la condition (n') entraine la propriété

~ suivante:

(S*) Pour tous les a, be M tels que a v b= @ & a A b et tous lesa’, d, me M
tels que deav b, meanb aza >mb>mona ad ea A b, pour chaque
byjed v b .

Démonstration. En effet, on a, d’une patt, byea’ v b et, d’autre part, d’aprés
1.5.2 (forme duale!), on a mea’ A b. Il en résulte, d’aprés la condition (r) et
d’aprés b >>m, qu’on a

: @» >a va

pour chaque b; ea’ v b. Dailleurs \
by >b 39

sans quoi, on auraith; = bdonca’ < betm < @' < acequiparrapportimea A b
est une contradiction. ) .
Or, d’aprés la définition des multitreillis, il existe un a" e M tel que a’€(@ A byw

" et, par suite, @' < a” < by, d’olt I'on tire, compte tenu de (3), quon a ou bien
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”

. = , . . ;

a by ou bien a" = @. Or, si 'on avait @’ =.b,, il en résulterait évidemment
< .

by = aet, comme on a aussi by ea’ v b, donc by = b, on en conclurait 3 g > b

_ . - Y . . T 2

mw:n Nw = b pour chaque mea A b, contrairement 4 b >m. Ainsi, on a bien

m‘ =d, on.E veut dire a'€a A by pour chaque byea v b, ce qui achéve la
démonstration. ,

2.5. Théoreme. Dans tout multitreillis M, dont les chaines bornées sont finies, la
condition (o) entraine la condition (MLC):

(¢') = (MLC).

H.unBoam:mSoc. Sous les suppositions du théoréme, la condition (¢") entraine
toujours la condition (z'), cf. mon travail [17], 4.73.
Pour démontrer le théoréme, il suffit donc.de prouver, qu’on a

(z") = (MLC).

Or, les .o:mmsnm bornées de M étant finies, il existe des chaines maximales d’éléments
de M reliant tout x € M & tout y e M tel que y < x et, d’aprés mon travail [17],
4.71—4.73, toutes les chaines maximales aux extrémités communes ont méme

longueur (condition Jordan-Dédekind pour les chaines). Nous alons, dés lors, appliquer -

un raisonement inductif relativement 2 la longueur || x/y | d’une chaine maximale
(quelconque) allant de x 3 y.
Soient, 4 cet effet, 4, a’, b, d, m e M tels que

deav b, meaAb,

&VQWQ‘VE
et 'on a alors aussi, comme il est facile de s’en convaincre, d > b > m. Si donc
Nb/m || =1, cela veut dire, si 'on a & > m, le théoréme est déja démontré, car il
.coincide en ce cas avec la propisition (S*) ci-dessus, cf. 2.4. u
Supposons donc que || b /m || = r > 1 et que le théoréme efit déja été démontré
pour tous les * < r. Considérons un b* € bjm tel que | b/b* || = 1 (donc tel que
b>b*(");il y en a 8&.@:&. d’aprés la condition des chaines bornées finies). Par
conséquent, on aura || b¥/m || =r — 1 et aussi mea A b*, d’aprés 1.5.2 (forme
duale). Cela posé, soit d*ea v b* (il y en a toujours d’aprés la définitions des
multitreillis) et appliquons la supposition inductive au quadrilatére irréductible
(a, b*; d*, m). 1l en résulte Pexistence d’un &' € M tel que b* = b’ > m et tel que
pour chaque x'€a’ v b on ait @ ea A x'. Or, b>b* 2 b’ > m entraine b =
2 b > m(méme b > b’ > m) et ceci achéve la démonstration du théoréme. -

1 .
( V Et naturellement aussi, tel que 4* > m selon ’hypothése inductive, car on raisonne sur les
€éléménts des chaines allant de b 3 m!
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2.5.1. Corollaire. Dans tour multitreillis dont les chaines bornées sont finies, les
conditions (MLC), (S), (") et (¢") sont logiquement équivalentes

(MLC) <= (S) <> (n) <> (o).
Démonstration. Résulte de 2.3 et 2.5.

2.6. Définition. Jappellerai semimodulaire (au sens général) tour multitreillis
satisfaisant @ la condition (MLC) de 2.1.1.

Cette définition revient évidemment & celle de M. Croisot [23], au cas, ou le
multitreillis est un treillis.

2.7. Théoreme. Dans tout multitreillis semimodulaires WM (2.6) pour tous les
a,beM tels que a> b et chaque ce M tel que ¢ v a + B, on peut, pour chaque
uec Vv a, trouver un vec Vv b tel gu’on ait u = v ou u > v.

Démonstration. D’aprés 1.5.3, pour chaque uec V g, il existe au moins.
unvec Vv b, tel que u = v et je vais prouver que si u # v, alors, on a nécessairement
u>v.

En effet, puisque vec Vv b, on a v 2 b et comme a > b, il y aura, d’aprés la
définition des multitreillis, un élément xe€a A v tel que x = b. De la sorte, on
4 méme a = x = b et, d’aprés la supposition a >'b, il y aura alors deux cas
a distinguer:

(1) Ou bien x = a, auquel cas il s’ensuit v Z a et, comme on a aussi v = c et
v <uec V a, il en résulte d’aprés la définition des multitreillis (et d’apreés 1.5.1),
Pégalité u = v, contrairement & ¥ + v.

(2) Oubien x = b, auquelcasbea A vet,commeonaaussivea V v (appliquer
simplement _.m.w.vu. il s’ensuit d’aprés la condition (') (cf. 2.3) et d’aprés a > b,
la relation a4 démontrer u > v.

2.8. Lemme. Dans tout multitreillis semimodulaire M (2.6), pour deux éléments
a, a, € M tels que a < ay, les deux propriétés suivantes sont logiquement équivalentes:

P a;, vx+6, aeda; A X, xeM=>x=a,

®)avx+0, azmearx, xmeM=>xzal)

(Cf. [6], lemme 7.1 et aussi [5], 7.1).

Démonstration. Il est évident que (P,) = (P,) quel que soit d’ailleurs le multi-
treillis 9. Supposons maintenant que M soit semimodulaire (2.6) et montrons que

Q) J.a condition a@; V x == ¢ y aarait pu étre omise, si Ion avait supposé que IN soit filtrant
d’en haut. En tout cas, implication logique (P,) => (P,) n’en dépend nuliement, ce n'est que
P'implication (P,) = (P,) qui en dépend.
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(P,) = (P,), cela veut dire, aco tout couple a, a, € M ,a; > a, satisfaisant .3 I
propriété (P,), satisfait aussi 2 la propriété (P,). En effet, on tire des suppositions
de (P,) et de a; > a, les inégalités suivantes

ag>azm @
lesquelles entrainent, d’ailleurs, toujours d’aprés les suppositions de (P,) et d’aprés

1.5.2, la relation
mea A Xx. )

Maintenant, je dis que dans les (4), on a certainement

a=nm. ©)

Sans quoi, on aurait ¢ > m et alors, d’aprés la semimodularité (appliqué au
quadrilatére irréductible (ay, x; d, m),(>) dea, Vv x), il y aurait un x' € M tel que
x Z x' > m et tel que pour chaque yea v x', on ait

aca; Ay M
ou 'on peut d’ailleurs supposer que

a; v ¥y nT Q“ . A.NQ

car on peut toujours choisir yea v x’ de fagon que y < d (appliquer simplement
la définition des multitreillis), ce qui vis-a-vis de a; < d (alias a, < d (%)), montre
qu’on a bien (7).

Les relation (7), (7') entrainent maintenant, d’aprés la propriété Q-L Pégalité
y = a, laquelle, compte tenu de yea v x', entraine & son tour, a = x'. Cette
derniére et x = x’ (cf. plus haut), entrainent, d’aprés la définition des multitreillis,
Iexistence dun m* ea A x tel que m* = x'. Or, x' > m (cf. plus haut), donc
m* > m, ce qui d’aprés (5) et d’aprés 1.5.1 (forme duale) donne une contradiction.

Ainsi, on ne saurait avoir @ > m, ce qui Eoﬁa qu'on a bien la (6). Or, ceci
entraine, d’aprés la propriéte (P,), I’égalité x =

Donc, dans tous les cas, (P;) = (P,) et ceci moroﬁ la démonstration.
§ 3.
§3. LE THEOREME DE DECOMPOSITION KUROSCH—~ORE

3.1. Notations. Soit M un A-demimultitreillis complet avec dernier élément 1
(donc tel que x < 1 pour tout xe M), cf. mon travail [22], 1.4, axiome IMCE 2.

(®) Oa I'on paut, du reste, supposer d > a;, sans quoi on aurait d = a;, ce qui entrainerait
a, Z x, cest-a-dire, d’aprés les suppositions de (P,), @ 2 m = x, et il 0’y aurait alors plus rien
4 démontrer. D’ailleurs, I'inégalité d > a; et les (4), entrainent que a; % x % a,, donc aussi
x> m.
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A chaque partie (méme vide) 4 = M, on peut, d’aprés la construction duale de
celle que jai donnée dans [22], 2.3—2.5, associer un opérateur de fermeture
@4(a), ae M, tel que py(a) = a, si et seulement si, a € [#]*, cf. [22] 2.1 et dualité,
puis Ibid. 2.4.2 et dualité. Or, il suit aisément des considérations de I'alinéa 2.3 de [22],
quon a ici (par dualité)

gla) = S.m._c\nvﬁavu aeM ®

Cela étant, je pose, en dualisant toujours les termes et les notations de [22],
2.1et4.2,
MY = pg(@), aeM ®

d’ou il suit, d’aprés (8), qu'on a encore
ME =MFn(lfa))Z2a ach 9"
3.1.1. Au cas ou ¥ = {a;, i€ S}, j’écrirai
MZ = D>\=a: acM. 9"
Mais, en ce cas, je supposerai ordinairement, qu'on a a; = a, i€ S, ce qui,

d’aprés (9') est toujours réalisable, pourvu que ¢ n (1/a) + @. Or, si I'on 2 9 n
(1/a) = @, alors @g(a) = .

3.1.2. Aucas ol % ou, au moins, 4 n (1/a), est un ensemble fini, soit ¢ n (1/a) =
= {x4, X3, ..., X,} (n nombre naturel quelconque, x;eM, i=1,2,...,n) j'écrirai
ordinairement.

MAZ A (1a)) = X1MXaM, .. MX,. "

3.1.3 Au cas ou M est au A -demimultitreillis complet, on retrouve les notions et
notations ordinaires.
Les notations (9), (9™) sont justifiées par la proposition suivante:

3.2. Lemme. (Loi d’associativité de Popération AR). Dans tout A -demimultitreillis
complet M, les relations
= Mua;, (10)

Mo @y i€F (10"

Jie £

oua,a;a;eMie s, je s (S, ensemblesnon vides mais, par ailleurs, arbiraitres,
d’i &%& — entrainent la relation
= My, (109
ies
Jie S

Démonstration. r,mmmnn:on du lemme est essentiellement une conséquence de
la remarque que voici:
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Pour tous les ¥ < ¥* < W et tout ae I, on a
My s%* = M\ Y. (11)

Or, ceci est une conséquence immédiate de la deuxiéme partie de Folgesatz 2.4.2
de mon travail [22] moyennant les notations (9), (9').

Posons maintenant

Yy = {a, ie S}, (12)
Yy = {aij,.Ji€ i} ie S, (12
Q* = C\Qk“. AHN%V

On a alors successivement, compte tenu des (9), (9°)

e@.\@v =M%, =aq, (13)

(d’apres (10))

Va,(a) = MFs =a;,, icd, (139
(d’apreés (10%)

00n(@) = MF* = Mauegs 9%,
(d’apres (137)
. = >>$@\3
(d’aprés (12") et (11))
= a, i€ c\u

(d’aprés (13)
cela veut dire .

Qg(a;) = MF* =qa;, ieS. 13"

Or, d’aprés la premiére partie du Folgesatz 2.4.2 de [22], il résulte des (13), (13")
les relations suivantes:

ae ﬁQ.\u>w AHA.V
a; e [9*]7, ie s, (14)

ol [¥4,]*, [9*]* ont mutatis mutandis, la signification de [221, 2.1. O, [¥]* étant
un A-sous demimultitreillis complet de quatriéme espéce de M (quel que soit
dailleurs % = M, of. toujours [22], 1.7, 2.1), il suit évidemment des (14), (14"),
de (12) et de la définition de [#]* ([22], 2.1 et dualité), qu'on a ici [#,]* < [¢*]* ce
qui, toujours d’aprés (14), entraine a € [#*]*, cela veut dire, d’aprés la premicre
partie du Folgesatz 2.4.2 de [22], ¢g4+(a) = a, donc enfin, d’aprés (9), (127), justement
la relation & démontrer (10”).

3.3. Définitions. L’ensemble M étant toujours un A -demimultitreillis complet (avec
dernier élément 1), je dirai qu'un élément ae€ M, a < 1 est M-réductible, s’il existe
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un ensemble fini F = {x1, X5, ..., Xy d'€léments de M (n nombre naturel z 2)
tels que 1 2 x; > a,ie f ={1,2, ..., n} et tels que on ait

a=MF = XiMXMX3M, . MX, -

En ce cas je dirai aussi que ae 9 est représentable comme multiintersection
(itérée) ou encore comme AA-infersection d’un nombre fini d’éléments de M, —ses
M-composants.

3.3.1. Un élément a € M (M comme a 3.3), tel qu’il n’y ait aucun sousensemble
fini de 9N satisfaisant aux conditions de 3.3, sera dit M-irréductible.

Tel est, par exemple, 'élément 1 € M et tel est aussi tout €lément a € M couvert
par 1 donc tel que a < 1.

3.4. Théoreme. Soit P un ensemble partiellement ordonné avec dernier élément 1
et satisfaisant d la condition des chaines ascendantes. Alors chaque élément a€ 2,
a < 1, est représentable comme Mv-intersection d’un nombre fini d’éléments M\-irréduc-
tibles de ? (1.5.4).

Démonstration (inductive par rapport aux diviseurs). Le théoréme est évidem-
ment vrai pour les éléments M-irréductibles de I et, en particulier, pour 1.
Supposons-le déja démontré pour tous les diviseurs véritables de quelque a € IR,
a < 1et M-réductible (donc pour tousles x € M telsque 1 = x > a), et démontrons-le
pour a lui-méme; il n’y aurait plus alors que d’appliquer le principe d’induction
relatif aux diviseurs (cf. par exemple [21] p. 38) pour achever la démonstration.
On a en effet
a = x1MXaMX3 oo MX,, x; e M (15)

i=1,2,...,n (n nombre naturel Z 2) ol les x; € # sont tels que

12x;>a i=12,..,n (16)

Si donc, tous les x;, i = 1,2, ..., n dans (15), sont M-irréductibles, le théoréme
est démontré; si non, on a, d’aprés la supposition inductive,

Xy = .x.:>>k.unmn>>u2 e >>k.un..-: Q.m\v
pour tous les ie S’ = S = {1,2, ..., n} et certains xy;, tels que
12 xy>x, Q€8 jLi=L2..m (16"

et M-irréductibles. Les (15), (15°) et le lemme 3.2 entrainent
a=x11M,... >>nH~=->>a.XN~>>= aee >>=X~=~>>n ce

oll tous les composants xy (dont certains peuvent égaler certains éléments x,
ie #, du fait de M-irréductibilité eventuelle de ces derniers) sont Mv-irréductibles.
Ceci achéve la démonstration, compte tenu des (16), (16').
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§4. ELEMENTS PREMIERS. RADICAL

4.1. Définition. Par groupoide partiellement ordonné j’entends, comme a U'ordinaire,
un ensemble non vide ® muni d’une opération (.) univoque et universelle et appelée
multiplication et d’une relation d’ordre partiel = ou = satisfaisant d la condition
suivante d'isotonie:

G1. Pour tous les a, b, ce ® tels que a 2 b, on a ac Z bc et ca Z cb.

4.2. Définition. Par domaine noethérien j’entends tout groupoide partiellement
ordonné (4.1), satisfaisant aux deux conditions suivantes de quasiintégrité et de divisi-
bilité Noether-Krull:

G2. Pour tous les a, be & on a ab < a et ab £ b (Quasiintégrité).

G3. Pour tous les a, b, ce ® tels que ¢ Z ab, il existe des éléments a*, b*e ®
tels que a* 2 a, a* = ¢, b* 2 b, b* 2 ¢ et ¢ z a*b* (Propriété de divisibilité
Noether-Krull).

/

4.2.1. S'ily a un dernier élément, que je noterai toujours 1, le domaine noethérien &
sera dit entier et la condition G2 aura pour énoncé:

G2'. Pour tous lesaec®,onala<aetal £a.

Un domaine noethérien est donc complétement caractérisé par les axiomes G1 —G3
(ot G2’vaut 2 la place de G2, si G est entier).

Je fais remarquer encore, que les groupoides réticulés au sens de [31], page 127,
sont toujours des domaines noethériens au sens de 4.2 ci-dessus.

4.3. Définition. Soit ® un domaine noethérien (entier ou non), un élément p € ®
sera dit:

Premier, lorsque pour tous a, be ® tels quep Z abonap Zaoup z b.

Multiplicativement réductible, ou encore (.)-réductible, lorsqu’il existe a, be®
tels que p = ab,p <aetp <b.

Multiplicativement  irréductible ou encore (.)-irréductible, lorsqu’il west pas
(.)-réductible. (Cf. [18], Ja notion de halbprim.)

S-élément (élément de Sono), lorsque pour tous les a, b e © tels que p 2 ab, a
vwwuoznhua@e:%,ﬂa@.

Maximal, lorsque 1>'p (1.2), attendu que & soit entier (4.2.1).

\%

ps

4.4. Notations. Je désigne:

Par @ I’ensemble de tous les éléments premiers de ®,

par # Iensemble de tous les éléments (.)-irréductibles de ©,
par & Tensemble de tous les éléments de Sono, de &,

par # Pensemble de tous les éléments maximaux de 6.

On a, comme on sait
Pc 4. Qa7
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Une condition suffisante pour que (17) soit une égalité, est que le domaine &
soit rieszien au sens de la définition suivante:

4.5. Définition. Par domaine rieszien j’entends un domaine noethérien ou I'axiome
G3 est remplacé par cet autre, plus fort (propriété de décomposition de F. Riesz):

G3'. Pour tous les a, b, c€ ® tes que ¢ Z ab, il existe des éléments a*, b* e &
tels que a* = a, b* z b et ¢ = a*b*.

Dans le cas général, vaut la propriété suivante:

4.6. Lemme. L’ensemble ® étant un domaine noethérien entier, on a

W) 4 - J/[IHs? (12).

(1") SilPonal = I?, alors # < 2.

QPnFnFcSPou & est Pensemble des éléments multiplicativement premiers:
de ® (supposé entier ou non), au sens suivant:

Pour tout p e P et tous les a, b, x, y € ® tels que px = abetyp=ab,onap 2z a
oupzh.,

Démonstration. Lassertion (1) étant une conséquence immédiate de 1),
laquelle, d’ailleurs, interviendra seule dans la suite, je me borne a démontrer
cette derniére. ‘

Soit, & cet effet, pe.# — (I/1?) ce qui équivaut & I>p % I? (4.3) et soient:
a,be® tels que p = ab. L’application de 'axiome G3 donne

pz a*b*, 18)-
a* z a, a* z p, (18)
b* z b, b*z2p (18")-

pour quelques a*, b* e ®. Comme p < 1, on aura d’aprés (18)) ou bien a*=1
ou bien a*= p. Si p = a*, on aura, toujours d’aprés (18"), p 2 a ce qui achéverait
la démonstration. Sinon, on aura, d’aprés (18), p = Ib* ce qui entraine b* = p,.
sans quoi, on aurait, d’aprés (18”) et I > p, b = 1, donc p = I* ce qui n'est pas.
Ainsi, on a bien p = b*, donc.d’aprés (18"), p2 b ce qui achéve la démonstration.
(Cf. [25}, TI-éme partie, Chap. I, §2, alinéa 2).

477. Théoreme. Dans tout domaine noethérien entier ®, satisfaisant 4 la condition
des chaines ascendantes, tout élément a € ® posséde un nombre fini de diviseurs premiers
p;e®,i=12,..,n@n nombre naturel = 1)

I'zp,za, N.Hrw,:;x Cov
tels qu’on ait, d une association des facteurs p; prés 3

‘@z [pips- P (0)
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Au cas ot a < 1, on a pour les p; des (19), (20)
1z p;>a, i=12,..,n (199

. Au cas ot © est a élément unité (donc la = a = al pour tout ae ®) et que a < 1,
.on a pour les p; des (19), (20)

1>p; >a, i=12,..,n

Démonstration. Si 'on a a = 1, le théoréme est vérifié, car I est premier. Si,
‘par contre a < I et est non premier, il existe des éléments x, y € & tels que

azxy, az%xx, a#y (21)

-d’otu Pon tire, d’aprés Paxiome G3, qu’il existe également x*, y* ¢ ® tels que

x* z x, x* = a,
’
y*zy, y*za 2r)
a z x*y¥,

ot & cause des (21), on a méme

x* > a, y*>a

Si donc x* = y* = [, le théoréme est démontré; si non, on applique le principe
d’induction selon les diviseurs ([21], Chap. III. §4) et la démonstration s’achéve
-comme 4 I’ordinaire. D’ailleurs, au cas o il y a un €élément unité, on a nécessairement
x* < Iet y* < I, car autrement les suppositions a < I ou (21) seraient en défaut,
comme cela résulte aisément des (21°).

4.7.1. Remarque. Lorsque I’axiome G3' (4.5) est en puissance (a la place de
T’axiome G3) on a le théoréme suivant, qu’on démontre de la méme maniére:

Dans tout domaine rieszien entier, satisfaisant & la condition des chaines ascendantes,
chaque élément est produit(*y d’un nombre fini de facteurs premiers.

4.8. Définition. Soit ® un domaine noethérien entier satisfaisant a la condition
des chatnes ascendantes et soit a € ®. J'appelle radical algébrique de a et je dénote
par o(a) la fonction (généralement multivoque)

0@ = A(Z n ({]a)), ac®, (22)
cf. 1.5.4 et 4.4.

(*) Yattire, une fois pour toutes, I’attention du lecteur au fait que la multiplication dans ®
n’étant pas nécessairement associative (ni commutative), les produits de » facteurs, n = 3, ne sont
déterminés qu'a une certaine association des facteurs prés; c’est le sens de la notation [x;x, ... x,},
x€®,i=1,2,...,n n2Z 3, que jemplois dans le texte et que jutiliserai partout, dans le cas
non nécessairement associatif.
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4.8.1. Par radical impropre de a € ®. j'entends-la fonction (toujours multivoque,
en général)

0@ =A@ n(a),, aechb. (22)
Le radical algébrique (4.8) est complétement caracterisé par les propriétés suivantes.

4.9. Définition. L’ensemble & étant un domaine noethérien arbitraire, Jlappellerai
radical algébrique de a € ® toute fonction o(a) (généralement multivoque, aux argu-
ments et) aux valeurs dans ®, jouissant des trois propriétés suivantes:

(1) Pour tous les r, r' € o(a) tels que v’ S r,onar =r. .

(2) Pour chaque reo(a) on a [rr...r] £ a pour un nombre fini de facteurs, tous
égaux a r (*).

(3) Il existe une partie Z (a) < © telle que g(a) = X (a) < P(a) et telle, que pour
tout x € X (a) il existe reo(a) satisfaisant a x < r (Ici P(a) dénote I'ensemble de

.tous les x € ® tels gue [xx...x] £ a (%) (Cf. 4.1, (1), (2)).

4.10. Remarques. 1. L’ensemble g(a) défini a (22) n’est jamais vide; il en est
de méme de P’ensemble g(a) défini & (227) et I'on a g(a) S g(a) pour tout ae 6.

.Au cas ol 'ensemble ¢(a), a € ®, n’a qu’un seul élément, on dira, que a est un
élément & radical ou R-élément, dont les éléments quasiprimaires (cf. plus loin 8)
fournissent un important exemple. ,

Au cas, enfin, otl c’est Iensemble g(a), @ € , qui a un seul élément, on dira que
a est A radical restreint.

2. Si G est un A-demitreillis complet, la formule (22) coincide, & trés peu prés,
avec 'une des définitions bien connues de la notion classique de radical, cf. par
exemple [5], §11.

3. Les propriétés (1)—(3) de 4.9 rappellent la définition ordinaire de la notion
classique de radical, sauf que r € a(a), n’est plus ici, en général, élément maximum
mais seulement élément maximal parmi les x € ® satisfaisant a (3) de 4.9

4. Je fais remarquer enfin que, dans les définitions 4.8, 4.8.1 on aurait pu se
passer de la supposition des chaines ascendantes, moyennant la supposition moins
exigeante, que G soit u A -demimultitreillis complet. Mais alors nombre de propriétés
importantes du radical ¢(a), particulierement celles-1a qui rapproche le plus cette
notion du radical au sens classique, seraient apparemment en défaut; en tout cas,
les techniques suivantes (4.11) et qui y conduisent, ne sont plus applicables. Cf.
toutefois 6.15. . ,

Le théoréme suivant donne les principales propriétés des fonctions (@), e(a),
ala), ae G. _ .

4.11. Théoréme. Soit & un domaine noethérien entier, satisfaisant & la condition
des chaines ascendantes. Alors: .

(1) La fonction ¢(a), a € ® jouit des propriétés (1)—(3) de 4.9.
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. (2) Pour chaque radical algébrique o(a), ac ®, on a dla) = o(a) quel que soit
ae®.

3) Pour tout a € ® il existe un re o(a), tel que a < r. En fait, on a a = r pour
chaque r € g(a) < eo(a).

(4) Pour tout a €® il existe un r € ¥(a) tel que o(r) = ¢(a).

(5) Pour tous les a, be ® tels que a = b et chaque y € o(b), il existe un x & o(a@)
tel que x Z y. , .
" (6) Pour tous les a,b,c,re® tels que ab £ 1, a £r b£r, reglc), il existe
des élémentes a; b € © tels que ab < ¢, a > r, b > ¢, pourvu, toutefois, que la multi-
plication soit associative. (Par contre, I'associativité de la multiplication west pas
requise par les (1)—(5) ci-dessus.)

Démonstration. Ad (1). La propriété (1) de 4.9 vaut pour la fonction ¢(a),
ae®, comme cela résulte immédiatement de la définition (22) et de la définition
des A -demimuttitreillis complets.

La propriété (2) de 4.9 vaut également pour la fonction ¢(a), a€ ®. En effet, -
d’aprés le théoréme 4.7, il existe un nombre fini de diviseurs premiers de ae ®
A.m:Euo& < 1, car autrement, la dite propriété est trivialement vérifi€)

.... 1zp;>a i=1,2,...,k Awwv
tels que (%)
[pipy---p) £ a (239
Les (23), (23') entrainent d’aprés la définition (22) et d’aprés l'axiome Gl
(Tisotonie!) qu’on a '

E.. ..rl1fa 4

pour chaque r € g(a), attendu que les k facteurs égaux r sont associés dans (24)
exactement de la méme manidre que les facteurs p; le sont dans (23"). Pour vérifier
la propriété (3) de 4.9, soit x € ® tel que

[xx...x] 2 a (k facteurs x) *

et soit pe? n (1/a). 1l en résulte qu'on a

[xx..x] =p

et, par conséquent, x = p, pour chaque pe? n (I/a) ). Ceci entraine 2 son tour,
d’aprés la définition des A -demimultitrillis complets ([22], 1.4, axiome ME2 et

M . . . >y . %

(%) On applique ici la propriété bien connue suivante des éléments premiers d’un groupoide
partiellement ordonné et qui, dans le cas non-associatif résulte inductivement par ,clivages” du
produit divisé par p:

p = laya; ... a,] entraine p 2 a; pour au moinsuni=1,2,...,n
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alinéa 1.5.4 du présent travail), qu'on a

x < re(A? n(l/a)s < ola)

(cf. 1.4) et ceci achéve la vérification par g(a) des propriétés (1) —(3) de 4.9.

Ad (2). Soit re a(a), ae 6. D’aprés la propriété (2) de 4.9, il existe un nombre:
naturel k tel que [rr...r] £ a(k facteurs égaux a r). Il en résulte (exactement comme
ci-dessus pour x € &) quon a

rsr* pour un certain r* e o(a). - (25

- \
Or, puisque, d’aprés ce qu’on vient de démontrer (cf. Ad (1) ci-dessus, Awév
1a fonction o(a) vérifie la propriété (2) de4.9, il y aura un nombre naturel k* tel que

[r*r*...r*]1 S a (k* facteurs r¥)

ce qui, d’aprés la propriété (3) de 4.9 entraine Texistence d’un r'ea(a) tel que r*< r'
ce qui, d’aprés (25) donne
rrx<r (26)

pour chaque r € 6(a) et pour certains r* € o(d) et r' € 6(a), dépendant de r € a{a).

Comme les (26) entrainent F = ¢, on tire de la propriété (1) de 4.9 Iégalité
r = r', laquelle réduit les (26) a r = ¢* = 1'. Ainsi, tout r € o(a) est un r € g(a), cela
veut dire o(a) € 0(@), a € ®, comme cela devait étre. On montre, de méme, que
o(a) € o(a), donc finalement o(a) = a(a).

Ad (3). Cest trivial.

Ad (4). Je vais faire voir d’abord, quwon a toujours

Padl)=2n(la), aeG, re ola) QN
et vérifier, 2 cet effet, la formule
P(a) = (2 n]a)” (28)

ol P(a) est Pensemble de tous les x € ® vérifiant la propriété (3) de 4.9, alors que
(2 n (I1/a))* signifie ’ensemble de tous les minorants de Z n (I/a). (°)

Or, soit x € P(a), cela veut dire [xxx.. .x] £ a donc x £ p pour chaque pe
€2 n (I/a), cf. ci-dessus. Ainsi:

P(a) < (2 0 U]a)*. (28"

Réciproquement, x € (2 N (1/a))* signifie x < p pour chaque p e? n (Ia),
1z pza Dapres 47, ona d’autre part

a z [pip2---pdd

(%) On a toujours a € P(a) et ae(P N C\mvvﬁ ae®.
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pour quelques p;e? n(Ifa), i = 1,2,...,k en nombre fini. Il en résulte d’apres
x £ p, pe? n(la), et daprés 'axiome GIl, linégalité a = [xx...x], laquelle
prouve qu’on a bien

(2 n(]a))* = P(a). (28"

Les (28’), (28") entrainent la (28).
Je démontre maintenant la (27). On a évidemment.

Pna(lag2?dlr), regoa) Q@7

Réciproquement, on a

.

Pa(lays?adlr), reoa). 7)

En effet, on a (@) S (2  (I/a))™ = P(a), ae ®, donc a 2 [rr...r] pour chaquz
r e o(@) et par suite (®) p = r pour chaque p e 2 n (I/a). Ainsi tout pe 2 n (I/a)
estun pe? n (Ifr), re (@), c2 qui n’est que la (27”). En prenant r e o(a) dans les
7)), 27") on wcmoi la (27). Cette dernitre entraine maintenant, d’aprés (22),
o(r) = o(a), reg(a) < ¢(a), ae ®, et c’est précisément ce qu’il fallait démontrer.

Ad (5). Il suffit de remarquer que a,b€ G tels que a 2 b, entrainent (//a)<(1/b)
donc aussi 2 n (I/a) = 2 ~ (1/b), donc (2 n (I/b))* < (2 ~ (Ifa))* cela veut dire,
d’aprés (28), P(b) < P(a). Or, o(b) = P(b) donc g(b) = P(a). Pour chaque y € o(b),
on aura donc y € P(@) = (# n (I/a))* et par conséquent, il y aura, d’aprés la défi-
nition des A -demimultitreillis complets, un x € g(a) = A(? n (I/a)), tel que x = y.

Ad (6). On a, d’aprés I'axiome G3,

a¥*

za, a*zr,
b*zb, b*zr, (29
a*h* = r,
o, a cause des a £ r et b £ r, on doit prendre
a*>r, b* > r, (30)
ce qui entraine, en particulier, vu que r € g(c), les inégalités
’ a*>c¢, b*>c (30"

Or, d’aprés la troisieéme ligne des (29), il y aura un nombre naturel £ > 1 tel que
(1a multiplication étant associative)

(@*b*)* < ¢, (@*b*)* ' £ ¢ [€1))
(Aucasouk =1, on obtiendra la conclusion requise, en posant simplement a = a*,
b = b*).
On aura alors

a*b*(a*b*) 1 < ¢ (32)
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et on pourra distinguer deux cas selon que
b*a*b*) ! £ ¢ (329
ou que
b*a*b*)* ' <. 329
Si ’on a la (32'), alors, en posant
y = br@ b
on aura évidemment, d’aprés (32), (32')
a*ys¢c, yEb*, yvEec (33)
Si, par contre, on a Auwa.v, alors, en posant |
x = (a*b* !
on aura, d’aprés la deuxiéme des (31),
b*x £ ¢, x S a¥%, xfec - (33)

Dans tous les cas, on aura de la sorte, déterminé deux éléments a**, b** e ®
tels que d’aprés les (33) ou les (33'), on ait, compte tenu aussi des (30),

a**bh** < c, a** >r, b** £ c. (€2

(On a notamment a** = a* et b** = y dans le cas (32) et a** = b* et b** = x
dans le cas (32)).
On tire maintenant des (34), moyennant Paxiome G3, les inégalités

v ab = ¢
= . _
a z a**, aze,
- . _
b = b*¥, bzec

lesquelles fournissent, moyennant les (34), la conclusion désirée. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 4.11.

§5. THEORIE DES RESIDUELS, PREMIERE PARTIE

5.1. Définition. J’appelle domaine divisionnaire tout groupoide partiellement ordonné
quasientier (4.1, axiome Gl et 4.2, axiome G2), satisfaisant a Paxiome suivant de
résiduation: ,

G3*. Pour tous les a, be® il existe un élément g* =a. be® (le résiduel

.a droite de a par b) et un élément g~ = a .be G (le résiduel a gauche de a par b)

183



tels que: (1) bg* < a et ¢7b < a, (2) Pour chaque x € ® tel que bx £ a (xb £ a),
onaxsqt(x=2qg7).

5.1.1. Un domaine divisionnaire est donc caractérisé par les axiomes G1, G2, G3*.
Un domaine divisionnaire sera dit entier, si 'axiome G2’ (4.2.1) est en puissance
(2 la place de G2).

5.2. Définition. Je dirai qu'un domaine divisionnaire jouit de la propriété (®")
a droite, lorsque pour tous les a, b € ® tels que a < b, il existe des éléments b,ce®
telsque b < b < a'.(a." b) et a = be.

Pareillement pour propriété (D) d gauche.

Cette propriété (@) i droite ou i gauche généralise une propriété classique bien
connue, cf. par exemple [5] page 183, propriété (®”). Par ailleurs, la propriété (@),
comme je vais le montrer un peu plus loin, est intimement liée & la propriété de
décomposition de F. Riesz (4.5, axiome G3).

5.3. Théoreme. Tout domaine divisionnaire est un domaine noethérien.

Démonstration. Il s’agit de prouver que I'axiome G3 (4.2) y est en puissance.
Soit donc ® un domaine divisionnaire et soient a, b, c € ® tels que ¢ Z ab. On.en
tire, d’aprés 'axiome G3*, ¢". b = a et, en posant

¢ . b= a*, (35)

on aura d’aprés le propriétés élémentaires des résiduels (cf., par exemple, [31],
II-¢me partie, Chap. II)
a* za, a* zc. (36)

De (35) je tire encore, toujours par les propriétés élémentaires des résiduels

c.rat=c.(c.b)zbh
et, en posant

¢ a* = b* (35)
jaurai encore

b*2zb, b*zc (36)

ainsi que : v .

¢ 2 a*b* ’ &)

que je tire de (35').
Les relations (36), (36"), (37) (ensemble avec (35), (35)) prouvent lassertion
de théoreme.

5.4. Théoreme. Dans tout domaine divisionnaire la propriété (®") d droite équivaut
a laxiome G3' (4.5).

Démonstration. Je prouve d’abord que

G3' = (). (38)
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Soit donc ® un domaine divisionnaire olt I’axiome G3' est en puissance et .mo_.mi
a,be® tels que a < b. Jen déduis, d’aprés G3*, quona a z b(a . b), d’ou je tire,
en appliquant Paxiome G3', Pexistence d’éléments b, c € & tels que

b2b cza. b, 39
a = be. (39)

Or, Ja (39") donne, toujours d’aprés G3*

b<a.cZa.(a. b

(d’apres la aorxwwao des (39), compte tenu des propriétés élémentaires des résiduels).
Ainsi les relations a, b€ ®, a < b, entrainent Pexistence d’éléments b,ce® tels
que b = b<a.(@a b,a= be; c’est dire qu'on a (38).
Je prouve maintenant que
, (@") = G3'. @0
w&oa donc a, P ce® tels que ¢ = ab. Y’en déduis d’aprés 5.3, les relations

a* 2 a a* Z ¢,

b*zbh;, b*zg c = a*b*,
ol a*, b* € ® sont définis par les (35), (35). : -
Or, de ¢ < a* je tire, en appliquant la propriété (®"), Dexistence d’éléments
m.\m ® tels que _
a*<asc.{c. a*), . “1)

c = af. (41)
Les (41) entrainent, d’aprés les propriétés élémentaires des résiduels,
coat=c.a . - (41"
d’oti je tire, compte tenu de 35), b* = ¢’ a, ce qui entraine . .
¢ = ab*. 42)
Maintenant, je dis gu'on a

b* 2 f. “3)

En effet, d’aprés (41), ona f = ¢’ 2 donc, d’aprés (417) et (35'), on aura bien
1a (43). On en déduit, compte tenu des (41%), (42)

ab* z af = ¢

v

c
Cest-a-dire _
. ¢ = Q@*

ol d’aprés (41) et (36), on a 2 > a et ob, d’aprés (36"), on a b* 2 b. Ceci achéve
1a démonstration de (40).
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Les (38), (40) Eo:ﬁ::,mmmoaon du théoréme.

5.4.1. Corollaire. b&a iout domaine divisionnaire la propriété Aed a droite
équivaut a la propriété AGJ a gauche.

Démonstration. Clest que chacune de ces propriétés (®”) équivaut d’aprés 5.4,
3 la propriété de décomposition de F. Riesz (alias axiome G3').

C’est pourquoi, je ne distinguerai plus, désormais, entre la propriété (@) a droite
et la mnownm& (®") & gauche.

5.4.2. Corollaire. Dans tout &e::::m divisionnaire entier (5.1.1), satisfaisant a la
propriété (®) et a la condition des chaines ascendantes, vaut le théoréme de décompo-
sition 4.7.1. Si, de plus, la §=5E~S:§ est associative et SSE:E:%. ilyaun
élément unité (= I'élément 1 du domaine).

Démonstration. La premire partie du corollaire résulte de 5.4, la deuxiéme
résulte de la proposition suivante, que je me contente de formuler sans démonstration:

Lemme. Soit & un domaine divisionnaire entier, satisfaisant a la propriété (®").
Pour chaque élément premier (4.3) pc® onaalors Ip =p oupl = p

5.4.3. Plus généralement, dans tout domaine divisionnaire entier et satisfaisant & la
condition des chalnes ascendantes, vaut le théoréme de- Eﬁm_g:a 4.7, — comme
cela résulte de 5.3..

5.5. Pour clore ce §, je mentionne encore, toujours sans démonstration, les
propriétés suivantes, bien connues dans le cas des treillis résidués:
' Théoréme 1. Si le domaine divisionnaire ® est un A -demimultitreillis ([17], 1.1,
axiome M2) et si a,b,ce® sont tels que a A b+ 0, on a dlors aussi (@." ¢) A
AbB)FGet(a c)a(b. o)< (anb). cattendu que (a A b)." ¢ soit Pen-
Semble de tous les x ." ¢ pour x e (a A b).

Théoréme 2. Si le domaine divisionnaire G est un multitreillis tel que pour tous
les x,y, z€ ® satisfaisant ¢ x v y + @, on ait

MO+zxvzpczix vy, Ofxzvyze(x vy)z
{_ alors, pour tous les a,b,ce® tels que avb+0, on a c:aAlc b)+8
et (c;a)n(c. bysc. (@avb), — attendu que c. (a v b) soit P'ensemble de
lous les ¢ ."x ‘pour xé&a v b. v

Théoréeme 3. Si le domaine divisionnaire entier ® est un multitreillis satisfaisant ¢
loi (*) ci-dessus, alors, pour Qﬁmam couplea, be®,ilyaundea v betunmea A v
telsquea. d=m.b=a.b()

("} On'a toujours 2'V b =0, tar G est entier, 6t comme tel, a un dernier &lément 1 (cf. axiome
G2), et I'on a également a A b = {J, car ® est quasientier (axiome G2).
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§6. THEORIE DES RESIGUELS, DEUXIEME PARTIE

6.1. Définition. Soit ® un domaine divisionnaire quelconque et a, b € ®. Le résiduel
a. b (o a. b) sera dit propre, lorsque a £ b. Cf. [5], L.

6.2. Un domaine divisionnaire ® sera dit associatif 4 droite, lorsque P’axiome

suivant y est en puissance. .

G4. Pour tous les @, b,ce G on'aab.c £ a.be() o

De méme pour associatif a gauche. Un domaine divisionnaire qui est associatif
2 droite et 4 gauche, est associatif au sens ordinaire du mot.

Tout domaine divisionnaire associatif & droite, qui est commutatif, est par la-méme,
associatif 3 gauche, donc associatif.

Les deux propriétés suivantes, ainsi que leurs démonstrations subsistent pour
tout domaine divisionnaire, cf. [5], propriété 1.1 et lemme 1.1:

6.3. Lemme. Dans tout domaine divisionnaire ®:

(1) Pour que x € ® soit résiduel a droite propre de a € ®, il faut et il suffit qwon
git x=a. (a'.x) et a'.x > a. De méme, pour que x € ® soit résiduel & gauche
propre de a € ®, il faut et il suffit que x =a'.(a.” x)eta. x> a.

(2) Si la condition (affaiblie, cf. 5], Introduction) des chaines descendantes est
satisfaite par G, toute chaine anmaa.aia de résiduels (a &S:m ) d’'un méme élément
ae€®, wa qu'un nombre fini de termes. Pareillement pour ,,3 gauche®.

6.4. Définition. Je dirai qu’un domaine divisionnaire ® satisfait a la condition (RPP)
a gauche, lorsqu’on a

(RPP) Chaque élément a € ®, a < 1, admet au moins un résiduel a gauche propre
(6.1), premier (c’est-a-dire, qui, en tant qu’élément de ®, y est premier (4.3)).

Je vais indiquer plus loin des cas importants ou Faxiome d’existence (RPP) est
vérifié. )

6.5. Lemme. Dans tout domaine divisionnaire ® associatif d droite,ona (a S

< a. bc pour tous les a, b, c€ G.

Démonstration. D’aprés I'axiome G4 il vient en effet
) ((a." b) s ) £ ble((a. b) - )] £ba.b) =

d’ol I'assertion du lemme.

(8) Cette notion a évidemment un sens pour tout groupoide partiellement ordonné. )

Je fais remarquer ici, que des lois d’associativité, plus faibles que T"associativité ordinaire, on‘:
é&té déja depuis longtemps proposées par différents Auteurs, cf. par exemple [9], pour la :..mojo
des anneaux généralisés et [20], pour la théorie des quasi-anneaux. Cependant, aucune de ces E—m
n’est requise, ni ne saurait s’insérer d’une maniére naturelle dans le présent travail, car ces lois,
aussi bien que les techniques qu’elles. engendrent, font essentiellement intervenir les éléments de
Panncau généralisé (du quasi-anneau) fondamental.
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6.5.1. En fait, Passertion du lemme est rigoureusement équivalente a I’'axiome G4,
cf. & ce sujet Molinaro [13].

6.6. Nous allons dorénavant supposer, sauf avis exprés du contraire, que ® est un
domaine divisionnaire entier (5.1.1, 4.2.1), associatif a droite (6.2), satisfaisant a la
condition (RPP) a gauche (6.4) et A la condition (affaiblie) des chaines descendantes.

6.7. Lemme. Sous les suppositions de 6.6, chaque élément a € ®, a < I, admet
au moins un résiduel a droite, propre premier.

Démonstration. L’enseble des résiduels 4 droite propre de a n’est pas vide,
car, puisque @ < I, @. I en est un tel. D’aprés 6.3, (2), il y aura donc aussi au moins
un résiduel 2 droite, propre, maximal de a, soit p =a." b, a & b (6.1), il s’agit
de prouver que p € © est premier.

Si, en effet, p n’étatit pas premier, il y aurait x,ye ® tels que p 2 xy, p £ x,
p %y Commep. x 2 p,il faut que p." x > p, sans quoi, on aurait déjdp.x=p,
ce qui, d’aprés p." x = yetp  y, ne peut &tre. Or,onap <p. x=(a.'b)."x =
< a. bx (d’aprés 6.5), donc

’ p<a.bx (44)

et je dis que a . bx est un résiduel propre de a. Car, & supposer que a 2 bx, on en i

tirerait p = a." b 2 x, ce qui n’est pas.
D’aprés la (44), p = a.' b, a % b, ne serait donc pas maximal, ce qui est une
contradiction.

6.8. Lemme. Chaque résiduel a gauche, propre, premier de ae ®, a < 1, soit p
un tel, est encore résiduel a gauche, propre, premier de a.' b, attendu que p % b (les
suppositions pour ® étant celles de 6.6).

Démonstration. Je définis, d’aprés M. Lesieur [5], § 1,
x=(.b).((a. b). p
et j’en tire, par les propriétés élémentaires des résiduels, I'inégalité.

xzp : (45)

.

puis, par la méme raison, I'égalité

@ b)) x=(a.b).p (459
Or, d’apres 6.5, on a
(a"b). x=<a. bx

et, d’aprés les propriétés élémentaires des résiduels, on a également
(@a'b). pza.p (vuquea. b = al);
il viendra donc, compte tenu de la (45°)

a'bxza.p
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ce qui entraine, toujours par les propriétés élémentaires des résiduels:
bx<a'.(@a - bx)2a.(a - p)

donc enfin, d’aprés 6.3, (1),
p = bx.

On en tire, puisque p est premier et que p + b (par hypothese),

(3%

p=X

ce qui, vis-a-vis de (45), prouve que x = p ¢’est-a-dire que p est un résiduel a gauche
de a.'b.
Je dis que ce dernier est propre. Cest que Pinégalité
(@a.b) . pza.b
est toujours stricte, c’est-a-dire, qu'on a

(@ by p>a.b

Car, sil’on avait (a."b) " p = a .  b,onen déduirait par les propriétés élémentaires
des résiduels et d’aprés 6.3, (1)

a..w.ﬂ@..&..wwa..w (vuquea. b 2 a)
b<a.(@ bysa.@ p=p

ce qui, par rapport & p £ b, est une contradiction.

6.9. Lemme. Sous les suppositions de 6.6, chaque élément ac®, a< 1, w'a qu'un
nombre fini de résiduels a gauche, propres, premiers.

Démonstration. Désignons par [a "] 'ensemble de tous les résiduels & gauche,
propres, premiers de a; d’aprés la condition (RPP) 2 gauche, cet ensemble n’est
pas vide et, d’aprés le lemme 6.3, (2), il a au moins un élément maximal p, € [a"]O).
Posons

ag=a. p (46)
donc, d’aprés 6.3, (1), on aura
a < a. @7

Cela posé, si [a] — {p1} = 0, le lemme est démontré, sinon, on a, puisque p;
est. maximal dans [a "], p & p1, pour chaque pefa”] — {p1} ce qui, compte tenu

va Lequel ne saurait étre nécessairement un résiduel (4 gauche, propre) maximai, en tant que
résiduel 2 gauche propre, encore que Pensemble de cas derniers, n*étant pas vide, ait, lui-aussi
toujours d’aprés 6.3, (2), d’éléments maximaux.
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de lemme 6.8, entraine
_”Q ..“_ —_ Aﬁnv < _”Q_. ..u. AA.wv
Si donc p, est maximal dans [a".] — {ps} (6.3, (2)), on aura, d’aprés le lemme
6.3, (1)
a; < a; ..ﬁN A#@V

puis, compte tenu de 6.5 et de (46), on aura encore

as.'pp=(a.pi). p2 S a. pips-
En posant alors

a, =a. pip; (46")
il viendra, d’aprés (49)
a; < a,. 47)

Si donc [a ] — p1p, = U, la démonstration s’achéve, sinon, on a p % pip, pour
chaque pefa’] — {p1,p.}. Car, si Pon avait p = p,p, pour quelque p€ la]—
— {p1, P>}, il en résulterait p 2 p;, oup = p,, ce qui ne peut étre, car p; est maximal
dans [a'], et p =+ p;, alors que p, est maximal dans [a] — {ps} 2 [¢"] — {p1,
P2} €t p % p,. On en déduit, d’apres 6.8, )

fa"] = {pi,p2} S lax ") (48)

Je considére alors ps maximal dans [a°.] — {p1,p,} et je tire du lemme 6.3, (1),

puis, compte tenu de 6.5 et de (46"),

ay."py = (a." p1ps) . ps £ a. (P1P2) Ps.
Je pose donc .

ay = a. (p1p2) ps (467
et j’obtiens, d’aprés (49),

e as < as. AL..N&V

Et ainsi de suite. Cette construction peut se faire tant que I'ensemble [a "] —
— {p1> P35 ---» Pu}, 1 nombre naturel arbitraire, n’est pas vide, et est tel que p;,
i=1,23,...,n soit maximal dans [a "] — {p1, P2, ..oy Di-1}> attendu que p; soit
maximal dans dans [a "] (cf. ci-dessus). Et ’on obtient de la sorte une chaine (véri-
tablement) ascendante de résiduels a droite (propres) de a

@<)ay<a; <a3<..<a;<..
a;=a. (.((pp)P3)Pa-- iy i=12,...n

laquelle aurait certainement une infinité de termes distincts deux a deux, si ’ensemble
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contradiction. Ceci achéve la démonstration. :

6.10. Théoreme. Sous les suppositions de 6.6, chaque élément ac ®, a < 1 admet

un nombre fini de résiduels @ gauche, propres, premiers p;€®, i= ,2,..,n
(n nombre naturel z 1), tels que
. az [...((p1p2) P3) P4 -1 Pus

1zp;2a i=12,...,n

Démonstration. Conséquence immédiate du lemme 6.9.
Je mentionne enfin, sans démonstration, la proposition suivante dont je n’aurai
pas & faire usage dans la suite:

6.11. Lemme. Sous les suppositions de 6.6, pour que Uon ait a . b = a (c’est-a-dire,
pour que b soit relativement premier d gauche avec a; a,be ®), il faut et il suffit
qwon ait p & b pour chaque résiduel a droite propre maximal p de a.

6.12. La théorie précedente s’applique dans les trois cas suivants, dont le dernier
est particuliérement important pour les développements de la partie VII de cette série.
Premier- cas. Lensemble ® est un domaine divisionnaire entier, associatif et
satisfaisant 2 la condition (affaiblie) des chaines descendantes. :

Clest de cas de la théorie de M. Lesieur [5], sauf que, chez M. Lesieur, ® est,
de plus, supposé réticulé, ce qui n’est d’aucune utilité dans cette théorie. Cf. aussi [6],
page 90, Remarque.

Deuxiéme cas. L'ensemble ® est un domaine divisionnaire entier, associatif
a droite (6.2, axiome G4), satisfaisant 3 la condition affaiblie des chaines descen-
dantes et 4 I'axiome suivant:

(LD) (Loi d’itération des résiduels & gauche). Pour tous les a, x,y,z€ ® tels que
az(x)zetatyzilexisteunte® tel queaz teta 2 xt.

1l s'ensuit aisément, que (LD)* pour tous les a, b, ce ® tels que a % cb, il existe
unde® tel queadet(a . b).csa’.dce qui suffit pour la vérification de la
condition (RPP) & gauche (6.4): appliquer -simplement la technique de 6.5, en
changeant ." contre . et en y faisant usage de (LI)*.

* Pour décrire le troisiéme cas, ol la théorie précédente sapplique, il faut avoir
recours 2 la notion d’élément essentiel. ,

6.13. Définition. Soit © un domaine divisionnaire, qui soit en méme temps un
v ~demimultitreillis ([17], 1.1, axiome MM1). Je dirai qu'un élément a € ©® est essentiel
a gauche, lorsque pour tous les x,y,z € G tels que (xa v z)n(ya Vv z) * @, on
aaussi(x vz a)n(y v a) £ 0.

Pareillement pour ,.essentiel & droite®™. Cf. [5], §IX.

6.13.1. Définition. Soit ® un domaine divisionnaire, qui soit en méme temps un
v ~demimultitreillis complet ([22], 1,4, axiome INE1). Je dirai que le domaine © satisfait
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& la condition des éléments essentiels a gauche (condition (A)pour abréger), lorsque

pour chaque x € ® il existe un ensemble non vide d’éléments essentiels a gauche (6,13),

a,€®, ic S tels que xe V a; (1.4).

ies

Au cas, ol G satisfait 4 la condition (affaiblie) des chaines descendantes, il est,
par la-méme, un V-demimultitreillis complet et la définition 6.13.1 s’y applique

toujours, au sens de 1.5.4, 1.6.

6.12.1. Voici maintenant Ia description du troisitme cas annoncé a 6.12.

Troisiéme cas. L’ensemble & est un domaine divisionnaire entier, associatif
A droite, satisfaisant & la condition (affaiblie) des chaines descendantes et 4 la
condition (A) (6.13.1, 1.5.4, 1.6), et tel que 1% = I. .

1l sagit de faire voir que la condition (RPP) est alors vérifiée. Soit, a cet effet,
ae®, a < 1. Daprés la condition affaiblie des chaines descendantes, il existe
be® tel que I = b > a. Or, puisque & satisfait & la condition (A), on aura

beVe (50)

iesf
ol e;€ ®, ief, sont essentiels & gauche, l'ensemble S d’indices dépendant de
I’élément b e ©.
Or, je dis qu'il y a un i € £ tel que

a e, : (51)

car, si Pon avait a = e; pour chaque ie .#, on en déduirait, puisque ® est un
v -demimultitreillis complet, I’existence d’un de G te que a 2 de V e;, ce qui par
ies
rapport a (50) est une contradiction (cf. [22], 1.4 axiome WC1).
Técris e;, = e pour abréger, et je considére le résiduel a gauche p = a . e (propre,
d’aprés (51)). Or, je dis, que si p # I, on 2

1>p (52)

(si 'on avait p = I, p serait déja premier et il n’y aurait plus rien 2 démontrer).
En effet, d’aprés la condition affaiblic des chaines descendantes, il existe un
x € ® tel que ’
Izx>p (529
et tout revient & montrer qu’on a

x =1 (52"

Or, d’aprés (50), on a b 2 e (= ¢;,), donc b = xb = xe c’est-3-dire b = xe et,
comme on a aussi b > a et que @ est un Vv-demimultitreillis (m&me complet), on
en déduit Pexistence d’un de ® tel que b = dea V xe, ce qui entraine b = dza
Donc, puisque b > a, on a ou bien d = b, ou bien d = a. Si on avait d = a, on
en déduirait @ = xe donc a.e = x, ce qui est contraire & (52') (car a”. e = Y.
Ainsi, on a d = b et, partant,

bea v xe. (53)
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D’autre part, on 2 &videmment b 2 e = le = Xxe, d’ot il suit, d’aprés 1.5.2
et (53), qu’on a également N
& bea Vv le. (53
Les (53), (53') entrainent

(@avxeynlayv le) + 0
ce qui entraine, puisque e est essentiel 2 gauche (6.13)
(a9 Vv x)n(@.a v NH+0

cela veut dice, d’aprés (52)

(xX}n{l} 9

et ainsi, x = 1, Cest-a-dire la (527). . . .
Donc p = a . e st bien maximal et, puisque 1% = 1, il est aussi premier .6, (1),

ce qui achéve la démonstration. . B
Je fais remarquer expressément que cette démonstration (pas plus, d’ailleurs,
que celle du théoréme 6.14) n’exige aucune loi d’associativité de la multiplication.

La proposition suivante, se rattachant de prés & ce qut précede, joue un mn.mna
role dans la suite de mes recherches; c’est pourquoi je vais la démontrer iCl en

quelque détail.

6.14. Théoreme. Soit ® un domaine divisionnaire entier, satisfaisant a la condition
affaiblie des chaines descendantes et a la condition (A) des éléments essentiels d gauche.
Tout élément premier (+ I) de G est alors maximal. (Cf. [5], lemme 10.1).

Démonstration. Soit pe ® premier et * I, donc 1> p. Daprés la condition
affaiblie des chaines descendantes il y aura un xe ©® tel que

I1zx>p 59

et tout revient 2 montrer qu'on 2 ‘
x =1 (54")

Or, puisque © satisfait 3 la condition (A), il y aura un ensemblé {a;, ie F} * ]
d’éléments essentiel & gauche de ®, tel que

xe V «q; .va

iesf
et je dis, qu'on peut trouver un ipe S tel que
P % xai,. (56)

Car, si Yon avait p 2 xa; pour chaque i€ £, on en déduirait d’aprés (54) et
’ i - , - .
puisque p est premier, p Z a; pour tous les i e #. 1l en résulterait, puisque ® est
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un V-demimultitreillie complet, existence d’un x'e® tel que p2xeV a;,
ies
ce qui d’aprés (55) et (54), conduirait & une contradiction, savoir:

xeV a, x'eV a, x> x',
ies ies

Ainsi, on a bien (56). Je pose, pour abréger, a;, = a et je tire des (54) la relation

Xexa v p. &)

En effet, ® étant un v-demimultitreillis complet, est, par ld-méme, un v-demi-
multitreillis et les relations x > p, x > xa entrainent alors Iexistence d’un d e &
tel que

xzdexavp ' 57

donc aussi tel que x = d = p. Comme x > p, ceci entraine ou bien d = x ou bien
d = p. Cette derniére condition est 3 rejeter, car elle donnerait P 2 xa, contrairement
a (56) (a;, = a). 1l s’ensuit qu’on a bien la (57).

D’autre part, onax 2 a = Ja = xa, donc d’aprés (57) et d’aprés 1.5.2, on aura
aussi

xelavp . (58)
Les (57), (58) entrainent :

(xavp)n(lavp) =0

d’ott I'on déduit, a étant essentiel 3 gauche

xv@.a)ndvp. a)) + 0. (59)

Or, p étant premier et tel que P % a (comme cela résulte de (56)), on a, comme
onsait,p".a = p(=p." a)etla(59) devient alors, compte tenu de (54), {x} A {1+
+ 0 cela veut dire x = 7, c’est-a-dire la (54').

Ceci achéve la démonstration.

6.14.1. Corollaire. Sous les suppositions de 6.14, si on a, de plus, 1> = |,
alors ? — {1} = M (4.4). .

Démonstration. Conséquence immédiate de 4.6, (1), et de 6.14.

6.15. Conséquences pour la théorie du radical (§4). Supposons que le domaine
divisionnaire ® satisfasse aux conditions requises 4 6.6 et & la condition suivante:
® est un A -demimultitreillis complet.

Les définitions 4.8 et 4.8.1 ont donc toujours un sens (4.10, remarque 4) et les
propriétés de 4.11 subsistent également ainsi que leurs démonstrations.

Pour s’en convaincre, il suffit de tenijr compte des remarques suivantes:

Désignons par w(a), a € ®, I'ensemble de tous les éléments premiers p e ®, divi-
sant a (donc tels que p = a) et minimaux en tant que tels (donc tels que p = P Za,
P € G et premier, entrainent P' = p). L’ensemble w(a) n’est Jamais vide (car &
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satisfait 4 la condition affaiblie des chaines descendantes) et I'on a
(@) w(a) = 2N (I]a), ae® 4.9

(**) Pour chaque p € 2 n (I/a) il existe p € w(a) tel que Pon ait p > p.
(***) On a, pour chaque ae ®
o(a) = Awa),
&@) = (Ao(a),.

(****) L’ensemble w(a), ae ® coincide avec ensemble des résiduels & gauche
propres premiers minimaux de a.

Les propriétés (*) et (**) sont triviales. La vérification de (**%) n’exige, pour
Iessentiel, que la définition des A -demimultitreillis complets ([22], 1.4, axiome ME2).
La vérification de (****) exige I'application, deux fois de suite, du théoréme 6.10.

Je mentionne, enfin, sans démonstration, la proposition suivante, généralisation
partielle du théoréme 2.5 de [5)], lequel contient lui-méme le théoréme d’Hopkins,
comme cas particulier:

6.16. Théoréme. Soit & un domaine divisionnaire associatif, qui soit en méme
temps un A -demimultitreillis complet, satisfaisant a la condition (affaiblie) des chaines
descendantes et ayant un premier élément O. Alors, U'ensemble de tous les x e ® tels
que x* = 0 (k = k(x) nombre naturel = 1) a au moins un élément maximal.

'§7. LE THEOREME FONDAMENTAL DE LA DIVISIBILITE

7.1. Théoréme. Dans tout domaine divisionnaire entier (5.1.1) a élément unité et
satisfaisant a la propriété (") (5.2), a la condition (A) (6.13.1) et aux conditions des
chalines ascendantes et descendantes (bornées ), chaque élément + I de G est produit(*)
d’un nombre fini d’éléments premiers + 1 et deux telles décompositions d’un méme
élément + 1 de ®, ont mémes facteurs premiers (dont les Jréquences et les associations
ne sauraient coincider nécessairement). Si la multiplication est commutative et dsso-
ciative(*®), la supposition de Iélément unité peut étre omise (5.4.2).

Démonstration. Résulte de 5.4.2, 6.14, 6.14.1.

7.1.1. Remarque. Je vais montrer dans la partie VII de cette séris, comment on
peut s’affranchir ici de la supposition des chaines ascendantes.

§8. LE THEOREME LASKER-NOETHER

8.1. Définition. Soit & un groupoide partiellement ordonné (4.1). Je dirai qu'un
élément a € ® est principal a droite, lorsque pour tous les x, ye® tels que y < ax,
ilyaun x' €6 tel que x' < x et y =ax'. Cf. {4, 5, 6].

Pareillement pour principal & gauche.

(19) Il suffit de supposer qu'elle le soit pour les éléments de P (4.4).
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8.2. Unm.:»_o..r Soit & un groupoide partiellement ordonné, qui soit en méme
temps un N -demimultitreillis complet. Je dirai alors que © satisfait @ la condition deg
éléments principaux d droite (ou condition (B), pour abréger), lorsque pour chaque
x e ® il existe un ensemble non vide d’éléments principaux & droite a;e€®, ie s
tel que xe \ a;. .

ies

8.3. Lemme. Dans tout domaine divisionnaire associatif, les propriétés 8.1 et 8.2

de [5), VIII, subsistent entiérement (ainsi que leurs démonstrations), et il en de méme
de la propriété 9.1, ibidem.

8.4. Définition. Soit & un domaine noethérien satisfaisant & la condition des chaines
descendentes et soit F < & une partie non vide de ®. Je dirai, qu'un élément ge®
est partiellement primaire a droite par rapport & &, ou encore, pour abréger, F. -primaire
a droite, lorsque pour tous les feF et xe® tels que fx < g, x £ q, il existe un
r € o(q), tel que f < r. (Pareillement pour ,,a gauche®). Pour # = G je dirai simplement
élément primaire a droite, au lien de élément ®-primaire & droite, etc.

Ainsi, les éléments primaires a droite sont 4 Jortiori partiellement primaires a droite
et les .mEBga primaires de la théorie habituelle sont évidemment primaires au
sens ci-dessus. D’autre part, tout élément primitif au sens suivant est toujours
primaire (a droite et A gauche). ;

wma €lément primitif jentends un élément g€ ® tel, que pour tous les g, be &
satisfaisant 2 @b < ¢, on ait ¢ < r, ou b = r pour chaque r e g(g). Cf. [3]. v

La démonstration s’appuie sur le théoréme 4.11, (6).

8.5. Définition. Soit & un domaine noethérien arbitraire. Je dirai, comme a I'ordi-
naire, qu'un élément pe ® est quasiprimaire, lorsqu’on a [ppp...p] < q = p%
k facteurs égaux d pe ®, p étant premier. e
, Ho_.: élément premier est donc quasiprimaire et tout élément fortement primaire
a droite est aussi quasiprimaire, pourvu, qu’il soit & radical restreint (4.10, Re-
marque 1.). v

Par élément fortement primaire droite, j’entends ici un élément p €6 tel, que
pour tous les a,be® satisfaisants 3 ab < ¢, b & ¢, on ait a £ r pour @:w_nza
rea(q). .

La démonstration n’offre difficulté,

o 11 i i . .. . o
8.6. Théoreme.('') Soit & un domaine divisonnaire entier (5.11), associatif et
satisfaisant, en outre, qux conditions Suivantes:

() © est un multitreillis semimodulaire (2.6);
(i) © vérifie la condition des chaines ascendantes.

i1 P 5 .
(') (Ajouté _o. 22 noonﬂcnopwmuv. Je remercie M. Milan Kolibiar d’avoir (dans sa lettre du
3 septembre dernier, & moi) attiré mon attention sur une certaine lacune dans la démonstration
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Alors, tout élément M-irréductible (3.3.1) est B -primaire & droite et B~ -primaire
& gauche (ici B, B™ deénotent, respectivement, Iensemble des éléments principaux
a droite et celui des éléments principaux & gauche, de ®).

Démonstration. Je raisonnerai par réduction & I'absurde. Soit donc ge &
M-irréductible et supposons, qu’il ne soit pas B*-primaire i droite. D’aprés la
définition 8.4 il y aura un couple d’éléments fe B* et xe G tels que

x=2q x%g (60)
et tels, que, pour chague r € o(g) on ait
fE£r,  reoy. (61)

_ Draprés 5.3 on peut, d’ailleurs, remplacer I’élément x des (60) par un élément

x € ® vérifiant
Jx2q x>gq (60"

Cela étant, soit / le plus petit nombre entier rationnel positif tel, que
g f"=q. " (62)

son existence, en tant que tel, résulte évidemment de (ii).

Or, je dis, qu'on a _
xXvf1I+g (63)

et
t<q  pour chaque tex A f'l. (63

du théoréme 8.8 suivant, et qui tenait, essentiellement, & une définition fautive des éléments primitifs.
(cf. ci-dessus, 8.4). La démonstration du théoréme 8.9 s’en trouvait, d’ailleurs, également affectée
sur un certain point.

Or, il s’est avéré, que, sans rien changer d’essentiel 2 la démonstration du théoréme 8.8, ni a celle
du théoréme 8.9, pourrais me passer des éléments primitifs 4 la faveur des éiéments quasiprimaires.
{qui sont, eux, toujours primitifs) respectivement particllement primaires, dont les notions se
rapprochent, d’ailleurs, beaucoup plus des éléments primaires de la théorie ordinaire, tout en
entrainant aussi, certaines simplifications de détail dans les démonstrations de 8.8 et 8.9 et la nécessité
de leur refonte partielle en les nouveaux théorémes 8.6, 8.7.

Dans la premiére rédaction du présent travail (juin 1961), je travaillais avec une notion de radical
inadéquate et beaucoup plus restreinte que celle de 4.8, particulitrement en ce, que je supposais
Punivocité du radical —ce, qui cachait, d’une part, le rdle des éléments a radical (4.10, Remarque 1)
et, d’autre part, la propriété des éléments quasiprimaires d’étre primitifs (c’est immédiat, en partant
de la définition 4.8 du radical), cependant, qu’il suffit des suppositions du théoréme 8.6 (ou 8.7,
respectivement), afin que tout élément M-irréductible soit déja B -primaire & droite (A~ -primaire
4 droite, respectivement) —ou bien quasiprimaire, s'il est & radical (8.8, 8.9).

.C’est pourquoi, j’ai jugé 3 propos, d’une part, de disjoindre les éléments (M-irréductibles)
a radical (théorémes 8.8, 8.9) de ceux, qui n’ont pas cette propriété (théorémes 8.6, 8.7) et, d’autre
part, de remplacer partout les éléments primitifs par les quasiprimaires et les (B¥ —, B~ —)

partiellement primaires etc., afin d’obtenir, de la sorte, des énoncés mieux apparentés a ceux
de la thécrie habituelle.
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La (63) est triviale, car & est entier (C’est-a-dire, n:ﬁ a un dernier élément, 5.1.1).
Quant 3 la (63%), il est évident, d’abord, que X A f*'1 & 0, car, puisque ® est
quasientier (4.2.1), ona x A y ¥ @ pour tous les x, y€ 6.

Soit donc fex A f*I ce qui entraine z < f*I, ou, d’aprés 8.3, f* est, comme
f lui-méme, principal & droite. On en tire, toujours d’aprés 8.3

t=fie M S i)
(car ¢ £ X), donc _
¢ S M0 fM. (64)
D’autre part, on a
FrE M = e S fx S
(d’aprés (60")), dout T'on tire, compte tenu des (62), (64)
wm...\‘: M Q...\.:u
tsffxo MMM

ce qui achéve la démonstration de (63').

Or, puisque ¢ est M-irréductible, la propriété (Py) de 2.8 ome trivialement vérifie,
donc, puisque, d’aprés (i), ® est un multitreillis semimodulair, la propriété (P,)
sera également vérifiée. 11 en résulte, d’aprés X > g et d’aprés (63), (63", linégalité
f*1 < q donc, a fortiori, f'+1 < g, Cest-a-dire, d’aprés 4.11, (1), f < r’ pour un
certain r' € o(q), ce qui, par rapport a (61), est une contradiction.

Ainsi g est bien w+-v18m?o 3 droite et I'on montre d’une maniére analogue,
qu’il est aussi B™-primaire & gauche, ce qui achéve la démonstration.

8.7. Théoreme. Soit & un domaine divisonnaire entier, associatif, d élément unité
et satisfaisant, en outre, aux suppositions suivantes:

(i) ® est un multitreillis,
(il) ® vérifie la condition (affaiblie) des chatnes descendantes,
(iii) ® vérifie la loi distributive (*) de 5.5, théoréme 2.

Alors, tout élément M-irréductible est A~ -primaire a droite et A*-primaire & gauche
(ici A*, A~ dénotent, respectivement, Iensemble des éléments essentiels-a droite
et celui des éléments essenticls a gauche, de ®).

Démonstration. Si le théoréme n’était pas vrai, il y aurait des éléments e A~
et ye ® tels, que
ey<q yv¥q . (65)

et tels, que pour chaque r € g(g) on ait
efr re o(g). (66)
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Par la méme raison, qu’a 8.6, on vmcﬁ dans (65) remplacer y par ye @ tel, que
ey £ 4, y>q (65%)

Je considere maintenant la chaine descendante

ezetzez...zé

v

s 67

¢t soit X; €¢q V e, arbitraire, mais fixe. J *en déduis, compte tenu de (67) et de 1.5.3,
Pexistence d’un x, € g V € tel, que

v

X, (68)

X1
ce qui entraine & son tour, par la méme raison, I'existence d'un x3€4q Vv & tel, que
= X3 (69)

-~ ..X.N

et ainsi de suite. On obtient, de la sorte, la chaine descendante

v
1\
1%

5 2 X B vy QOV
x,eq Ve )

X1 Xo X3

d’éléments de ®, laquelle, étant évidemment bornée par ¢, aura seulement un nombre
fini de termes distincts, d’aprés (if). Ainsi

X = Xgg1 = v-- A.NHJ

3 partir d’un certain rang & = 1, 2, e
Les (71), (71') entrainent alors

gveé)ngve)+0
ce qui S’écrit encore, puisque ® est a élément unité (= 1)

gvihn(gv NNJ + 0
d’ott I'on tire, compte tenu de 8.3,

(.M vIDhn(g.HHv e)+ ¥
cela veut dire ) .
; le(g.é)ve .
équivalent &
’ (g€ ve={I}

Ceci entraine, d’aprés 5.5, théoréme 2

@={g - =q-(g-HVve2(s- @ M)Al o

cela veut dire exactement

gy =(g- (@) r(g. o = 72
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La (72) entraine, en vertu de la M-irréductibilité de g et compte tenu de ce, que,
d’aprés les (65), on a g < g.'¢ —Tégalité ¢ = g. (g . €, donc, enfin, & =yq
et ainsi e < r' pour un certain r' € g(g), ce qui, par rapport a (66), est une contra-
diction.

Ainsi, ¢ est bien A”-primaire a droite et 'on montre exactement de la méme
maniére, qu’il est aussi A*-primaire & gauche. Ceci achéve le démonstration.

8.8. Théoréme. Soit ® un domaine divisionnaire, satisfaisant aux suppositions de 8.6
et aux deux suppositions supplémentaires, que voici:

(iii) & est un multitreillis complet, :

(iv) ® vérifie la condition (B) des éléments principaux @ droite (8.2).

Alors, tout élément M-irréductible et a radical (4.10, Remarque 1) de ® est quasi-
primaire.

Démonstration. Posons g(¢) = {r}, ce qui entraine o(q) = {r} et tout revient

4 montrer, que r est premier. Supposons, que le contraire soit vrai, donc, qu'il existe
des éléments a, b e G tels que

ab =r, afr, bEr.
Fen déduis, d’aprés le théoréme 4.11, (6), U'existence d’éléments a, b e G tels que

abzsgq, a>r, b>gq _ (73)

Or, puisque, d’aprés (iv), ® satisfait 4 la condition (B), il y aura une famille

pon vide d’éléments principaux & droite, soit X' = B, telle que

aeVX (74)
et je dis, qu'il y w nécessairement un f € X tel, que

JEr , (75)

Sans quoi, on aurait x < r pour chaque x€ X, ce qui entrainerait, puisque
d’aprés (iii) ® est un multitreillis complet, la relation d < r pour un certainde v X.
Or, d’aprés (74) et d’aprés la deuxiéme (73), cela donnerait une contradiction, savoir
acVX,deV Xeta>d Ainsi, on a bien la (75).

Les relations (73) entrainent alors, compte tenu des (74) V (75) et de P'isotonie
(axiome G1)

fbsq, fEr, b > q. (76)

D’aprés le théoréme 8.6, la premiére et la troisitme de (76) entrainent maintenant,

vu que ¢ est 2 radical, f < r ce qui par rapport 3 1a deuxiéme des (76) est une contra-
diction et le théoréme est’démontré,

8.9. Théoreme. Soit ® un domaine divisionnaire entier, associatif, @ élément unité
et satisfaisant aux suppositions (ii), (i) de 8.7, ainsi qu'aux suppositions suivantes:

200 .

(i') © est un multitreillis complet,
(iv) ® vérifie la condition (A) des élémentes essentiels a gauche (6.13.1).
Alors, tout élément M-irréductible et d radical de ® est quasiprimaire.

Démonstration. S’il ne P’était pas, on pourrait, exactement comme a 8.8,
déterminer, d’aprés (iv) et (i") ci-dessus, deux éléments e, b e ® tels, que

bsq efr b>g

¢ étant essentiel 2 gauche et r le radical de ¢. On en déduit, d’aprés 8.7, Vinégalité
¢ < r, ce qui donne une contradiction par rapport & e £ r et le radical r est ainsi
élément premier, donc g est quasiprimaire, ¢. q. f. d.

8.10. Théoréme Lasker-Noether. Sous les suppositions du théoréme 8.8 ou ?.MF
sous les suppositions du théoréme 8.9, chaque élément +1 de © est représentable
comme M-intersection (3.1) d’un nombre fini d’¢éléments quasiprimaires ou B*-primaires
a droite (B™-primaires & gauche) ou encore A~ -primaires 4 droite (A*-primaires
a gauche).

Démonstration. Conséquences immédiate des théorémes 3.4, 8.6, 8.7, 8.8, 8.9,
sauf que, au cas, ot ® satisfait a la condition affaiblie des chaines descendantes,
il faut avoir recours aux éléments primaux de ®, au sens de la définition suivante:

8.11. Définition. Sous les suppositions du théoréme 8.9 un élément a€ ®, a < I,
sera dit résiduairement M-réductible a droite, lorsqu’il existe un ensemble fini non
vidé F de résiduels a droite propres de a, tel que x > a pour chaque x € & et tel
que a = M F. .

Lorsqu'un tel ensemble & mexiste pas, Pélément ae ® sera dit primal & droite.
Cf. [3]. -

8.11.1. Or, il est aisé de voir, en s’appuyant sur les lemmes 3.2 et 6.3, (2), que
chaque élément a€®, a < I, est représentable comme M\-intersection d’un nombre
fini d’éléments primaux a droite. Cf. [5], théoréme 3,1.

D’autre part, Pégalité (76) montre que sous les suppositions de 8.9, tout élément
primal a droite de ® est quiasiprimaire ou A~ -primaire a droite etc.

§9. LE QUATRIEME THEOREME DE DECOMPOSITION D’EMMY NOETHER

9.1. Définition. Par domaine noethérien pseudoentier ou fractionnaire, j *entends tout
groupoide partiellement ordonné (4.1) © tel que des deux axiomes suivantes soient
en puissance:

G2*. Il existe un élément 1€ ® tel que la = a =z al pour tout a € ®.

G3. Pour tous les éléments ,entiers” a€® (donc tels que a < I) vaut I'axiome G3
(propriété de divisibilité Noether-Krull, 4.2). En d’autres termes, il est requis que
Pensemble & des a€ ® tels que a £ 1, considéré en lui-méme, vérifie I'axiome G3.

201



9.1.1. Un domaine noethérien fractionnaire est donc caractérisé par les axiomes
G1, G2* et G3.

Remarquons que si & = ®, cela veut dire, si 'ona I = a pour chaque a ¢ ®,
on en obtient un domaine noethérien entier (4.2.1).

9.1.2. Tout groupe partiellement ordonné &, dont la partie entiére (donc 'ensemble
des ae ® tels que a < 1) vérifie I'axiome G3 est un domaine noethérien fraction-
naire. Un tel groupe vérifie alors ’axiome plus fort G3' (4.5) donc aussi, la pro-
priété d’interpolation de F. Riesz, et réciproquement.

9.2. Définition. Je dirai que deux éléments a, b € 6, ® étant un domaine noethérien
Jractionnaire, sont hausdorffiennement premiers entre eux ou encore étrangers, et
Jécrirai lea v b, lorsque a < 1,b < 1 et que pour tout xe ® tel que a < x, b < x,
x = 1, onait x =1(%

Deux éléments étrangers sont donc toujours entiers (9.1, axiome G3), donc
appartiennent & & < ®. D’ailleurs, remarquons-le expressément, Pemploi de la
notation ¢ v b ne signifie nullement que & ou 6 soient des v -demimultitreillis, mais
a Vv b dénote Pensemble de tous les éléments de ® (et non seulement de &), qui
sont des majorants communs minimaux de a et b. Cf. 1.3, 1.4 et mon rapport [28],
3.2, exemple 2, cf. aussi [27].

9.3. Définition. L’ensemble & étant toujours un domaine noethérien fractionnaire
et p € ®, je dirai que p est directement premier, lorsque p < I et lorsque pour tous les
a,be® telsque lea v bet telsquep 2 abonap2Zaoup = b.

9.3.1. Exemples. 1. Tout élément premier pe & < G y est aussi (trivialement)
directement premier.

2. Tout élément primitif (8.4) est directement premier.

9.4. Dorénavant, nous allons supposer que G est, sauf avis contraire, un domaine
noethérien fractionnaire tel que al/ = a = Ja pour tout ae ®. Mais la suppo-
sition, moins exigeante, al = a = Ia pour tout ae & (donc <1) suffit dans ce qui
suit, et méme, quelque fois, la supposition 1% = 1.

Lorsque la = a = al, ae ®, je dirai que & est & élément unité universel; lorsque
la = a = al, ac &, je dirai que ® est & élément unité entier.

9.5. Théoréme. Soit & un’domaine noethérien fractionnaire @ élément unité entier
{ou universel). Alors:

(1) Pour tousles a,b,ce & < G telsquec Z abet lec Vv a,onac = b (Lemme
d’Euclide) (i, par contre, I€c v b, alors ¢ = a).

(2) Pour tousles a,b,b' € & tels quedea v b, Iecav b,ona dea v bb'.

(2) Pour tous les a,b,b’ €& tels que Icav b, leav b, on g lea v bb'.

(*?) Cette notion généralise la notion d’éléments (dédékindiennement) premiers entre eux donc

tels que 1 = sup (a, b), cela veut dire, pour tout xe G telque x = a,x = bonax = 1; doncaeth
sont des entiers , teilerfremd*. Remarquons toutefois, que si & = &, les deux notions coincident.
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Démonstration. Ad (1). D’aprés I'axiome G3 (9.1) il existe des éléments.
a*, b*e & (donca* £ 1, b* £ 1) tels que

a* z a, a* zc, an
b*=b, b*zg a7y
¢ z a*b*. am

Les (77) entrainent, compte tenude I €¢ V 4, I’égalité a* = I donc, d’aprés (77°),
¢ = 1b* = b*, ce qui, d’aprés (77’), entraine ¢ = b.
ME (2). Comme d £ 1, il s’agit de faire voir que pour tout xe & tel que

dzxza, (78)
dz xzbb, 78"
o x =d. (78").

Or, dlaprés Iea v b, Izxzacet d’apres 1.5.2, A,E a lex vb, ce ﬁeﬂh.
d’apres (78") et d’aprés le lemme d’Euclide (cf. vau Qw:m.Eo xZ w Or, ceci et les
(78), ensemble avec dea Vv b, entrainent x = n.,. C mm?m-m:o. _.m GwNv.l et o

Ad (2). Résulté trivialement de (2). (Toutefois la supposition I° = I suifit p

vérifier (2')). s ona
9.5.1. Corollaire. Sous les suppositions de 2.5, . . . |
(1) Les relations lea vV x, X€ F, F étant un ensemble fini non vide d’éléments

de &, entrainent la relation
leav[]]x]
xeF
. - o Tix
y tion des facteurs x € F dans Ilx.
quelle que soit U'associa & dans N
(2) Les relations Iex v x, xeF xeF, F,F étant deux ens. fi

vides d’éléments de &, entrainent la relation

1e[ TIxIvITI*]

xeF x'eF'

’ ’ m \-.
quelles que soient les associations des facteurs x € F dans Xlx et x" € F' dans 11x

(2") Réciproquement, les relations a, be @, leavbet

a=[[Ix], O+7Fce

xe¥

b=[[]x] O+xF c¢é

x'e¥F’

. 7 G ’ ’
entrainent les relations lex v X', xXe#, X € F',

Démonstration. Ad (1), (2)- Hs.ac.omon..
Ad (2"). Appliquer 1.5.2, deux fois de suite.

203



9.6. .H__SBEP Mc.: ® un domaine moethérien fractionnaire, a élément unité entier
(ou universel) et satisfaisant en outre aux suppositions suivantes:

(1) L’ensemble & des entiers de ® est un A -demimultitreillis.

) Nuc:w tous les a, b, x e & tels que x Z ab, il existe des éléments d', &ﬁ meé
telsqued 2 a,d" Z2b,d" Z2a,d 2 b meanbettels que x = md' et x > d'm.

Alors: -

(1") Pour tous les a,be & tels que a 2 b, on a ab = ba.

(2") Pour tous les a,be & tels que Iea v b,ona abea nbet baca A b.

(3") Pour tous les a,b,xe€ & tels que x = ab, 1e€a v b, il existe des éléments
a*, b* e & tels que x = a*b* et 1 e a* v b*.

Un‘aoum:w:ou“ Ad (1). 1l suffit de remarquer que, puisque & = b, on a
a A b = {b}. L’application de la supposition (2) donne alors, pour x = ab, ba < ab
et pour x = ba, elle donne ab = ba, etc. - -

\?\ ‘AN ). En faisant toujours usage de la supposition (2) de ’énoncé, on trouve
des éléments d', m € &, tels que

dza dz2zb,

md' = ab

mea A b,

(attendu qu’on ait pris x = ab). Il en résulte d’aprés Iea v b, que d’ = I, d’ot
m = ab. ) (79)
Or, ab £ b, ab £ a, donc, & étant un A -demimultitreillis, il existe m' € & tel que

ab=meanb !
et ainsi v
mzZabsm
donc d’aprés 1.5.1 (forme duale) m = ab = m’ € a A b. De méme pour ba.
Ad (3"). D’aprés 'axiome G3 il existe a*, b* € &, tels que

a*2a, b*2b (80)
a*2x  b*2x @)
x Z a*b*. (807

Comme I €a Vv b, on aura encore, par les (80) et d’aprés 1.5.2

lea* v b* 81
d’ou, d’aprés (2') ci-dsssus, D

a*b* ea* A b*. (82)

Or, les (80") entrainent, d’aprés la suppositio n (1) de I’énoncé, I'existence d’un
m e & tel que

x 2 mea* A b* (82Y)
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ce qui, compte de (80"), (82) et de 1.5.1 (forme duale), entraine
x = a*b*. (81"

Les (81), (81") achévent la démonstration de (3') et du théoréme.

9.6.1. Corollaire. Sous les suppositions de 9.6, sip € & est directement premier (9.3),
les relations a,be®, Iea Vv betp = ab, entrafnent p = aoup = b, et réciproque-
ment, un tel p € ® est directement premier.

9.7. Théoréme. Soit ® un domaine noethérien fractionnaire, a élément unité entier
(ou universel) et satisfaisant a la supposition (2) de 9.6 et d la condition des chaines
ascendantes pour les chaines d’éléments entiers (donc < I). Alors chaque élément
ae®, a < 1, admet une décomposition en produit d’un nombre fini d’éléments direct-
ement premiers et étrangers deux d deux (chaque facteur une seule fois). Et deux
telles décompositions d’un méme a€®, a < 1 ont mémes facteurs c’est-d-dire que
les deux décompositions coincident (4 Pordre et aux associations de leurs facteurs, prés).

Démonstration. Existence de la décomposition requise. Résulte par une
induction relative aux diviseurs, compte tenu de 9.5.1, (2') et 9.6.1.

Unicité de la décomposition requise. Résulte de la définition 9.3 des éléments
directement premiers, compte tenu de ce que dans chaque décomposition les facteurs
sont deux a deux étrangers, donc, en vmaocmmb deux 2 deux distinct, & quoi, il
suffit d’appliquer ensuite 9.5.1, (2). ' .

9.8. Théoreéme. Dans tout domaine divisionnaire entier, a élément unité, et satisfaisant
a la commutativité faible de 9.6, (1') et 4 la condition des chaines ascendantes, les
conclusions de 9.7 subsistent entiérement Ammﬁ. que les couples d’éléments étrangers
sont remplacés ici par les couples d’éléments premiers entre eux (*»).

Démonstration. Il suffit de faire voir que la supposition (2) de 9.6 est ici
vérifiée.

Or, on a, pour chaque me & tel que m < a, m < b et chaque xed. tel que
xzab(abed) _

X = ab = am = ma, x = ab z mb=bm
donc
asx'.m, asx.'m,
bgx.m, b<x'.m

d’ou, en posant x “m =d et x".m = d", on obtient md’ £ x et d'm £ x, comme
cela doit étre. ,
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§10. LE THEOREME D’EXISTENCE DES SERIES PRINCIPALES

10.1. Théoreme. Soit ® un domaine divisionnaire, a élément unité (donc entier,
5.1.1) et satisfaisant a la loi distributive (*) (5.5, théoréme 2), d la condition affaiblie
des chaines descendantes, aux conditions (A) et (B), et qui soit en méme temps un
multitreillis modulaire ([17], §4), oit pour tous les a,be ® et chaque dea v b,
on ait a*.d=a’.b. Alors, pour qu’il existe une série principale entre u,ve ®,
u > v, il faut et il suffit:

(1) Que pour tous les a,be ® tels que a > b, onait 1 > b". a.

(2) Que pour chaque ae ®, il y ait un be G tel que a > b et un élément principal
a droite fe ® tel que ace b v f.
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3AMETKN K TEOPUM MVYJIBTUPEMETOK VI
BKJIAL B TEOPUIO VIIOPAJOYEHHBIX AJITEBPANYECKUX CTPYKTVYP)

Muxaun beHano
PesioMe

B paGore UCCIEAYIOTCA YACTHYHO YHOPSIOHMCHHBIS IPYIHOUALL ¢ eNbio 000GWeHUs TeOPeM
0 NETMMOCTH K HIeanax B KONBLAX. ACCOIMATHBHOCTE YMHOXEHVA HE TIPEANONATA€TCs; YaCTHIHOS
YIOpAHOUeHHE HE O0A3ATENLHO ONpefessieT pemetky. C 3TOH TOYKH 3peHWST MCCIEHyeTCs HAMD.:
Teopema Kypoma—Ope 0 pa3noxeHAn (3.4), Teopema Jlackepa—Herep (8.10), TeopeMa O pasino-
JKCHHMH 3MEMEHTOB B IPOH3BEACHUE MPOCTHIX IICMCHTOB (7.1), TeopeMa O CYIIECTBOBAHMH ITIABHBIX
PAMOB MEKAY HBYMS JJICMEHTAMH. C 9TOil LENbI0 BBOAATCA M M3YYAIOTCS HOHATHS MPOCTOTO
JMeMEHTa, PANUKATA, HPaBoro M JICBOro YaCTHHIX H Zp.
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