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KLASIFIKACIA ANTIRECIPROCITY
-V KOMPLEXNEJ PROJEKTIVNEJ ROVINE

BOZENA MACKOVA, Bratislava

1. Antireciprocita v komplexne; projektivnej rovine je definované ako jedno-jedno-
zna&na pribuznost, kde bodu A(xy, X5, X3) odpoveda priamka a'(u} ,uy, u3) a priamke
b(v, , v;, v3) odpoveda bod B'(Y}, ¥z, ¥3), pricom tato pribuznost je uréen rovnicami

uy = nima +apXs + 15%3,
uy = n.NHmH. + ayXy + 25%3, 1)
uy = nupm— + Quwmn + huumu“
kde matica (@) #0i, k=1,2,32 x je &slo komplexne zdruZené k &islu x.
Ak dosadime tieto rovnice (1) do rovnice priamky Wy, uy, u3)

o = u\xy + upxy + usx3 =0, @

dostaneme  dalsie vyjadrenie antireciprocity v komplexnej -projektivnej rovine
rovnicou

Y auxxe =0, (k=123 .3)
Ked je uvedend transformécia uréena rovnicami (1), ktoré mb%eme pisat vo tvare
. @ =@,
plati daléj o
@) = (A% (), R
@) =@ HE, @
(=) =AW,
kde (4~1) je inverzna matica k matici (4) a (4~'*) je matica transponovani k ma-
tici (47Y). : o
Klasifikaciu mﬁmnnom?.on:% md¥eme vykonaf podla utvarov involutérnych parov
prvkov tejto transformécie. Pre antiprojektivne transforméacie plati vzfah, Ze produkt
dvoch antiprojektivaych’ transformacii ‘je transformécia projektivna. Produktom

dvoch antireciprocit je homografia, ‘d6kaz uvadza Cartan [1] (str. 4). Preto kvadra-
tom antireciprocity 7 bude homografia #, t.'j.

T =H..
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Veta 1. Ku kasdému invariantnému bodu M v homografii # mono ndjst priamku m’
tie3 invariantnti v # tak, Ze pdr M, m’ je involutérnou dvojicou prvkov v antirecipro-
cite I, ked homografia S je kvadrdtom antireciprocity 9. A naopak, ak antireci-
procita I md pdr prokov involutdrne si odpovedajiicich, st tieto invariantnymi prokami
v homografii H#.

i P
K = L
N Hs ¢

’

Dokaz. Ked plati vztah 772 = o, t.j. 7 HM)'="M, kdé M jé irivariantny b6d v ho-
mografii #, plati dalej 7 (M)=m'. Potom viak musi platit J(m")=M. Priamka m'
je potom tieZ invariantnd v homografii 5# a M, m' je involutérna dvojica prvkov
v 7. Ked vychidzame z opatného predpokladu, a to, Ze bod M a priamka m’ sd

involutérnym parom prvkov v antireciprocite. 7~ Jplati TAHMY = T@') = M, tj.

bod M a priamka s’ st invariantnymi prvkami homografi¢ .
. Ak matica homografie 3# je (H), matica antihomografie J° je (T), a ak plati
# = J%, plati medzi obidvoma maticami vzfah

v ) = (T~ (D). ©)

Dokaz. () = (1)), (@)= (T)():
&) = T HW),
&) = T () ),
(") = (H) (),
(H) = (T 7% (D).

. Klasifikiciu vykoname podla typu prisluinych matic (H)-v kanopickom tvare;
moaodnm hladisko pouZil Cartan [1] (str. 104) pri klasifikagii homografie v troj-
rozmernom priestore.

Ked¥e kazdi homografia ma aspoii jeden invariantny bod a jednu invariantnd
priamku, bude v kaZdej antireciprocite existovaf aspofi jeden par involutdrne si od-
povedajtcich prvkov. 4 .

wnwao,\woﬁg budeme analyzovat pripad, ked homografia # = 7 2 mi len tri
invariantné body navzijom rozdielne a nimi urlené tri invariantné priamky. Pri-
slu§nd matica ma kanonicky tvar

1, 0 0 o
0 0 A, :

kde &y + 4, + A3 % 4. Nech invariantné body st 4, B, C a invariantné: pria;
AB, AC, BC.V antireciprocite 4 moZu nastaf dva pripady: - - TR

a) Trojubolnik 4BC je tzv. polarny trojuholnik v antireciprocite , to znamend,-
%e ka¥dému vrcholu odpoveda protileZiaca strana trojuholnika a tieto tri pary odpo-
vedajucich si prvkov st involut6rne.
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. b) V trojuholniku ABC len jedna strana odpoveda protileZiacemu -vrcholu
a druhym dvom stranim odpovedaju body — vrcholy trojuholnika leZiace na‘im
odpovedajucich priamkach. V danej antireciprocite si potom tieto dvojice involu-
torne si odpovedajiice pary prvkov. ;

2. Uvaiujme pripad uvedeny v predchadzajiicej Casti za -a).  Ako sme uviedli,
antireciprocita J ma v tom pripade tri pary navzdjom rozdielnych involutérnych:
prvkov. Nazvime ju antireciprocita typu la. .

Zvolme stradnicovy systém tak, Ze vrcholy tohto polarneho trojuholnika (a jeho
strany) budd tromi z vrcholov (a stran) stradnicového simplexu, a to takto:

bodu A(1,0,0) odpoveda involutérne vawamm nAh.P 0),
bodu B(0, 1, 0) odpoveda involutérne priamka b'(0, 1,0), .
bodu C(0, 0; 1) odpovedd involutorne priamka ¢'(0, 0, 1).

Potom pre koeficienty rovnice (1) dostavame I . .

Qyy = Q31 = Q12 = Q33 = Q3 = 03 = 0.

i i3

Matica (7)) ma potom tvar

a,; 0 0
M ={0-a 0,

0 0 aj;

Z rovnice (H) = (T™'%) (T) dostavame

— m- 0 0

ayr T

H#H=\ 0 “m o !l.. 0
0 0 Mwu

as3 _

|

Porovnanim matic (6) a (7) dostavame pre koeficienty a;, podmienky, ktoré musia

platit, aby J bola antireciprocita typu Ia, ktord moZeme vZdy pisaf.v tvare - i

' - ’ - ’ . =
U{ = Xy, Uy = 0X5, Uz = 0l3X3, 8)
kde '

oy L) o3 dy

L g ==

221 ay o3 oy

Ulohu urif involutérne pary prvkovv antireciprocite - moZeme riesit podobnym:

spbsobom, dko sa to robi v pripade uréenia involutérnych parov prvkov reciprocity.

_ Ak antireciprocita & prevadza bod A(xy; Xz, x3)-do priamky @' (uy, 435 u3); pre~

vadza inverzna antireciprocita J ~' ten isty bod B' = A'do priamky b (v, 05, ¥3)-
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Ak (4, &) ako aj (B, b) si odpovedajt involutérne, musi platit 4 =B,a =b,C¢o
vyjadrime rovnicami:

a; Xy + ay%; + a3Xy = (@ X + 921X + a3,%3),
1%y + G35%; + Gy3%3 = 0(@y,X + G32%; + a3,%3)
 @3.Xq + G3%p + A33X3 = @(@y3X; + d23%; + a33X3)-

Z toho dalej vyplyva:’

Aayy —~ mm:v x; + (@12 — 0d24) X, + (a3 — 0d3;) X3 =0,
(az; — mmﬁv Xy + (@35 — 0033) X3 + (223 — mmuuv w.u =0,
(@31 — @813) Xy + (@32 — 0423) X, + (33 — 0a33) X3 = 0.
Ak tieto rovnice maji maf pre x; nenulové rieSenie, musi platif:
ay, — mm:w ay3 — Q4315 13 - &mu_.
| T| =|ay — @a125 @3 — @335 @3 — Qa3z | = 0.
a3y — 00,35 dp3 — @d32; 33 = 0433
Tym dostivame rovnicu tretieho stupfia pre neznamu g.. Kazdy korefi tejto rovnice
urduje jeden bod, ktory so svojou odpovedajicou priamkou tvori hladany involu-

térny par. V naSom pripade pri uvedenej volbe stradnicového systému, ked anti-
reciprocita typu Ia je urlena rovnicami (8), determinant | 7'| ma tvar:

oy — QM~ 0 0
0 1.
o 0 o3 — 02

ITi=| 0 |« —ex

Z toho dalej vyplyva
(g — @og) (22 — 0) (o3 — mm“b =0,

oy oy o
i —_ 3
©~||u ©N|||u 03 = —-
o:

>_nmn8ﬁ,ﬁ<&=&3avw@m2~o<B&ncwm.SN&anﬁ.Eﬁﬁ cﬁ&.wongo?
navzijom rozdielne a musi platit' e e ¥y .

a
L - ©)

% % %3 oy

Rovnice (9) sthlasia teda s podmienkou uvedenou pre tento typ antireciprocity
ur&enej rovnicami (8).
3. Ako sme. uviedli v kapitole 1, ak homografia # = & 2 ma len tri navzijom

rozdielne invariantné body a nimi uréené invariantné priamky, moZe prisiu$nd.

antireciprocita .7 byt typu, ktory sme uviedli v odseku b). Invariantné body A,B,C
homografie # st teda navzajom rozne a neleZiace na jednej priamke. Priradme ich
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po vhodnej volbe stradnicového systému, aby matica (H ) bola v kanonickom tvare,
v antireciprocite takto: e

bodu A(1,0,0) odpoveda priamka a'(1,0,0),
bodu B(0, 1, 0) odpovedd priamka 4°(0, 0, 1),
bodu C(0, 0, 1) odpoveda priamka ¢'(0, 1, 0).

Z toho potom pre koeficienty rovnice Gv vyplyva:
821 = a3y =412 = m: = Q13 = 433 H‘o

a matica (7) ma tvar:

. AN;V = o . 0 azs |-
0 a5 0.

Z rovnice (H) = (T~'*)(T) dostavame: o

: {3 g o
ag, - . - = .
(H=10 MM 0. | (10)
. mu ) O i MNu
asa _

Porovnanim matic (6) a (10) dostavame podmienky, ktoré koeficienty musia
spitiaf, t. j. :

Gyq

v Ggr @3z a3 01

Tento typ antireciprocity nazveme, Ib a md¥eme.ho vidy urdif rovnicami

’ ’ o

Uy = 3%y, Wy = Xy, U3 = A3¥a,
pri¢om musi platit
m— MRIN Mu m—
AR

4. Nech homografia o# = I 2 je homoldgia o strede S a osi 0; mé teda vietky
body na osi invariantné, ako aj vietky priamky prechadzajiice stredom homolégie. -
Potom aj antireciprocita I k nej mmaqcmgw musi maf nekonetne mnoho involu-
térnych pérov prvkov. Musia to byt priamky iddce bodom S a im odpovedajuce
body le¥iace na priamke o. Preto v antireciprocite 7 bod S a priamka o budu tvorit
involutérnu dvojicu prvkov. Ak uvaZujeme dalsi bod 4 na priamke o a jemu odpo-
vedajicu priamku a’, prechadzajucu stredom S, mdiu nastaf dva pripady:
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a) bod A neleZi na priamke .¢’;
b) bod A leZi na priamke a’.

.

Vy3etrime pripad a). Suradnicovy systém zvolime tak, aby matica (H) mala ka-

nonicky tvar . e 1ala Ka-
M.n O O Lot

H)=|0 N_ 0 Co QC

No 0 A/ 3 ey s Bl o e T

- T g i -+
vy i et ¥

a v prislusnej antireciprocite odpovedajtice body priradime takto®

Stredu homolégie S = C(0, 0, 1) odpoveda os homoldgie o = ¢'(0, 0, 1),
bodu A(l, 0, 0) odpovedd priamka a'(1,0,0)

bodu B(O, 1, 0) odpoveda priamka 5'(0; 1, 0), vietky tri dvojice prvkov (4, @),
(B, b)), (C, ) st odpovedaji involutérne. -

Pre koeficienty rovnice (1) potom dostavame . .

Ay =03y = Q33 = Gy3 = Q13 = 031 = 0.
7 rovnice (H) = (T™'%) (T) vyplyva

fam o o)
11 . _ _
H)=|0 22 .
:_ ] &)

Eiik EE

0 o G B

| me _ ERUE R & S T
Porovnanim matic (11) a (12) dostavame ‘podmienku vwn koeficienty ay, t. j.

Ay - Agy-- dis 5 5 .

a11 432 33

Antireciprocitu tohto typu nazveme Ic a moZeme ju vZdy pisat v -tvare .. .

7 ' "

up = UXy, Uz = 0¥y, o Uz = X, 13)
pri¢om musi platit
, oy Og o3 ‘

<<uwmo_umﬁ.3. <Woa&3.wo,nmoﬂoaoi_ ‘moézeme koeficienty &; upravif v rovnici (13)"
tak, ¥e bude platit S R R Lesty EE Sy e
oy =4lyg,:0- QNw"ﬁ.levNu ¥ g Rw...,nT MU,: .
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VySetrimé Vv tomto ‘pripade geometrické miesto alitokonjugovanych bodov t. j.
bodov, ktoré leZia na im odpovedajuicich priamkach. Je urCené rovnicou

o:a_mh + RNRNMN + wawwm.u 0 o (14)

Ked koeficienty oy 2 o sl rovnakého znamienka, nemé4 rovnica (14) Ziadne
rieSenie. >=8woa,=mo<mﬁm body v danej antireciprocite typu Ic neexistuju. V tomto
pripade ju mdZeme azvat eliptickou. Fopad WEE PSR

Ked koeficienty a4 a o, su rozdielneho znamienka, mé rovnica (14) rieSenie v tom
pripade, ked x; = 0. Autokonjugevané body si potom urdené rovnicou

_ , XL XXy =00 T . (15)
Rovnica (15) urluje retazec K" na priamke x; = 0, t. j. na osi homolégie o.(M)
V tomto pripade mdZeme antireciprocitu Ic nazvat hyperbolickou.
Palej vydetrime pripad uvedény v tomto odseku ako b). Stiradnicovy systém zvo-

lime takto:

c0,0,1) a jemu. involutérne odpovedajiica priamka ¢'(0, 0, 1),
A(1,0,0) a jemu involutérne namoﬁa&.ﬁnmbawBWm a'(0, 1,0), B
B(0, 1, 0) a jemu involutérne odpovedajiica priamka b (1,0,0).
Pre koeficienty rovnice (1) dostavame:

a3 = a3 =4y =dy = Gy = 033 = 0.

Z rovnice (H) = T 1'% AnJ dostavame: maticu

(8 o o
iz _
()= 0 MM o | ) (16)
o o A
nuu_

Porovnanim matic (11) a (16) dostavame podmienku pre koeficienty a;:

azy _ G2 + a3
ags az3 ass

(1y Refazec k! na komplexnej priamke je mnoZina bodov, ktorych deliaci dvojpomer ktorych-
kolvék Styroch bodov je redlny. (Cartan [1], str. HN..V Redine body na komplexnej priamke tvoria
wonms. z refazcov tejto priamKy. Antiinvolacia prvého druhu, uréend rovnicami ¢’ = 1/t alebo
t'= M mé nekonetne mnoho invariantnych bodov, ktoré tvoria refazec k% Preto rovnicu refazca
mdZzeme urcif pomocou antiinvolicie. .
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Po vynasobeni vhodnym Kkoeficientom moZeme antireciprocitu v tomto pripade pisat

’ i R ] 2 =
uy = 0y Xs, Uy = Xy, uy = Xy,
pritom pre koeficienty musi platit
o a
2=l
Ay 0 . .
Geometrické miesto autokonjugovanych bodov je urbené rovnicou
ﬂ ayX; Xy XXyt X3Xy = 0, - Y]
pridom o * &y, Q3% = 0p0;. .
Rovnica (17) ma rieSenie len v tom pripade, ked x; = 0. Potom geometrickym
miestom autokonjugovanych bodov je refazec k' na priamke x; = 0, urfeny rovnicou

o X3 X + Q~M~xn = 0. ,Ao: * m? R_mp H QNM,NV .
Je zrejmé Ze ide .o typ, ktery. uZ bol uvedeny ako hyperbolicka antireciprocita

typu L c.

5. Uvazujme dali pripad, ked voBowSmm H =T 2 je identita. V tomto pripade
vietky pary odpovedajicich si prvkov v antireciprocite 7 s involutérne a dosta-
vame antipolaritu. Stradnicovy systém a péry involutorne odpovedajucich si v?w%
zvolime takto: :

A(1,0,0) a jemu odpovedajiica priamka a'(1, 0, 0),
B(0, 1,0) a jemu odpovedajica priamka 500, 1, 0),
(0,0, 1) a jemu odpovedajtca priamka ¢'(0, 0, 1).

Potom pre koeficienty rovnice (1) dostavame:
Gy = Gy3 = Gyy = Q3 = d31 = d32 = 0.

Z rovnice (H) = (T1%) GJ dostaneme maticu roBomnmmo K

— mHu o 0
. Ay _
r Amv _ 0 Mww 0
— 0 0 Mwu
{ a33

KedZe homografia # musi byt identitou, dostavame podmienky pre koeficienty
antipolarity, ktoré musia spliiaf vzfahy:

Q1
-
=

Q|
~N
Y

Q|
w
Y

Q
-
-

2
)
N

Q
w
w
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Vhodnym vynisobenim koeficientov a,y , a23, @33 vZdy mdZeme dostaf také hodnoty,

Ze plati

ag; = gy, ay; = G22, a33 = d33.

Antipolarita je teda. uréena rovnicami, ako typ L. d::

’ = ’ - I - : .
:-Ho:x_,,zuﬂanx? Uz = o3X3, (13)

kde

ay =0y, 0y = &, o = 3.
Geometrické miesto autokonjugovanych bodov je uréené rovaicou
Ay X Xy + 0XXo + O3X3X3 = 0, (19)

kde

oy = My, 0y = Oy, Oy = O3.

Je zrejmé, Ze rovnica (19) uréuje wwmnnwcwm_memwc.AJ

Rovnica hyperkuZelosecky- mbze byt dvojakého typu: Vietky koeficienty oy, %3,
a, st rovnakého znanxenka; potom rovnica (18) neméi Ziadne rieSenie. Hyper-
kuZelosedka neobsahuje Ziadne body. V tom vavmao. hovorime o antipolarite elip-

‘tickej.

V druhom pripade, ak dva z koeficientov a, , &, ®3 Maji znamienka rozdielne od
snamienka koeficientu treticho, existuje nekonetne mnoho riefeni rovnice (18).
HyperkuZelosetka obsahuje nekoneéne mnoho bodov. Tento typ nazyvame anti-
polarita hyperbolicka.

6. Teraz preberieme pripad, ked homografia # = J 2 mA len dva invariantné
body a len dve invariantné priamky. Invariantné body st 4, B a invariantné priamky
a, b tak, Ze priamka a = AB a priamka b prechadza bodom A a nie je totoZnd
s priamkou 4. Zvolme stradnicovy simplex tak, Ze body 4, B budu dva z jeho
vrcholov, a to A(1,0,0,), B, 0, 1). Invariantné priamky potom budu a0, 1, 0),
b0, 0, 1). ‘ . . .

Matica homografie # mé kanonicky tvar

2,10

(H)y=1{0 424 0}, (20)
0 0 A

(3) HyperkuZeloseCka je geometrické miesto bodov v rovine, ktoré sii urdené rovnicou

. M XXy = 0,
kde

ay =ay; (k= 1,2,3).
Pozri Segre [2], (str. 603).
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kde - : TR Ay % A5,

Invariantné prvky homografie 5 moZu tvorif involutérne dvojice prvkov v anti-
reciprocite J len tymto spésobom:

bodu A(1, 0, 0) involutérne. odpoveda priamka a'(0, 1, 0),

bodu B(0, 0, 1) involutdrne odpoveda priamka (0, 0, 1).

Z toho potom pre Xoeficienty Tovnice (1) vyplyva:

gy = Q31 = Q13 = 3 = 0.
Matica antireciprocity 4 .ma potom tvar:

oo 0 a, 0
Qu"nu_anno.

0 asy as;

7 rovnice (H) = (T™'%) (1) dostaneme maticu

a1, —Aa32d5; + Gz _ G303z , 933033
¥ & N b
a2 12823 a2 412433 12833
E . = e ;0 —
a2

#H=10 ! 0 - (21)
. 421

_ as; a

0 32 33

: as3 a33

Porovnanim matic (20) a (21) dostavame podmienky pre koeficienty a;,:

dy; _ Gy2 + 33 43y =0
- s 27 Y
ay, Ay 33

Q3,012 F 21923

" Antireciprocitu, ktord mé len dva pary involutérne si odpovedajticich prvkov, ako
sme uviedli v tejto kapitole, a to (4, a'), (B, b), nazveme typom Ila a mdZeme ju
vidy pisaf v tvare

I it ’ - = r -
Uy = %Xz, u; = WXy + 03Xz, Uz = X3,
% oy - s
2 =1 o0y 3= 0lply .
: g 2]

7. Ak homografia # je elacia, obsahuje nekoneéne mnoho invariantnych bodov,
leiacich na osi elacie o, ako 2j nekoneéne mnoho invariantnych priamok, pre-
.ch4dzajtcich stredom elacie bodom O, leZiacim na osi o. Potom aj antireciprocita I~
musi mat nekoneéne mnoho involutorne si odpovedajucich parov prvkov, a to
priamky prechadzajice bodom O a im odpovedajiice body leZiace na osi 0.
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Zvolme siradnicovy systém tak, aby os elacie # bola priamka a'(0, 1, 0) a stred
elacie bod A(l, 0,:0), ktoré si v antireciprocite involutérne odpovedaji. Kanonicky
tvar matice homografie # — elacie je

210

H) =10210]. (22)
004

Stiradnicovy systém a priradenie odpovedajicich si prvkov v antireciprocite

zvolime tak ako v predchidzajiicej kapitole 6. Matica (H) = (T™'%) (T) ma ten isty

tvar ako je (21). Pre koeficienty viak dostavame ine podmienky vyplyvajtice z po-

rovnania matic (22) a (21). Koeficienty v tomto pripade musia spliiatf podmienky
MS _ vmﬁ _ muu 5

= = a,,a %+ 451435
] 22912 21%22
azy aga a3

Antireciprocitu tohto druhu nazveme typom IIb mdZeme ju vidy pisat v tvare
Uy = o0yXy, Uy = 0yXy + AXp, u3 = X3,

kde , o, % . 23

8. V poslednom pripade budeme analyzovat antireciprocitu J, ked prisluina
homografia # = J2 mé len jeden invariantny bod a len jednu nim prechédzajicu
invariantnt priamku. Antireciprocita 7 mé¥e mat potom len jeden par involutorne
si odpovedajucich: prvkov. ’

Zvolme stradnicovy systém tak, aby invariantnd priamka homografie # bola
jedna strana stiradnicového simplexu, a to (0, 0, 1), invariantny bod aby bol vrchol
stiradnicového simplexu A(1, 0, 0). Matica homografie 2 ma kanonicky tvar

A10

@ =011} 4
004

Ked v antireciprocite J tvoria bod A a priamka a' par prvkov involutdrne si
odpovedajucich, potom vychadzajic z rovaic (1) musi platit

ay; =az =0
Matica antireciprocity J mé potom tvar

0 ay; ai3
(T)=| 0 ax a3 .
d31 @32 933
Polozme (T~**) = (bw)-
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Okrem uvedenej podmienky pre stradnicovy systém mdZeme poloZif dalSiu pod-
mienku, a to (%) aby bodu B'(0, 1, 0) odpovedala priamka 5(0, 1, 0). Ked uvaZujeme
tento par odpovedajticich si prvkov v antireciprocite J°, potom pre koeficienty ma-
tice (b;,) dostavame

byy = bs; = 0.
0 a,,
by, =_ 931 Q33 = 031033
ki |
a ayp di3 a2 33
31 as,
Gz Qa3 1822 Q33§

Z toho vyplyva a3 = 0.

Vietky &leny matice (T) moZeme vydelit koeficientom a,, bez toho, Ze by sa jej
hodnost zmenila. Preto dalej méZeme pisat

a a a;; | a
3t . _ 933%2 | 43 . _ G33443 a33
a > g +
13 . G13b31 i3 dy3d3; a3
(H)= a:au_w 42833813 _ 432812 +1+ Q12033 , 412333813 _ Q32813 + 12933
£l .
ay3 a33d3;1 as; a3 3303, asy a3
| o ay a3
2 . asy az; - _

Porovnanim tejto matice s maticou (24) dostavame pre koeficienty a;, tieto vztahy:

ay2034 aia .
273 - 2 =0, tj a;,=0;
ayy asz1

dsq 1 a3 . =

=l= s ). a3 =4as;

a3 aszy
Q3 _ _ 93%s i %2, .
a ’ ..d. Q»w >
13 azy a3z
__ 833043 + 933 _
— M3

ay3dzy a3

a3 |, G33 < =
= + = Ov t.]. —asz + a33 = 0.

as Q13

V tomto pripade mdZeme antireciprocitu nazvat typom III a vyjadrif ju rovnicami:

oy — - =

o 1 ' ' oy = =

iy = —-—X3, Uy = X3, Uz = — = X3 + %X + 03X3, (25)
231

kde Uy = 0.

Auv Podobne ako v [3] pre klasifikciu reciprocity.
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9. Nakoniec urobme prehlad jednotlivych typov antireciprocity v komplexnej
rovine.

i T

Antireciprocita typu la:

r

Uy = &;3Xy, Uy = UyXz, uy = 3x3,
kde ,
% L 0 U &
o e oy oo

Involutérne pary bodov a priamok sii:

(4(1,0,0), @(1,0,0),
(B0, 1,0), 50, 1,0),
(€0, 0, 1), ¢'(0,0, 1)).

Antireciprocita typu Ib:

) -
Uy = 01Xy, Uy = 0zX3, Uz = U3Xy,
kde
oy, %2 3, %
e iy nT R e, —ily
oy &3 5 ay

(4(1,0,0), (1,0, 0)); (B0, 1,0), b'©,0, 1); (€,0, 1), 'O, 1, 0)).

Antireciprocita typu Ic:

’

~ , - , l
Uy = 41Xy, Uy = UzX3, Uy = U3X3,

kde oy = 0Oy, o, = O, o3 * 5.
Involutérne pary odpovedajicich si prvkov:

Vietky priamky idlice bodom C(0,0, 1) a im odpovedajice body, leZiace na
priamke ¢'(0, 0, 1), ako aj bod C a priamka ¢’. Ak existuji autokonjugované pary
prvkov, tieto vypliiuji retazec k'; potom je antireciprocita hyperbolicka. Ak ne-
obsahuje Ziaden par autokonjugovanych prvkov, je elipticka; to je v tom pripade,
ked «, a a, maja rovnaké znamienko.

Antireciprocita typu Id - nzn,uch.,E..
ul o= oyx,, Uy = UyXs, ul = o33,
kde w0 =y, Oy = @, 0y =0
Ak a,, o, oy su rovhakého znamienka, antipolarita neobsahuje Ziadne autokonju-
gované pary prvkov, je elipticka. Ak dva z tychto koeficientov maju rozdielne zna-
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mienka od tretieho koeficientu, vyplnia autokonjugované body hyperkuZelose¢ku
a hovorime o antipolarite hyperbolickej.

Antireciprocita typu Ila:

1 - r - - I -
Uy = %Xy, uy = 0%y + d3Xa, Uz = X3,
kde
o, oy - -
2 =—%1; 00y = Q3.
oy ay

Involutérne pary odpovedajicich si prvkov:

(4Q1,0,0), @', r.ovvw . (B, o. 1), ¥'(0,0, 1))
Antireciprocita typu II. b:

uy = @y Xq, uy = oy Xy + XsX2, uy = X3,
kde a0y F .

Involutérne si odpovedajiice pary prvkov st vietky priamky iduce bodom A(1,0,0)
a im odpovedajice body leziace na priamke a'(0, 1, 0), ako aj par (4, a).

Antireciprocita typu III:

_ oy .5 ' %y = b =
Wy = — ——X3, Ug =Xz, U3 T T = xq + 0yXp + 02X3,
kde oy = O

Involutérne si odpovedajice prvky:

(4(1,0,0), a@, 0, 1)).
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DIE KLASSIFIZIERUNG DER ANTIREZIPROZITAT
IN DER KOMPLEXEN PROJEKTIVEN EBENE

BoZena Mackova

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Klassifizierung der Antireziprozitit in der komplexen pro-
jektiven Ebene durchgefiirt. Umn\nmﬁn_bou Typen sind je nachdem bestimmt, welche Formation
die Hauptelemente dieser Transformation bilden. Bei der Untersuchung der mmmcuﬁoaobﬁ geht
man aus folgender Erkentnisse aus: das Quadrat der Antireziprozitit J ist die Homographie .
Zu jedem Invariantpunkt M der Homographie 5 kann man einc solche Gerade m’ finden die
auch in # invariant ist, so daB (M, m") Hauptelemente in der Antireziprozitdt 7 sind. Und E.am@.
kehrt, wenn die Antireziprozitit T ein Paar von Elementen (M, m"), das einander w.n<o_=81wor
entspricht, enthilt, sind diese Invariantelemente der Homografie 7,
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