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CONTRIBUTION A EAPPLICATION DES MATRICES
SPATIALES DANS LA THEORIE DES COURBES
ALGEBRIQUES PLANES DU 4° DEGRE

CYRIL PALAJ, Zvolen

La théorie des formes quadratiques est une des parties de la géométrie analytique
des plus belles et le plus complétement traitées par les méthodes algébriques. L’exposé
particuliérement systématique dans la théorie classique de ces formes a été atteint
par l'usage des matrices 4 deux dimensions ou de leurs déterminants. Il est tout
naturel de se poser la question §’il est possible de traiter les formes algébriques de
degrés supérieurs en se servant des matrices & plusieurs dimensions. Le traité qui suit
veut €tre une contribution a la théorie des formes algébriques du 4° degré au point
de vue de I’application des matrices 3 3, 4 et 5 dimensions. Ces matrices a plusieurs
dimensions, avec n 2 3, d’aprés N. P. Sokolov, seront appelées matrices spatiales.

Considérons une forme quadrilinéaire avec 4 séries de n + 1 variables:

(1) ,(2) J(3) ,(4).

Xiy s Xiy s Xiy's Xig '3 dyy sdg =1, ,n+1 . (1)
c. a d. la forme:
n+1
< 1 4
.\. = M an :.FHan uﬂm; V. ANV
i1y ey iq=1

D’une fagon analogue a la construction de la matrice de la forme bilinéaire
a partir de ses coefficients, construisons avec les coefficients de Ia forme quadrilinéaire
(2) la matrice & 4 dimensions

A=lla;, .l

du (n + 1)° — degré. En nous servant de la théorie des matrices spatiales, nous
montrerons que ’hyperdéterminant

A =lai il 3
de la matrice A de la forme quadrilinéaire (2) est soq invariant de poids 1 par rapport
au groupe des transformations linéaires pour chaque série des variables (1). Dans ce

but décomposons la matrice A dans le plan a 'aide‘de ses coupures bidimensionnelles
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i i iy 3 tes des indi-
d’orientation (i;i,), c. a d. des coupures A, ., avec les valeurs oomagn
ces iy, i des éléments a; i, [1]. Nous trouvons un tableau carre

| s
> (i2)
A, A2 >r=+?$r

(i)

Az Aszigis oo | Ao ns 1, i ) @
A = i !
z . o
Y,
A1 ! A2, 000 | A, 1,n+1,i3is (i)

avec

Qiyizi1 ;012 v Byigt,nt1

a;. S @y <o Qiin2nt 1 .
A _ iyiz21 10222 12 0yl = ﬂu oy + 1.
i

iy ... ia e e cee e e e e s

Qijiyn+1,1 Digin,n+1,2 - Qiyinti,n+l ||

Sousmettons la forme f 4 une transformation linéaire réguli¢re

nt+l -
X0 = 3 (Ox0 . &)
i=1

ol g est un des nombres 1, ..., 4 et i=1,.,n+ 1
La matrice de la transformation linéaire (5) est

T@ = || va i, Li=1.,n+1

son déterminant T@ étant différent de zéro.
Aprés la transformation nous aurons la forme
& %
) fe-Dyl@ @+1) &)
.\Aav “ M. Qm%vt.-. r.x: ...H. x_..&R ....N:

g-1iglg+1 - ig-1 le+t
f1y.0504=1

avec la matrice
n+1l

>AS = __ M Qr mnlnp.mn\.‘- ?nWm“ : A@v
A=1

qui, aprés la décomposition dans le plan d’aprés leurs coupures bidimensionnelles
Jd’orientation (iyi,), prend la forme

, | )
@) (2) @
>~a:ur * A2 oo | AL n41,isia i
@ o
>A~n~v~u? >~nwmur. >N.=+~.JE A\\v
AW = !
C o wfm Bs T om el e ® 5 H @
i Y
(@) )
>mwrr..ur M.mwrn;u: e P ARE g et igia || GO
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(¢) (e) {
Q11 Digdy12 i ‘,amw_.wr.. +1
(e) (@) (e
A = Qigiz21 iiz22 n:wuuzl_ .
ig... 0 . s 1,1y = ﬂw ,n+ 1 va
{e) ) (e)
Qirizn+1,1 gign+1,2 - Ligia,nt1,n+1
avec
© n+1l
e (0)
C Ay ig »MH«:T.. ig-1higai...islaly * =y ®

Posons g = 4. Nous aurons:

n+1 :
@ _ 4
a;, i, I.»IMHS_FE&:W. 10)
En tenant ..uoacﬁ de ce que dans les matrices (4) et (8) les deux premiers indices sont
constants, introduisons des notations symboliques par les relations suivantes:

() (e)

( — (4@ .
Q-mnmur - Aﬁm-mnvmu..a - Ruurg

Qiizizia = An_.:.nv..ur = Wizige

L’expression (10) prendra alors la forme

o n+1i . X :
Qm- 7 "»MMR..MNNMM.N ol X AH HV

La .nn_mmos (11) nous montre que les coupures bidimensionnelles (8) sont les
produits des coupures (4) par la matrice T®. La matrice- A est alors le produit

o = 4 T 2
de Ia matrice A par la matrice T selon I'indice #,. Nous avons donc
A® = Afi} TW.

Si nous transformons la forme quadrilinéaire par les transformations (5) pour
¢ = 3, 2, 1, en comparant les coupures bilinéaires correspondantes de la matrice A
et de la matrice A®@, nous trouvons d’une fagon générale o

A® = A{i,} T® (12)
pour chaque ¢ = 1, 2, 3, 4.
La matrice A®? a comme I’hyperdéterminant

‘MQH + + HNAAHV_"_QH H_.Hon”k.NJAnu. AHUV

A=1 4 .:mn-l_tn‘:.:? Ay i1...da

Ainsi Phyperdéterminant A est I'invariant (de poids 1) de la forme quadrilinéaire f par

rapport au groupe des transformations linéaires régulieres pour chaque série des
variables x@ ¢ =1, 2, 3, 4.
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Si nous faisons subir successivement a la forme f toute une série de transformations
linéaires (5) pour ¢ = 1, 2, 3, 4, nous trouverons la forme
nt+1l

(1) 4)
fr=% a X - X,
iy...14

avec la matrice

A = ||, iys i = 1 o b1

A
Pour Phyperdéterminant A’ de la matrice A’, d’aprés (13) nous avons

A =ldy +|=4.TD .. T®

iy... 14

- , ,
k~ — \A . : N.Anv.
e=1

Si, dans la forme quadrilinéaire f; nous faisons subir 2 toutes.les séries des variables
%@, o = 1, ..., 4 1a méme transformation linéaire avec la matrice T dont l¢ déter-
minant T # 0, nous aurons la forme f* avec la matrice A’ dont ’hyperdéterminant

Y

est'lié & Phyperdéterminant de la forme f, en tenant compte de (14), par la felation
A =A.T* (15)

Si, dans la forme quadrilinéaire (1), nous posons ) = () = (P =) =

= (x), celleci deviendra une forme- algébrique du 4° degré ‘

n+l

.\. = M~ iy idXiy o Xig ‘ Aﬂmv

avec une matrice 3 4 dimensions symétrique du (n + 1)° degré:
A=lla,.. It

Son Eﬁo.amﬁo_.am:wi est invariant de la forme (16) de poids 4 et la relation (15)

‘reste valable pour lui, 4’ étant ’hyperdéterminant de la matrice symétrique A’ que

nous trouvons a partir de la forme (16) au moyen de la transformation linéaire, avec

le déterminant T # O. . ¢ =G
Nous aurons donc:

Théoreme L. L hyperdéterminant (3) de la matrice A de la forme quadrilinéaire (1)
est son invariant de poids 1 par rapport au groupe des transformations linéaires
réguliéres pour chaque série des variables xM,:u o xmvw ify g =1 .,m+ 1.
Quant .d la forme algébrique du 4° degré (16), Uhyperdéterminant de forme (3) de la
matrice syméirique correspondante de cette forme est son invariant de poids 4.

Dans la suite nons allons chercher la signification géométrique de linvariant 4,
pour n = | et 2, et des invariants simultanés de deux et trois formes algébrigues

ternaires du 4° degré qui se rattachent a Pinvariant A.
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Considérons d’abord le cas n = 1, <. 4 d. la forme binaire du 4° degré:

2

f= M Qi oigXiy = Xig- an

fi...ia=1

La matrice A, aprés le développement dans le plan d’aprés ses coupures bidimen-
sionnelles d’orientation (i,i,), prendra ici la forme:

1111 91112 | C1211 F1212

Qy121 Q1122 {1221 41222 _>:..ur “ Az,

(18)

2111 Q2112 | @2211 92212 _>~:ur

Az,

Q3121 Q2122 | 92221 G2222

ol les symboles A, _;, représentent les matrices carrées correspondantes aux indices

fixes en 1% et 2° place. L’hyperdéterminant 4 de la matrice quadridimensionnelle
(18) est : . .

i
>H,.<H-.um‘ “ >uN_.ur

\&"

>Nwmur

Azzisis

Celui-ci peut s’exprimer comme la différence de deux déterminants cubiques d’orien-

R
tation (i iyi3i,).
Nous avons:
+ +
‘> (hi2) . - (fHi» T
> (iq) (i9)
A= _ >::... _ >-_.ur_ ,_wl - _ >_~..ur_ >~:u...._ _lv &

Y
@i3) (i)

En développant les déterminants cubiques et en effectuant I'addition, nous trouvons:

) ,
A= 0a,111a2225 — 48111281222 + 3a3123. (19

Dans I'expression (19) nous reconnaissons un invariant connu dont la valeur nulle
est une condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points déterminés par
Yéquation f = 0 soient dans le rapport équianharmonique. Nous avons donc:

Théoreme IL. La valeur nulle de I hyperdéterminant de la matrice quadridimensionnelle
de forme (17) est une condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points déter-
minés par U'équation f = O soient dans le rapport équianharmonique.

Considérons maintenant le cas n = 2, c. & d. la forme algébrique ternaire du 4°
degré:

3
f= M Qi igXig... Xig- (20)
fiyesda=1 .
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L’équation f = 0 détermine généralement une courbe algébrique plane du quatri¢me
«degré. Passons a la notation symbolique. La forme f s'écrira alors:

3 4 3 4
f=@) =) ==Y ax]= mMpr_. =.
i=1 =
.ol aprés ’élévation des trindmes entre parenthé&ses & la puissance 4, nous posons:
a;, - Qi = iy i by, .- bi, = by i 2n
avec égalité:
@i,..is = biy iy (22)
Ensuite considérons la droite:
3
u, = M Uux; = 0 Ava

.

et cherchons la condition qui doit lier les coefficients %; de Péquation de cette droite
aux coefficients a;, _;, de la quartique f = 0 pour que la droite u, = 0 coupe la
quartique f =0 en quatre points en rapport -équianharmonique. En supposant
u; + 0, de 'équation (23) nous tirons:

UgXy + UpXy

X3 = — .
3 U,

) % _ 4 Y
Aprés la substitution de x; par cette expression dans f = (a,)* = (b,)* = 0 et apres
la simplification nous aurons: :

(kyxy + kyx,)* =0, (Iyxy + 1xp)* =0 249
avec
Ww = Qs — hugnu NﬂN = QN-&U e QuﬁNu AN\MV
I, = bus - bauy, I, = byu; — bsu,,
ol
a; = b;

En élevant les puissances indiquées, les équations (24) donnent
nd 2 (4 -
4 42 1 4-2(1 x V=0
k =0, Ix,) 4 (1x,)
»Mo Jl (kyxq)" ™ ( 2%2) »M‘o 1 (I1%y
d’ofi, en nous servant des expressions:

(26)

nous aurons:
Tki iXiXig = 0, Ll aXi X = 0 27N
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avec
Koo = by i3 iy, vl =12 (28)
Les deux équation (27) déterminent les mémes 4 points. Pour que ces quatre

ﬁomim soient dans le rapport équianharmonique, d’aprés le théoréme II il faut
et il suffit que

+
kit11 k1112 {ki210 Ki212 > ()

ky121 K112z k221 Ki22z @

k ]
= 0. (29)
\ﬂNwwn \ANMMN NﬂNNuu \ANNMN

ol
)

NGNMNM NﬁNMNN \ﬁNNNM *NNNN *
(i)

En nous servant de (26) et (28) nous donnerons & _,oannmmmoc (29) la forme

K, | K, G| > o
K3k, kK3 | kK3 Kok} *iy “
+

-0 (30)

gL, B2o\BRe LB

BeoLE Lo |
@iy)

En Bn:m:.ﬂ en facteur k, et I, dans les coupures tridimensionnelles respectives
de la matrice de I’hyperdéterminant (30) et en décomposant le nouvel hyperdétermi-
: ~+ti

nant en différence de deux détermi i *ori i iyiyisi i
erminants cubiques d’orientation (i,i,i;i,), la relation

(30) deviendra:

.\).IT , .
K3 2 7 : 2 213 7
kyl, 1 kikp |13 415 > G M kiky kok3 |13 131, > o
2 ¥ T =
Ky k2| L2 B | k2 2L L 0-G1)

m.nm.ES en mettant en facteur les coefficients communs des éléments des coupures.
bidimensionnelles respectives des matrices des déterminants cubiques dans 31
nous aurons: !
: L+

) IN.v (f1i2)
ki kiky 1T Ll > G

: 2 y -
?55?&@

kdy | kyly
)+

5 = (i1i2)

K ko | L[ e

kiky k2[00, 2 |dy
1 4

- \ANNM

60

Evidemment, la derniére relation peut stre écrite sous la forme:

, - @i

I kyk, |1 L] >

kg | ! w 211 1 w 4_..1 (kyly — kaly) =0
FFFENN?EV

d’oll nous aurons

2 2
k., k3 _«NLS + I3 __~- .QSNN — kyl) =0,
-~N NN Wﬂ\hw NAN
i, (k| 12 | 5:,_ kika N kgl — kaly) = 0
L1, d L, :
ef finalement
kil, it kel — kaly)* =0
Li,
c.ad -
kil — .\S:v» = 0. (2

En substituant k,, k,, I,, I, dans (32) par des relations (25) nous aurons:
[(ayus — asuy) (baus — bsuy) — (@2us — asuy) (byus — byu)l* =0
et aprés remaniement et divison par le facteur commun us:

(aybyus — ajbsuy — azbyuy — azbius + a,byuy + azbyuy)* =0

c.ad
a, a; as ¥
by by bs| =0 (33)
Uy Uy Us
ou simplement
(abu)® = 0. (34)

La relation (33) ou (34) est une expression symbolique de la relation cherchée
qui doit &tre remplie par les coefficients u; de la droite (23) et ceux q;, ;, de la
quartique f = 0 pour que la droite (23) coupe cette quartique en quatre points
dans le rapport équianharmonique. Si, la quartique f = 0 restant fixe, la droite (23)
change de position, I'équation (33) ou (34) est une équation symbolique de 'enveloppe
des droites coupant la quartique f = 0 en 4 points dans le rapport équianharmonique.
Cherchons 1’équation non mwaco_mp:n de cette enveloppe. Les calculs seront de
nouveau facilités et raccourcis par Iemploi des matrices et des déterminants
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a plusieurs dimensions. Dans ce but oo:m::_mosm les matrices quadridimensionnélles.

du 3° degré:

A Araigie | Arsni || > @
—> (i

A= Az, Azzisis | A3y,

Y
(i3)
Y

>u:ut >mNmut >uh:u_.a i)

w-..u? w-mu-.a w—umu«,n ._[...IIV. (i2)
> (i4)

B = wN:u... WNN:.... wn.:u... 32 Omv.
(i3}

Y
Ww:.ur B2y, B3y, || @

u

t1iie | Yazigig | Unangee || > @
> (i)

U= Cn:ur CNN..ur anmur ¥
R (i)

Y

Usiii Usaiy, | Ussge || @

ol les symboles A, ;,,B;, ,, représentent des matrices carrées du 3¢ degré aux
€léments a;, i, bi,..i, ayant des indices i, i, fixes, et les symboles U,
représentent des matrices carrées du 3° degré aux éléments u, ...u;, aux indices
fixes i, i,.

Pour les coupures tridimensionnelles de la matrice A ou B ou U dans (35),

d’orientation (i;), convenons successivement des notations A A A, ol B,
B.,B,ouU, U, U  ,cad

ry? r23
— () > (ia)
>J = __ >~:ur. _ >-.u.a _ >wu-u§ __ _|
A.uv
— (i2) .
> (iq)
>J = __ >~:u... _ >n~:..._ _ >~.:ur = ,_xl )
(i3)
— (i2)
> (ig)
>~.u = = >u:u§ _ >uN_uI _ >uu5§ __ 7
?uv
— (i2) .
> (ia)
= | W_:ur_ Bizisi, _ Biaiyi, I ﬁ
(is)
— U2) .
> (ia)
B, = | Bayiyi, | Bjsisi, | Basiy, |l 4_‘1 .
(is)
— (i2)
> (i)
__ wu:u_a _ wufu; _ Wuu.u.a = j
A_uv
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— (i2)

> (is)
C: = | C_:ur | C:..ur f CSJ: I N

— (i2)

> (i)
= | C»:ur | CN;F_ C»u:: i a

(ia)
ey (i2) ;
> (i4)
= | Cu:u_.._ Cu:ur _ Cuu_.t.; I ,_\I .
/ (i3)

Ainsi les matrices quadridimensionnelles (35) peuvent s’écrire:

> (i2) o (i2) P .c.nv
>: E_ —> A:..vn WJ ! _|\|V (i) CJ _!|V Ge)
_ - 6
A=A, Y , B=|B, Y , U=j U, AMV . (39
:u. <¢uv i e
>J AHV W..u (i) r3 || (i)

Avec les matrices quadridimensionnelles (36) nous pouvons construire une
matrice A cinq dimensions de 3° degré:

—p (o) X
—— > (i2)
[ > (12) ~ >: W: C: _ ———> (i4) .
—> (io) _llv (a) i a7
—JABIUL |V =[AL| B Ua |y
Y (is) .
) >..u WJ CJ (i1)

ou T'orientation (i,) indique le sens du changement des lettres A, B, U.
Le déterminant P = P ., , de la matrice P a cinq dimensions peut s’exprimer

(ioiy ... i4)
sous la forme: ®
m.“>>+§~+~§ul§»|§ul>? (
avec . A.wv
Y —> (2
>_-_ > :nmv >#u-.umt >~Nmu-.a >~u-.umu u.n
——> (4 —> (ia)
M, = ws = wwzur wﬁtr wum&r
b4 ) Y M
U, M cmv Usiiie | Uszisia Ussisi ()
Gol1) (iol1)
B zwv
iz — (2
A, > @ A | Aszisic | Azsisia :
: > (i > {9
M, =B, = | B31iyi, w.u?.ur Basisi J
N2
Y t
u, M :w: Uitiia ! U240, | Viaisig * ()
toi1) (foi1)
+
i > (i2)
A v:mv Ay, | Asziai Asziyi, +
” ——> (ia) —> (i4)
M; = m: = W_:ur Bisisi Bi3isic 5
b — 1 | Y £
u, H :H: o 1 Uapi0s | YVa2isia Usaisi * (i3)
(oiv) (foin)
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+ +
3 (i) —> (i2)
A, Aw Asiisia >u~:_.. Asiiyig +
——> (i4) —> (i)
M, = ms v = NN:ur wmnar wnu_.ur
- Y
v + Y %
C: t () Ujiisi, Cﬁrr C;ar + (is)
(iof1) tioi1)
AHV +
————— > (i3 A —> (i2)
>..N ml_r 3 >N~mu-.a >NNmu~.A >Nw-.uma uw )
—> (ia —> (i4
Em = w: = w:_fr WS#: W—wtr
Y : Y
v Y +
u, * (s) Usiii, Usziis | Usaiia FRG)
(lol1) : (ioi1)
+ +
> (i2) > (i2)
>: 5 Mh.. A, Ay, Ay, Aur.v
— iq — —> (ia
Mg = Wc 4 = Wu:ur wunmr wuu..ur H
v ot ; \ 2
CJ + (is) Uzt Uszisi CB:.... (i)
(oin) v (ioi1)

-qui sont des hyperdéterminants quadridimensionnels.
Pour 'hyperdéterminant quadridimensionnel M; nous avons

M, =Ny + N, + N3 — N, — N5 — N¢
-ol
. )+
—p (ioi1i2) > (ig)
N, = | >_:ur [ wwn..u: _ Cuu:r _ ﬁl
(i3)
Py
— (ioi1iz .
> (ia)
ZN = _ >Smr _ W»u_.:.. _ Cu:ur_ ﬁn
. (is)
ot
R (1,153 1 .
> (ia)
N, = ! >:$: ! wnzur { C.St..._ ﬁl
(is)
. i
—— (dot1i2 3
> (iq)
Ny =] >E..ur | WNN_.ur I Cu:ur_ ¢_.\|
(i3)
)+
——» (i0i1i2) .
> (ia)
Ns = _>S..ur { wn:ur_ Cum:..._ ,_wl
(ia)
)+
—» (ioi1iz) > (ia)
Ng = f >:..ur _.wNu_.ur_ C,Scr_ ¢_”.. .
(i)
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Si nous exprimons les matrices A;, _;,, By, i, Yi,..i, au moyen de leurs éléments
et si nous introduisons les produits symboliques par les relations

Ajy..ig = CiyiQisiys by i = b ibisie (40)

et si nous mettons en facteur les coefficients communs des éléments dans les coupures
bidimensionelles correspondantes, nous aurons:

+
—> (i) 5
_ 2 > (i)
Ny = ay1byous | @iy | bigi, | i, ,_xl
(i3)
5
—» (io) R
> (ia)
N,y = aysby3u3u L ag,, | by :a:r_ hl
(i3)
"
- (io) g
» (ia)
N3 = agsbygusus | @iy, | by, fuu,l 4_\1
(i)
+
—> (i0) "
> (i)
N,= ay3byouauy | 83y, | iy, ugu, | ﬁ
(i3)
+
— (i0) .
_ 2 > (i)
Ns = agbyui | ay,| by, {uiug ,_xl
(i3)
+
—» (i0) :
> (iq)
Ng = ay bysusiz | @ugiy | bigs, L4100, ,ﬁ;
(i3)

en sorte que d’aprés (36) nous pouvons écrire:

2 5
M, = (ay1b5u3 + ayzbysthau; + ay3bygusu; — ay3byuzuy ~
+
~> (i0)
2 > (ia)
— ay2byu5 — ay1by3usiy) - | @i, | b, | usuy, | J_\I .
(i3)
Aprés Pintroduction d’une décomposition symbolique des éléments a,;,, by,
par les relations

Apig = Qi34 Fur = Fuvr 41)
et en utilisant la notation
—» (i0) : — (io) :
> (ia) (i)
| @iyig | Bayig | 25, | ﬁ = |aai, | bibi | uiuy, | @Iv
(i3) g (i3)
nous aurons . o
E— = . em AA.NV
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avec
S|II.QN®~§~+§EUW~\® +§§@®=§l§§~v~=:|
1 1¥2%3 16223434 14372717302 1438208143

2
— ajaybbu; — a3bybyuqu, .

Pour le déterminant cubique @ nous avons:

2 2
ay a,a, a.a; Ui Uy Ul va mevn @»@u
@ = |byb, b2 bobs | + |a2a; a3 2
30y D3 D2D3 aay a;  Gxay |+ |Ugly Uy WUzt
2 2 "
UsUy Uzl Uy Uu@ﬂ Wu@m Ww aay diap Q\m. “
2 2 2
ul  ugu, ug, b:  b.b, byby a: a0, aya; ]
2 . 2
+ @N@» @N @N@w + {axa; ax a,as + | uuy :w UyUs

2 2
asa; axd; 43 Uzuy Ugly U3 | b3by bs3by b:

et aprés simplification

© = (abuts + byuras + usazby — usbyas — asuzbs — biaus).o  (43)
avec
a, a; a3 |
@ = | by by by | = (abu).
Uy Uy Us
L’expression entre parenthéses dans la relation (43) est évidemment aussi égale 3 ¢.
Nous avons donc:
o = ¢? = (abu)’. (44)

En substituant dans (42) nous avons

M, = (abu)® . oy : 45)
En procédant d’une fagon analogue pour M,, M;, ..., Mg nous trouvons

M, = (@bu)* .0, i=23..6 (46)
avec v
W, = a3biub + a,a3b1b3u U, + a1asbibrtius — a,azb,bsus —
— a3bybyusuy — a,a3biuaus,
w3 = abiul + a,a,b,b3uu; + ayasbibsugt; — alb,bsuguy —
= anauwnwu:w - 3@&5:?
w4 = b3a%ul + a,azbibyugus + aiazbybauiu; — aasbiuus —
— aya3b,byut — azbybuyus,
ws = atbhus + ayasbybsusu; + aya;bibusus — ayashibyus —

2 2
— ayabyuu, — ashybauyus,
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2p2 2 2
w, = azbius + asaxb bibyus + a,azb byuyuy — azbybsuus —

— a,azbybyul — ayazbluss.
En substituant dans (38) les M; par les valeurs (46) nous avons:

Pas o = @u}? (0 +® + 03— Q= B~ wg)- 47

(ioiy ... ia)

Nous trouvons facilement que
2 LY
8_+E~+eu|S>lEm|8mH8NA§SN.

En substituant dans (47) nous avons

Piy s = (abu)* (48)
(foiy .. i4)

Ainsi le déterminant P, s+ dela matrice 2 5 dimensions (37) prend la forme

(ioit .- 18)
symbolique du 1% membre de I’équation (34). I1 est évident que le procédé inverse
permet de@ransformer Péquation de I'enveloppe des droites coupant la quartique
f = 0 en quatre points dans le rapport équianharmonique, écrite sous forme sym-
‘bolique (34), en une équation de la forme . ,

+ > i)

.I.Y :.‘ov ._||V A..av
m.Hw+HHH_>_,W_C_R< Ho. Q—ov
(ioi1 ... i4) (Y

@)

nous pouvons donner

1...ia

En tenant compte de la relation imposée a;,..i, = b:
3 P’équation (49) une forme définitive

+ » (i2)
. —y (o) —> (i4)
P=|ATAU| |} =0. (50)
s
iy

Nous avons donc:

Théoreme XL L’équation (50) dans laguelle A, U sont des matrices quadridimen-
sionnelles de (35) est une équation de I’enveloppe des droites (23) coupant la quartique (20)
en quatre points dans le rapport équianharmonique.

Considérons ensuite deux quartiques

f=(@)=0 g= (bt =0 (51)
avec les matrices
| > (i2) > (i2)
—» (i) ﬂ‘Y (iq) —» (o) _l|V (ia)
A = || digiia v s B = | bigiy.ia I iv
(i3) - Y(is)
(i1) (i1)
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ol les relations (22) ne sont généralement pas valables. Coupons ces quartiques
par la droite

u, = 0. (52)

En éliminant la variable u, des équations (52) et (51) nous aurons, aprés simpli-
fication, les relations

(kyxy + koxy)* =0, (ixg + Lx)* =0 (53)
ou
ki = aju; — nwsu ky = au; — asu,,
1, = by — byu,, I, = byuy — byu,.

En développant les relations (53), pour les points d’intersection de la droite (52)
avec les quartiques (51), nous aurons les équations :
e 42 i e 42 !
M 1 (kyx1)* ™ *(kax2)" = O, M 1 (I3x1)" " (Ix,)" = 0.

=0 =0

Demandons que ces deux ensembles de points soient apolaires. La cogdition né-
cessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi s’écrit:

4
{4\, -
2 (=1 1 (kylp)* ™ (kaly)' = 0
2=0
L keyk, an .
| b
que nous pouvons, d’aprés (32), (33) et (34), écrire sous la forme

(abu)* = 0, (54)

les relations (22) n’étant pas valables.

En comparant la relation (54) avec les relations (48) et (49) nous trouvons que
la condition (54) peut s’écrire sous la forme

& > (i2)
- (io) —> (ia)

lA[BlUY | =0, (55)

ol A, B sont des matrices quadridimensionnelles symétriques formées des coeffi-
cients des quartiques (51).

La droite (52) n’a été soumise & aucune autre condition que celle de couper les quar-
tiques (51) en deux divisions de quatre points mutuellement apolaires. Ainsi donc

I'équation (55) est celle de I'enveloppe des droites coupant les quartiques (51) en
divisions apolaires. Nous avons donc:
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Théoreme IV. Lenveloppe des droites coupant les quartiques (48) en deux divisions
de 4 points mutuellement apolaires a pour équation

> Gy | > G

o A, B, U sont les matrices (35).
Considérons ensuite trois quartiques:

f=(@)=0 g=@®)=0 h=() =0 (56)

L’enveloppe des droites coupant les quartiques f et g en deux divisions de quatre
points mutuellement apolaires est donnée par Péquation tangentielle (55). De-
mandons que cette courbe soit apolaire envers la quartique k. Pour y satisfaire
il faut et il suffit que la somme des produits des coefficients correspondants de
P’équation ponctuelle de la courbe 4 et de I’équation tangentielle de la courbe (55)
soit égale a zéro. Cette somme des produits peut etre effectuée de telle sorte que
dans I’équation (55) nous poserons

U oo Uyy = Gy,

ol les ¢;, _;, sont les coefficients de ’équation de la quartique 4. Nous aurons
A )
— (o} —> (1)
|alBlCI || =0 57
Y (i3)
(1)
Nous pouvons arriver & la condition (57) aussi en demandant que la quartique g
soit apolaire envers I'enveloppe des droites coupant les quartiques f et /2 en deux
divisions de 4 points mutuellement apolaires. Nous aurons

+ > (i2)
—_— (io) —> (ia) —y  (i0) _llv. (iq)
|A|CIB] | =|A|B|C| |y

Y(ia) Y(is)

(1) (i)

i
o

ce qui est aussi 'équation (57).

Pour que la quartique f soit apolaire envers I’enveloppe des droites coupant les
quartiques g et k en deux divisions de 4 points mutuellement apolaires, la condition
en est:

; + > (i2)
- (io) —> (ia) —p lig) _4||!Y (a)
IBIClA] || ~|A|BIC| | 0
Y(i3) Y{is)
(iz) (iy)

ce qui est de nouveau _,mp:m:o: (57). Nous avons donc:
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Théoreme V. La condition nécessaire ef suffisante pour que chacune des trois
quartiques f, g, h soit apolaire envers I'enveloppe des droites coupant les deux autres
quartiques en deux divisions de 4 points mutuellement apolaires, s’exprime par

- ——> (i2)
> G0 | _\-,v (ia)
(aTeicl || =0
(i3)
(i)
o A, B, C sont les matrices des quartiques f, g h

Cela signifie que la relation (57) est une condition nécessaire et suffisante pour

que la quartique f soit apolaire envers la courbe

+ > (i2)
— (i0) _'IV (ia)
IBlC|U| |y =0
£ Y(i3)
It
la quartique g apolaire envers la courbe
+ > (i2)
(o) ||v_ (i)
[AlCIU]| | v =0
(i)
() -
et la quartique £ apolaire envers la courbe
+ > (i)
—» (o) _llv. (ia)
IAIBIU]| | & = 0.

Y(i3)
(i)

Admettons maintenant que deux des trois quartiques (56) se confondent, soit
par exemple h, g. La relation (57) deviendra .

+ > (i)
> o) | _|tv (is) . .
_>_w_w__< = 0. (58)

Y(i3)
(i)

En prenant en considération que, d’aprés le théoréme [V, 'équation
+ > {i2)
—  {i0) _|||Y (ia)
IAIBIUT |y =0
Yiis)
(in
est celle de Penveloppe des droites coupant les quartiques f et g en deux divisions
de quatre points mutuellement apolaires et que, d’aprés (58), équation

> (i2)
——> (i4)

Y{(is)
@i

S
— (o)

|B|BjU]

=
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est celle de Penveloppe des droites coupant la quartique g en 4 points dans le rapport
équianharmonique, nous trouvons facilement que la relation (58) exprime une
condition nécessaire et suffisante d’une part pour que la quartique g soit apolaire
envers I'enveloppe des droites coupant les- quartiques f et g en deux divisions de
4 points mutuellement apolaires, d’autre part pour que la quartique f soit apolaire
envers Ienveloppe des droites coupant la quartique g en 4 points dans le rapport
équianharmonique. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoreme VI. La valeur nulle du déterminant d cing dimensions

+ > (i2)
— (io) _||.Y (i)
|AIBIB] | v
(i)
(i1)

ot A, B sont des matrices quadridimensionnelles symétriques formées des coefficients
des quartiques f et g, est une condition nécessaire et suffisante d’une part pour que

la quartique g soit apolaire envers Penveloppe des droites coupant les quartiques f et g
en deux divisions de quatre points mutuellement apolaires, d’auire part pour que la
quartique f soit apolaire envers P'enveloppe des droites coupant la quartique & en quatre
points formant un rapport maia:w&ie:@:m.

11 est évident que
+ > (i2)
— o) > (ia)
|ATAIB] |} =0
Y(is)
(1)

est une condition nécessaire et suffisante pour la propriété que nous aurons a partir
du théoréme VI en échangeant mutuellement les quartiques f et g.
Si toutes les trois quartiques f, &, h se confondent, la relation (57) deviendra
> (i2)

%
— (io) 3 (ia)

[ATAIAL LY = 0. aov
an?

En considérant que I'enveloppe des droites coupant la quartique f g h en quatre
points dans le rapport équianharmonique a pour équation

+ > (i2)
> G | —> U

|ATAIUL | ) =0,
Y(i3)
(iy)
il en ressort que la relation (59) est une condition nécessaire et suffissante pour
que la quartique f soit apolaire avec ’enveloppe des droites coupant la méme
quartique en quatre points dans le rapport équianharmonique. Nous avons donc:
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Théoréeme VIL. La relation

+ —> (f2)
— {ip) _\;}V (ia)

|ATAIA] ] =0 . (60)
Y(ix)

(i)
est une condition nécessaire et suffisante pour que la quartique f soit apolaire envers
Penveloppe des droites coupant cette quartique en quatre points dans le rapport
équianharmonique, ¢. d d. envers son contravariant équianharmonique.
Le déterminant & 5 dimensions du 3° degré dans la relation (60) avec les coupures
quadridimensionnelles égales A d’orientation (i) peut s’exprimer comme un
3'-multiple de I’hyperdéterminant de la matrice A. Nous avons

+
———p  (i0)
_ > (i
S —— {0 Al | Ar2ii | Aisisia s :”va
— (o) _alv i) H
[AJAIA] | = | Aty | A22isiy | A23iy1, | @ | @ (61)
P w )
i . Y
! [ A1, | Asziis | Assisi, _ i

ou le signe @ signifie la répétition de la couche quadridimensionnelle A. En dévelop-
pant le déterminant & cinq dimensions (61), selon la régle de Sarrus. généralisée,
en une somme de déterminants quadridimensionnels, nous aurons

L > (i3}
¥y > (i2) Ayyigi, ﬂ Agoiiy | Arsisig "
—» (o) _lv (ia) ‘
|AlA[A] _ Y = 3! >N:ur >~N..t.a >Nu_.ur | Y =314
13
' ~>u:ut >u~¢: ‘>uum...r ()

ol A est ’hyperdéterminant de la matrice quadridimensionnelle A.
Ainsi la relation (60) peut s’écrire sous la forme

A=0.

En méme temps nous avons trouvé aussi la signification géométrique de
I’invariant 4 pour n = 2. Nous avons donc:

Thécréeme VIII. La qeu&:.ea nécessaire et suffisante pour que la quartique f soit
apolaire envers son contravariant équianharmonique est A = 0, A étant Uhyper-
déterminant de la matrice quadridimensionnelle A de la quartigue f.

En résummant les résultats précédents nous pouvons constater qu'au cours
de nos recherches nous sommes arrivés aux relations de deux types, a savoir celle
du type (55) et celle du type (57). Les relations du type (55) représentent les formes
contravariantes simultanées équianharmoniques de deux courbes algébriques planes
du 4° degré. Si, dans les relations (55), une de ces courbes se trouve représentée

deux fois par sa matrice, la relation (55) donne un contravariant équianharmonique
de cette courbe.
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La relation du type (57) teprésente la valeur fiulle de linvariant simultané de
trois courbes algébriques du 4° degré. Sa signification géométrique est exprimée par

le théoréme V. Si une des courbes considérées est représentée deux fois par sa matrice

dans la relation (57), nous en déduisons des relations invariantes simultanées spéciales
pour deux courbes algébriques du 4° degré. Si A=B=C, la relation (57) peut
atre mise sous la forme (62) dont la signification géométrique est donnée par le
+ > (i2)

—» (o) | _llv (i

théoréme VIIL. Lexpression | A|B|C| | v

est donc un invariant simulitané

(i)
fondamental de trois courbes algébriques du 4° degré. Des cas spéciaux de cet
invariant (lorsque les courbes se confondent) donnent des invariants simultanés de
deux courbes et Pinvariant d’une courbe du 4° degré en méme temps que leurs
significations geométriques.
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+ > (i2)
— G | _lv (i)
[AIBIUY | v (63)
Y(is)
(i)
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roe U sBnseTCs YEThIpeXMEpHOH MaTpuuel MEMEHTOB iy, ... i;, W BHAA
+ = (i2)
— (io) —> (L)
|A|B|C] H _
' (i3)
)
Beipaxexue (63) ABNACTCE COBMECTHbLIM KOHTPAaBapDHaHTOM (GOPMEL f, %.. Ero reomerpuyeckoe
3Havenne BeIpaxeHo Teopemoit 111 YIpn paseHcTBe YeTHIpEXMEpHEIX MaTpul GopM f, g, T. €. npu
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