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UNE NOUVELLE UM?—OZ.MHW.PHHOZ ELEMENTAIRE
DE LA FORMULE COMBINATOIRE DE LI JEN-SHU

JOSEF KAUCKY, Bratislava

1.

11 s’agit de V'identité combinatoire

k\? n+2k—j\ =+wv~

j 2% k m

M=

J

qui se trouve sans démostration dans le livre du mathématicien chinois du dernier
siécle Li Jen-shu, publié en 1867 & Nanking sous le titre ,, Tso-ku-hsi-chai hsiian-
hsiieh . : -
En ce qui concerne I'histoire de cette formule remarquable, je renvois le lecteur
a mon article récent {1] ol I'on trouve aussi les références littéraires plus détaillées.
Dans ce qui suit, je veux montrer comment on peut démontrer P’égalité (1) par
une voie élémentaire nouvelle. .

2.
Nous sortons de la rélation (k < I)
k k ; )
2 wv AN. = 3 () - prip, @
i=0 \J/\J i=o \J J

dont la démonstration se trouve dans le travail de W. Ljunggren [2].
En écrivant I’identité ¢vidente
. @+ B+ 0 = [x@ - f) + U + 01 (1 + 2 €)

et en identifiant les coefficients de x* dans les dévéloppements des deux membres,
on obtient la formule (2).
Si nous posons dans la rélation (2) /

I =k, a=x, p=1,
nous obtenons I’équation plus simple
k 2 k .
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Cette rélation a été démontrée 3 I'aide de quelques propriétés des polyndémes
de Legendre par P. Tur4n dans son article [3] et d’une maniére €lémentaire par
moi-méme dans la note [4]. .

3.
Posons maintenant dans la derniére équation
x = E,
ol E désigne I'opérateur défini par I'équation

Ef@) = j(n + 1). ()

Ensuite nous avons la rélation
4A=E—-1,

4 signifiant I'opérateur de la différence qui jouit de la propriété

Afn) = fn + 1) — fin) = (E — 1) f(n). . (6)
Nous m.<o=m ainsi Pégalité suivante
AT . x g )
2 A e =y (5)(F m:v A f(w) )
ji=o \J i=0 \J
4.

Pour obtenir Ia formule demandée (1), nous devons choisir convenablement la

fonction f.
Soit
n+k
f)=(", k) ®)
Ensuite il est
g + 2k —j
E &.\.Axv - A: o .\v ) ©)

D’autre part, nous avons

¢

n+k+1 n+k n+k

Vo= ) ()= 2% — 1
et, en général, )
k—j ||A n+k _ n+k
>, Sn) = N»IQ,.JL; k+j)° e
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En substituant ces résultats dans Péquation (7), on obtient

w~=+w»1\. £k k+)\(n+k

k
A a )= X)) k+j an

5.

Il nous reste 3 calculer la deuxiéme somme. Mais 3 I'aide de Fégalité connue

m+ vy n n n—m ’
m m+v) = m v 12)
nous avons
k+j\/n+k n+k\/n
k k+j k J

et la somme mentionnée se réduijt a

n+k k

J

Pour terminer notre démonstration il suffit maintenant de tenjr compte de la
formule de Vandermonde

e m n+m
&U)Z5)=("0") i
d’aprés laquelle
. M»,. n kN /n+k)
=o\JJ\k-j/ "\ k [

Il en résulte que Pexpression (13) se réduit a

n + k\?
o (15)

et identité (1) est ainsi démonstrée.
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HOBOE SNIEMEHTAPHOE b02>w>ﬂmbvﬁ.ﬂwo KOMBUHATOPHOI1
POPMVYIJIbL TN KEH-IY

Hoced Kayiku

Pesome

3xech mokasbibaeros kombunarophoe Toxnectso (1), 0 ucropuu n AoKa3aTenbCTBax KOTOporo
# TOBODHI B CTaTse [1]. g

M&pt BBIXO MM U3 YpaBHenus (2), nokazatenncreo KOTOPOro HaxoadTca B pabore JIbtonrrpena [2].
OHO cocTour B TOM, 4YTO B TOXaeCTBe (3) cpaBEMBacM ko3 prmrenTer npu x¥ g Pa37OXKeHUAX Boipa-
EHMi, KOTOPBIE CTOAT B 060MX YacTsx.

Ocobeim cyyaem YpaBHeHus (2) sBasercs YpaBHeHue (4), koropoe Aokasan I1. Typan B craTse
3], a 2 B npumenamy [41.

Ecnu reneps nonosxum » 9TOM yparHenun x = E, rae E — OnepaTop, oupeaeneH b COOTHOLOE-
HueM (5), o x — 1 = E —1=A rge A — Pa3HOCTHLI onmeparop, ONpeneneHHs ypaBHeryens
(6). Tax w3 ypasnenus (4) MBI oy wIM Ypasuenue (7).

Yto6sr nonyuurs Toxnectso (1), mocraTouno B3sTe 3a f(n) dyuxmno (8). Torpa, cobcreerno
FOBOPSL, KMEIOT MecTo cooTHOmEHus (9) 1 (10), [IPH IOMOIM KOTOPBIX MBI HOJIyvaem ypasrenue (1 1).

npasoit yactu. Onuaxo, ¢ HOMOLUBIO U3BECTHON dopmynst (12) mpr TIOTTYHM CHavYana BeIpaxenue
(13), koTopoe ¢ TOMOIBEO GOpMy THE Banpnepmonpa (1 4) maer (15).
Tax nokasano koMBuHaToproe ToxzecTso (1).




