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Z.Zahorski hat in [4], S. 7, folgendes bewiesen: Die Menge aller Funktionen
der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux, die auf dem ein-
dimensionalen Euklidischen Raum definiert sind, ist gleich den Mengen .#, und .4 .
So ist jede Funktion f der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von
Darboux durch gewisse topologische Eigenschaften der Mengen {x:f(x) > a} und
{x:f(x) < a} charakterisiert. In dieser Arbeit beweist man, daB eine dhnliche
Behauptung auch fiir die Funktionen, welche auf dem rn-dimensionalen Euklidischen
Raum definiert sind, gilt. Dabei wird auch eine Charakterisierung dieser Funktionen
durch eine Eigenschaft der Mengen {x:f(x) 2 @} und {x:f(x) £ a} gegeben.

Es sei X ein topologischer Raum. Ein System ¢ von Teilmengen des Raumes X
heiBt eine offene Base, wenn die Mengen aus des Systems ¢ offen sind und wenn
zu jedem xe€ X und jeder Umgebung U mit xe U ein O e @ existiert, so daB
x e O < U ist. Es sei f eine reelle Funktion, die auf X definiert ist, und @ sei eine
offene Base. Die Funktion f hat die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne
beziiglich der Base @, wenn folgendes gilt: Fiir jedes O € 0 und jede Zahl ¢, fiir
welche zwei Punkte x und y aus O (1) so existieren, daB f(x) < ¢ < f(y) ist, existiert
ein Punkt ¢ € O fiir den f(&) = c ist. So zum Beispiel hat jede Funktion, welche
in dem n-dimensionalen Euklidischen Raum E, stetig ist, die Eigenschaft von
Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base aller Umgebungen O(x, ¢) fiir jedes
x e E, und ¢ > 0, wobei O(x, &) die Menge aller Punkte y aus E, ist, die die Ent-
fernung von x kleiner als ¢ haben. Jede Funktion die im E,, stetig ist, hat die Eigen-
schaft von Darboux in starkem Sinne auch beziiglich der Base aller offenen Inter-
vallen. Die Ableitung einer additiven Intervallfunktion hat die Eigenschaft von
Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base aller offenen Intervallen [2], S. 272.

Es sei @ eine offene Base im topologischen Raum X. Eine Menge A hat die Eigen-
schaft M(0), wenn fiir jedes O ¢ 0, fiir das O < A4 ist, O < A gilt. Die Menge
M%(0) sei die Menge aller Funktionen f, die auf X definiert sind, und fiir weiche
die Mengen {x:f(x) Z a} und {x:f(x) £ a} (?) fiir jede reelle Zahl a die Eigen-

(1) O bedeutet die abgeschlossene Hiille der Menge O.
?) Ax : V(x)} bedeutet die Menge aller Punkte x fir welche V(x) gilt.
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schaft M(®) haben. Jede Funktion die im X stetig ist, gehdrt zu der Menge .# 4(0)
fiir jede offene Base @. Wenn X = E, und 0 die Base aller offenen Intervallen ist,
dann ist die Ableitung ciner additiven Intervallfunktion aus der Menge M (0).
Das geht aus dem Lemma 4 [2], hervor. Die Menge .# «(0) sei die Menge aller
Funktionen aus .#%(0), welche aus der ersten Baireschen Kiasse sind, d. h. wenn X
ein metrischer Raum ist, die Mengen {x:f(x) = a} und {x:f(x) £ a} sind G,
und haben die Eigenschaft My(0) fiir jede Zahl a. Eine Funktion ist aus der ersten
Baireschen Klasse, wenn sie der Limes einer Folge von stetigen Funktionen ist.

Wir werden sagen, daB die offene Base 0 in topologischem Raum X die Eigen-
schaft 1 und 2 hat, wenn folgendes gilt:

1. Es existiert zu jedem Punkt x € X und zu jeder offenen Menge 0, fiir welche
x € O ist, eine solche Menge U e O, fiir welche U < O und x € U - U ist.

2. Fiir jedes O €0 und jede solche Zerlegung der Menge O in zwei nichtleere
zueinander disjunkte Mengen A und B, 0 = A L B, () fiir welche UnO <A, bzw.
UnO c Bist, wenn Uc A, bzw. U< B und Ue 0 ist, sind die Mengen A'n B
und A 0 B’ nicht leer. (*)

Es sei 9(0) die Menge aller Funktionen, die aus der ersten Baireschen Klasse
sind, und die die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base 0
haben.

Satz 1. Es sei X ein vollstdndiger metrischer Raum. Es sei ( eine offene Base
im X mit den Eigenschaften 1 und 2. Dann ist M +(0) <= 9(0).

Beweis. Es sei fe .#x(0). Dann ist f aus der ersten Baireschen Klasse. Wenn
die Funktion f nicht aus @(0) ist, dann hat die Funktion f nicht die Eigenschaft
von Darboux in starkem Sinne beziiglich der Base @. Dann muB eine solche Zahl ¢

und eine solche offene Menge O € @ existieren, dafl f(xo) < ¢ < f(po) fiir geeignete
Xg, Vo €0 ist und die Menge {x:xe€O,f(x) = c} leer ist. Es sei 4 = {x:x€ O
fx) 2 ctund B={x:x€0,f(x) = c}. Die Mengen 4 und B sind nicht leer. (Wire
zum Beispiel 4 leer, dann O < B und auch 0 < {x:f(x) s c}. Das wird aber
der Annahme womQ widersprechen.) Es sei F die Menge O n A" ~ B'. Aus der
Eigenschaft 2 geht hervor, daB 4'n B < B’ und 4 n B> A gilt. Aus dem folgt
pun A’ AnB=ANBAOcANBNnO=FnOumd AnB cFnO.

Wir werden zeigen, daB F ~ O nicht leer ist, und dap Fn 4 und Fn B im
F ~ O dicht liegen. Da O = A U B ist, sind dic Mengen A"~ B und A n B’ wegen
der Eigenschaft 2 nicht leer. Es sei xed' n B und U eine beliebige Umgebung
des Punktes x, welche im O enthalten ist. Wegen der Eigenschaft 1 existiert eine
offene Menge Ve, fiir die V< U und x¢ V — Vist. Dann muf ¥ ~ B nicht

(®) AU B, bzw. A N B, bedeutet die Summe, bzw. den Durchschnitt der Mengen A und 8.
A < B bedeulet, daB A eine Teilmenge von B ist.
(%) A’ bedeutet die Ableitung der Menge A.
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leer sein. In anderem Fall wire V¥ < A4 und so x € A. Das widerspriche aber der
Annahme x € B. Es ist also U n B — {x} fiir jede Umgebung U des Punktes x
nicht leer, und deshalb ist x aus B’. Wir haben gezeigt, daB A' n B < A" n B’ ist.
Ahnlich beweist man, daB 4 n B’ < A" n B’ gilt. Es folgt daraus, da} £ n O
nicht leer ist, weil die Mengen 4' N B und A n B’ nicht leer sind. Die Mengen
A" n B und A n B’ liegen in der Menge F n O dicht. Das geht aus folgender Be-
trachtung hervor: Es sei xe Fn O und xe Ue 0, U < O. Dann existieren zwei
Punkte x,, y, € U, fiir welche x; € 4, y; € B und x, # x und ;; # x ist. Es sei
A, =UnAund B = Un B. Dann ist U = 4, u By, und 4, und B sind nicht
leer. Fiir jedes Ve 0, V < Ay ,bzw. V< B, gt VA U=(VnO)nUc AnU=
=A,,bzw. VA U=(Vn0)n U < Bn U= B,. Wegen der Eigenschaft 2 sind
die Mengen 4} N B, und 4; n Bj nicht leer. Es existieren im U Punkte aus 4" n B
und auch aus A4 n B, weil A" B, « A’ nB, A, n B} < An B ist. Daraus,
daB A’ A~ B und A~ B im Fn O dicht liegen, und aus A/ nB=A'nB'nB =
=(A nBn O)NB=FnBund AN B = Fn A folgt nun, da} die Mengen
Frn A und Fn B dicht im Fn O liegen.

Die Funktion f ist aus der ersten Baireschen Klasse und die Menge F ist eine
abgeschlossene Menge, deswegen muB die partielle Funktion f/F der Funktion f
auf die Menge F in ciner dichten Teilmenge von F stetig sein ([1}, 9.5.26, S. 260).
Es sei xe F O. Dann existieren in jeder Umgebung des Punktes x die Punkte
aus Fn A4 und auch aus Fn B, weil diese Mengen im F n O dicht liegen. Da
f(x) * c ist, ist die Funktion f/F nicht im x stetig. Die Funktion f/F ist also in
keinem Punkt aus F n O stetig, und deswegen kann sie nicht in einer dichten Teil-
menge von F stetig sein. Das ist aber ein Widerspruch.

Eine Menge 4 hat die Eigenschaft Mg(0), bzw. M{(#) dann und nur dann, wenn
fiir jeden Punkt x € 4 und jede offene Menge O € 0, fiir welche x € O ist, die Menge
A ~ O mindestens abzihlbar, bzw. unabzihlbar ist. Es sei #o(0), bzw. #£1(0)
die Menge aller Funktionen f, fiir welche die Mengen {x:f(x) > a} und
{x:f(x) < a} fiir jede Zahl a die Eigenschaft My(0), bzw. M((0) haben. Es sei
M (0), bzw. 4 (0) die Menge aller Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse
und aus 4 ,(6), bzw. 4(0), d. h. wenn X ein metrischer Raum ist, die Mengen
{x:f(x) > a} und {x:f(x) < a} sind F, und haben die Eigenschaft Mg(0), bzw.
M(0) fiir jede Zahl a.

Lemma. Es sei X ein topologischer Raum. Es sei O eine offene Base im X. Dann:

gilt H(0) < Mo(O) © M(0).

Beweis. Die Behauptung .#1(6) < #(0) ist evident. ,

Es sei jetzt fe #o(0). Es sei a eine Zahl und 4 = {x:f(x) 2 a}. Weiter sei
Oc® und O = A. Wenn ein x,€0 — A existiert, dann muB O N (X — A)
mindestens abzdhlbar sein, weil X — 4 = {x:f(x) < a} und xo€0 — A ist.
Das aber widespricht der Annahme, daB O < 4 ist. Deswegen mul3 4] ~ A leer
sein und es ist O « 4. Die Menge A hat also die Eigenschaft My(0). Ahnlich
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beweist man, daff auch die Menge {x:f(x) £ a}, wo a eine Zahl ist, die Eigenschaft
Mi(0) hat. Aus dem folgt schon fe #(0).

. Wenn X = E, und ¢ die offene Base aller Umgebungen oder die offene Base
aller offenen Intervalien ist, dann gilt #(@) = #4(€). Das ist aus folgender Be-
trachtung evident: Es sei fe .#4(0). Es sei 4 = {x:f(x) > a}, wo a eine Zahl ist.
Weiter sei xe 4 und O = O, €0, fiir das xeO ist. Dann ist 0O, N A nicht leer.
Es sei x; € 0, n A. Dann existiert O, €0, fiir das x; ¢ 0,, x€ 0, und O, < 0,
ist. Es folgt daraus, daBl O, n A nicht leer ist. Es existiert also x, € 0, N A. Man
kann diese Betrachtung wiederholen und man bekommt eine Folge {x,, x,,
X3, --s Xqs -} von Punkten aus O n 4, die alle verschieden sind. Es hat also die
Menge A4 die Eigenschaft M{(@). Ahnlich beweist man, daB auch die Menge
{x:f(x) < a}, wo a eine Zahl ist, die Eigenschaft My(0) hat. Die Funktion f ist

aus der Menge #,(0).

Satz 2. Es sei X ein topologischer Raum. Es sei f eine Funktion die auf X definiert
ist, und die die Eigenschaft von Darboux in starkem Sinne beziiglich der offenen

Base O hat. Dann gilt, daf e M3 (0) ist. Wenn au ffer dem jede Menge aus der Base 0
unabzéhlbar ist, dann ist f e M (0).

Beweis. Es sei a eine Zahl und 4 = {x:f(x) 2 a}. Es sei O < 4 fiir Oe0.
Wire onmOI — A, dann wire f(x,) < @ und miifite ein e O so existieren, daf3
F(O) = (f(xo) + a)/2 wiire. Das wiire ein Widerspruch zu der Annahme, daB 0 < 4
ist. Die Menge A hat also die Eigenschaft M4(0). Ahnlich beweist man, daB die
Menge {x:f(x) < @} fiir jede Zahl a die Eigenschaft My (¢) hat. Deswegen ist
1 e M(0).

Es sei jetzt jede offene Menge aus O unabzdhlbar. Weiter sei ¢ eine Zahl und
A= {x:f(x) > a}. Es sei xoe4 und O eine solche Menge aus ¢, fiir welche
Xo € O ist. Wenn O < A ist, dann ist der Durchschnitt A n O unabzihlbar. Wenn
es ein x, so gibt, da} x, e 0 — A ist, dann existiert zu jeder Zahl ¢, fiir welche
f(xy) < ¢ < f(x,) ist, ein solcher Punkt x.eO, fiir den f(x) = ¢ ist. Auch in
diesem Fall ist also 4 m O unabzihlbar. Ahnlich beweist man, daB die Menge
{x:f(x) < a} fir jede Zahl a die Eigenschaft M}(0) hat. Es ist also fe .#(0).

Satz 3. Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum. Es sei O eine offene Base
im X mit den Eigenschaften 1 und 2. Dann gilt 9(0) = # (0). Wenn au fler dem jede
offene Menge aus der Base O unabzihlbar ist, dann ist 9(0) = M (0) = M(0) =
= M +(0).

Beweis. Die Behauptung 9(0) = 4 ,(0) folgt schon aus den Sdtzen 1 und 2.
Aus dem Lemma, aus dem Satz 2 und aus dem, was wir schon bewiesen haben,
folgt jetzt, daB3 (0) = M (0) = M(0) < 4 (0) = D(0) ist. Es gilt also %(0) =
= M,(0) = M) = M +(0).

Fiir den metrischen Raum X konnen wir zum Beispiel den n-dimensionalen
Euklidischen. Raum E, wihlen.” Fiir die Base @ kénnen wir zum Beispiel das
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System O, aller offenen Intervalle oder das System @, aller Umgebungen O(x, &)
im E, wihlen. Die Systeme ¢, und ¢, haben evident die Eigenschaft 1. Das System 0,
hat auch die Eigenschaft 2. Das geht aus dem Lemma 9 der Arbeit [2] hervor. Jetzt
werden wir zeigen, da8 auch das System O, die Eigenschaft 2 hat.

Es sei O eine Umgebung und sei O = A U B, wobei 4 und B zwei nichtleere zu-
einander disjunkte Mengen mit folgender Eigenschaft sind: Es sei Ue® und
U < A4, bzw. U < B. Dann ist auch UnOc A, bzw. U n O < B. Da die Mengen
A und B nicht leer sind, existieren zwei Punkte x, und y,, X € 4 und y, € B. Es
sei L der Abschnitt mit den Endpunkten x, und y,. Fiir jedes x € B — A', bzw.
ye A — B existiert eine Umgebung O(x, £), bzw. O(y, &), fiir welche O(x; ¢) = B,
bzw. O(y, €) < A ist. Es sei &(x), bzw. &(y) das Supremum der Menge {¢: O(x, §) <= B},
bzw. {e: O(y, &) = A}. Dann ist auch O(x, &(x)) = B, bzw. O(y, &(y)) = 4. Wenn

a(x, &(x)) < O, bzw. QCr e(y)) = O ist, dann existiert ein Punkt x, € O(x, mOov

bzw. y, € O(y, &(»)), fiic den x, € 4’, bzw. y; € B’ gilt. Jetzt kann xoe 4 N B,
bzw. yo € A’ " Boder xo€ A — B’, bzw. yo € B — A’ sein. Im ersten Fallist 4 N B,
bzw. A’ A B nicht leer. In zweitem Fall existiert die Umgebung O(x,, &(xo)), bzw.
O(yo, &(3))- Im Falle O(xq, &(xo)) = O, bzw. O(yo, &(o)) = O ist A N B', bzw.
A’ A B nicht leer. Wenn O(x,, &(xo)) < O, bzw. O(y, &(y,)) = O nicht gilt, dann
wiederholen wir diese Betrachtung mit dem Durchschnitt der Menge O(x,, &(xq)) —
— O(xq, &(xo)), bzw. O(yo, &(¥o)) — O(¥o, &(yo)) und des Abschnitts L. Da der
Abschnitt L eine endliche Linge und einen positiven Abstand von O — O hat,
bekommt man durch Wiederholung dieser Methode, daB 4 ~ B’ und A4’ n B nicht
leer sind. Deswegen hat das System @, die Eigenschaft 2.

Fir X = E, und 0 = 0,, bzw. 0 = 0, bekommt man aus dem Satz 3 das Resultat
aus [4]. Der Satz 1 aus [3] ist eine unmittelbare Folgerung des ersten Teiles des
Satzes 3 fiir X = E;.
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0 OYHKIINAX ITEPBOT'O HJACCA B3PA
CO CBONNCTBOM JAPBY

Jlagmcnas Mumunx

Pesrome

3. 3aropcku B [4], cTp. 7 noka3as, YTO MHOXECTBO BCEX QYHKUMA OT 0AHOFO AEHCTBHIEIBHOrO
fEpPEMEHHOTO NnepBoro kiacca bapa co csolictBoM Aapby coBOamaeT € KaxblM M3 MHOXKECTE 4 o
w4 y. V3 Teopems 3 aToil paGoThl BhITEKAaeT, B YACTHOCTH, Pe3ynbTaT 3aropckoro.

TycTh X — TOMONOTHYECKOE NPOCTPancTBo. DyHkums f o6nanaet coiictsom HapOy B CHIBHOM
CMEICTIE OTHOCUHTENBHO Ga3bl (! OTKPBITHIX MHOXECTB B X, €Cinu Juls kaxnoro O € () 1 ais Kaxuoro
YHcna ¢, JUIA KOTOPOrO CYIIECTBYIOT TOUYKM X, ¥y € O co cBOHCTBOM f(x) < ¢ < f(), cymecrsyer
Takas Touka & € 0, yro f(§) = . Iycrs () — MHOKeCTBO Bcex GyHKIMil nepsoro kixacca Bapa
co cBoiicTBoM JIapOy B CHIIBHOM CMEICIiE OTHOCHTENLHO (7.

MuoxectBo A obnamaer csoiictBoM M%((0), ecnmn O < A fna xaxaoro O e (), win XOTOPOTO
O < A. Muoxectso 4 obnanaet cpolicteom Mo(() (M1(0)) ecim nist Kaxa0ro x € A H Ajs Kaxaoro
0 e @ ¢ x e O nepecevenve A N O He MeHee 4eM cyeTHO (HecueTHO). MHO)ecTBO M (((), 3TO MHO-
XeCTBO Beex GyHKIm f mepBoro xnacca Bapa, aisi KOTOPBIX MHOXecTBa {x : f(x) 2 a} u {x: f(x) =
< a} OpH Beex TUCIAX @ 00IaRaI0T CBOMCTBOM My(0). Mycrs Mo(0) (M(0)) — MEOK)ECTBO BCEX
dynxumit f nepsoro-xmacca Bapa, Ans KOTOPLIX MHOXKECTBA {x :f(x) > a} u {x :f(x) < a} npu
BCex 4uciax a obnamaior ceoiicteoM Mo(0) Azmﬁo&.

Basa () OTKPBITEIX MHOXECTE X 06namaeT CBOHCTBOM 1 (2), ecin:

1. Mas xaxpol Touku x € X M IS KaXIOro OTKPEITOro MHoxkectea O, x € O, CymecrByer
Ue@,uro Uc OuxeU—U.

2. Oycrs Oc@u O = AU B, tne A, B— moaﬁ.nzo HENepeceKaommecs MHOXECTBA JUIL KOTO-
PBIX BBUIONHEHO Yclopue: Ecmm Qm% HUcAWecB), oUNO0cAUNO c B). Torna
A" N Bu AN B wenycroL

Teopema 3. ITycts X — monaoe MeTpadeckoe HpocTpascTso. Ilycts () — Ga3a OTKPHITHIX MHO-
xecTB B X co caoiicteamu 1. i 2, Toraa (0 = A (). Ecmi, KpoMe TOTO, KAKEOE MHOKECTBO
u3 @ mecwerso, 10 P(0) = M (O) = M o(O) = M .(0).
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