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UBER DEN MITTELWERTSATZ
FUR ADDITIVE ZELLENFUNKTIONEN

LADISLAV MIS{K, Bratislava

In dieser Arbeit wird die Eigenschaft von Darboux und der Mittelwertsatz fiir .
-die Ableitung der additiven Zellenfunktionen behandelt. Am Schlup wird auf den
Zusammenhang zwischen den Mittelwertsiitzen fiir additive Intervallfunktionen und
unseren Ergebnissen hingewiesen.

(X, o, m) sei ein MapPraum, d. h. X ist eine Menge, .of ist eine a-Algebra der Teil-
mengen der Menge X, wobei X zu o/ gehort und m ist eine nichtnegative, ¢-additive
Funktion die auf o definiert ist. Die Funktion m ist in der leeren Menge Null. In
der ganzen Arbeit sei I die Menge aller natiirlichen Zahlen. & sei ein solches Teil-
system des Systems ., daP 0 < m(4) < oo fiir jedes 4 e gilt. Jedes Element
von S wird eine Zelle wﬂ::::.

Es sei Be o. Ein System o wird eine Teilung [1] der Menge B durch %, < &,
‘wenn &7, hochstens abzihlbar ist und B = U{d 1 de st )(Y) ist. Weiter muB noch
gelten: A e &, fiir jedes Aesty; m(A 0 4,) =0 fiir Ay F Ay, Ay, Ayesdy;
und Cn A # @ (%) fiir jedes C e & nur fiir endlich viele 4 aus «7,. Aus der letzten
Bedingung geht hervor, daf jede Teilung einer Zelle durch & ein endliches System ist.

Jetzt wollen wir einige Axiome einfiihren, die im folgenden beniitzt werden.
Diese Axiome sind fiir mehrere Systeme von Intervallen erfiillt, Einige von ihnen
stehen im Zusammenhang mit den Axiomen aus [1]. .

Axiem I. Auf dem System % wird eine positive nichtfallende Funktion § definiert,
d. h. 5(A4) > Ofiir jedes A € & und A) < 8(B)fiir 4 < B, A, B e &. Die Funktion &
nennt man eine Norms—e. )

Axiom IL. Das Axiom IL ist fiir das System &% erfiillt, wenn folgendes gilt: Jedem
A€ wird eine nichtleere Menge N(4) vom MaB Null zugeordnet.

In allen weiteren Axiomen ist Fo <= &

Axiom III. Es sei 4 e o, Es sei das Axiom I und H fiir & erfiillt. Das Axiom III
ist fiir die Menge A4 bei dem System &, erfiillt, wenn fiir Jedes Bc 4, Be &, jedes
X€B — N(B) und jedes ¢ > 0 ein Ce &, existiert, fiir das xe C — NC)e= C <
< B — N(B) und §(C) < ¢ ist.

1) Die Bezeichnung {4 : V(A)}, bzw. {4, : V(A)} bedeutet das System, fiir welches V(A4), bzw.
V() gilt. Die Bezeichnung U, bzw. M bedeutet die Summe, bzw. den Durchschnitt der Mengen.
(®) @ bedeutet die leere Menge.
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Axiom IV. Es sei 4 € &. Das Axiom 1V ist fiir die Menge A bei %, erfiillt, wenn:
folgendes gilt: Es sei {4;: 1€ A} ein monotones System von Zellen aus &4, d. h. fiir
Jedes A # 1, 4, e 4 gilt A4, @ A, oder 4, = A,, wobei A, = A fiir jedes 1 e A ist.
Dann ist der Durchschnitt ~ {4, : 2 € A} nicht leer.

Axiom V. Essei 4 e &, und es sei das Axiom I und das Axiom II fiir & erfiillt.
Das Axiom V ist fiir die Zelle 4 bei & erfiillt, wenn folgendes gilt: Ferner sei B — A,
Be . Weiter sei B — Zﬁwv = B, U B, eine Zerlegung der Menge B — N(B) in
zwei nichtleere disjunkte Teile B, und B,, so dap fiir jedes Ce & fiir das C —
—N(C) < By, baw. C~ N(C) = B, ist, C (B — N(B)) < By, bzw. Cn (B —
— N(B)) c B, gilt. Dann existieren zwei solche Punkte x und y, daB xe B, ye B,
ist und fiir jede Zelle D, fiir die x e D — N(D), bzw. yeD — N(D)ist, (D — N(D)) .
N B, + 0, bzw. (D — N(D)) n By + 0 gilt.

Axiom VL Es sei 4e.% und es seien die Axiome I und II fiir & erfiillt. Das.
Axiom VI ist fiir die Menge A bei &, erfiillt, wenn folgendes gilt: Es existiert eine
Teilung der Menge A durch &4, wobei mindestens eine Zelle der Teilungin 4 — N(A).
enthalten ist. Fiir jedes B = A, Be &, und jedes ¢ > 0 existiert eine Teilung B =
= {By, ..., B} der Zelle B durch o, wobei §(B) < ¢ fiir i = 1, 2, ...y k und
mindestens eine Zelle der Teilung B eine Teilmange von B — N(B) ist.

Axiom VI'. Es sei Ae % und es seien die Axiome I und IT fiir & erfiillt. Das
Axiom VI’ ist fiir die Menge A bei &, erfiillt, wenn fiir sie das Axiom VI erfiillt ist,
und wenn fiir jedes System {41, ..., 4} von Zellen aus o mit 4; © 4 fiir jedes
i=1,2,...,k, cine solche Teilung # existiert, daP fiir jedes i =1, 2,...,k das
System {B: Be %, m(B n A4;) > 0} eine Teilung der Zelle A4; durch &, ist.

Es sei Ae¥ und &, « . Ferner sei Yo(4) das Supremum aller Zahlen y
fiir welche eine solche Teilung {4,, ..., 4,} der Zelle A durch & existiert, dap
m(U{4;: 4, 0 N(4) = 0}) 2 ym(4) ist. Die Zahl Vs4(4) ist sicher positiv, wenn
fir die Zelle 4 das Axiom VI bei & gilt. In diesem Fall existiert dann zu jedem
¢ > 0 und jedem y’ < Ys4(4) eine solche Teilung {4,, ..., 4} der Zelle 4 durch &Fos
daB o(4) < efiri=1,2,... k und m(V{4;: 4, N(4) = 0}) > y'm(A) ist.

Axiom VII Es sei 4 € o und seien die Axiome I und II fiir & erfiillt. Das Axiom
VIL ist fiir die Menge 4 bei o erfiillt, wenn folgendes gilt: Es sei {A}ier eine nicht~
steigende Folge von Zellen, wobei A; < A fiir ie I und lim 8(4;) = 0 gilt. Dann

ist entweder Y#.(4;) = 1 fiir unendlich viele i oder m{i/a — Yool d)) 1 vg (4 <
<1} = (.

Axiom VIIL Es sei A€ % und es seien die Axiome I und IF fiir & erfiillt. Das
Axiom VIII ist fiir die Menge A bei &, erfiillt, wenn folgendes gilt: Es sei &' Lo

&) I1{a, : V(n)} bedeutet das Produkt von den Zahlen a, mit der Eigenschaft V(n). Ahnlich
bedeutet ¥ {a, : ¥(n)} die Summe von den Zahlen a,, mit der Eigenschaft V(n).
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<in solches System, daB zu jedem xe 4 — N(A) und fiir beliebiges & > 0 ein solches
Be % existiert, dap xe Bc A — N(A) und 8(B) < ¢ ist. Dann existiert ein héch-
stens abzihlbares System &' c &, daff C = uU{B:Be W@ < A — N(A) und
m((A — N(4)) — C) = 0 ist.

Wir fithren noch eine Funktion ¢ ein. Es sei o(4,, 4,) = m(d; A 4,) (Y fiir
A, A, e &.

- Lemma 1. Es sei Ae &, Fo = &. Die Axiome 1 und 11 seien fiir das System &
erfiillt. Die Axiome 11 und VY’ seien Jir A bei & erfiillt. Dann gilt Yoold) = 1, wenn
as Axiom VIII fiir die Menge A bei Py erfillt ist.

Beweis. Da das Axiom III fiir die Zelle 4 bei &, erfiillt ist, existiert zu jedem
X €4 — N(A) und beliebigen & > 0 eine solche Zelle B(x)e &y, daP x e B(x) <
< A — N(A4) und §(B,(x)) < ¢ ist. Hieraus ist ersichtlich, daf ein System &' mit
den Eigenschaften aus dem Axiom VIII existiert. Dann gibt es aber auch ein héch-
stens abzihlbares System & mit der Eigenschaft aus dem Axiom VIIL ,

Es sei nun y < 1. Dann existiert ein endliches Teilsystem {4:,..., 4} des
Systems ,va daf

m(U{d;:i=1,2,...,n}) > ym(4 — N(4)) = ym(A) (1)

ist. Aus dem Axiom VI’ geht hervor, daB eine solche Teilung {B,, ..., B,} der Zelle 4
durch &, existiert, daf fiir j = 1, 2, ..., das System {B;: m(B, N A4;) > 0} eine
Teilung der Zelle A4 ;j durch & ist. Aus (1) folgt

m(U {B;: B, N(4) = 0}) = m(u {4;:5=1,2,..,n) > ym(A). 2

Jetzt ist es klar, dap Yoold) = 1ist.

Das Axiom I sei fiir das System & erfiillt. Es sei xeX und &, < &. Weiter
sei g eine reclle Funktion die auf dem System &, definiert ist. Dann werden wir
die Zahl

Dg,g(x) = sup {inf {gD)/m(A): xe 4 e &, (d4) < &g}:e> 0}
als untere Ableitung der Funktion g bei & in dem Punkt x, und die Zahl

U.%omca H.aﬁiﬂmcﬁ .A%CAV\SQV ixede Zo, 8(A) < g}:e> 0}

als obere Ableitung der ,.“Hu.cnwnob g bei &4 in dem Punkt x bezeichnen. Wenn
— < Dgog(x) = Hw.ﬁ,weo < oo gilt, dann sagen wir, daf dic Funktion g im
Punkt x die Ableitung bei & besitzt. Die Funktion g hat die Ableitung bei &,
auf der Menge 4, wenn sie die Ableitung bei &, in jedem Punkt der Menge A4
besitzt. Die Ableitung der Funktion g bei & bezeichnen wir Dy g

Es sei 4 < X. Ferner sei g eine reelle Funktion die auf dem System {B: B < 4,
B e o} definiert ist. Die Funktion g wird additiv auf 4 in bezug & = & genannt,

.AJ A; A 4, bedeutet die symetrische Differenz der Mengen 4, und Ay, d. h. die Menge (4 —
— A} VU4, — 4)). ,
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wenn fiir jedes B « A, Be o/ und fir jede ihre Teilung # durch & die Gleichung

8(B) =) {g(C): Ce B} ©)
erfiillt ist.

Lemma 2. Das Axiom 1 sei fiir das System & erfiillt. Es sei &y = &F. Weiter
sei A e und die Axiome IV und VI seien fiir die Menge A bei Sy erfiillt. Ferner
sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf P. Es sei Dgg(x) 2 0 Am%ow@v =<
= 0) fiir jedes x € A. Dann gilt g(4) 2 0 (g(4) = 0).

Beweis. Wir werden nur die Behauptung g(4) = 0 beweisen; die Behauptung
fiir g(4) < 0 beweist man dhnlich.

Es sei g(4) < 0 und {4,, ... A} eine beliebige Teilung der Menge 4 durch Lo
Aus (3) folgt

W m(4;) g(4,) m(4) _

= 1. 4
S () m(a) g(A) @
Es gilt auch
o m(4;)

& )~ ®

Aus (4) und (5) folgt, daB ein solches i existiert, dap .
m(a) g(d) = ©

ist. Aus (6) folgt nun

g(4)/m(4,) < g(A)/m(A). )

Auf Grund dieser Betrachtung folgt aus dem Axiom VI, dap man eine Folge
{A;} it von Zellen aus &0 konstruieren kann, welche die folgende Eigenschaft hat:
o4) < 1fi, 4,4, A;= A4 und 8(A;+ )m(A,, ) < g(4,)/m(4;) (®)
fiir jedes ie 1. Aus dem Axiom IV folgt nun, daB ein solches x e 4 existiert, dap
xen{d;:iel} ist. Aus (8) und aus der Definition Dy g folgt
Dyg(x) < &(A)/m(4,) < 0.

Das aber widerspricht den Voraussetzungen des Lemmas.
Ahnlich beweist man folgendes Lemma:

Lemma 3. Das Axiom 1 sei fiir das System & erfiillt. Es sei Fo © &. Ferner
sei A€ und die Axiome IV und VI seien Jiir die Menge A bei & erfiillt. Weiter
sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf &,. Es sei Dy, g(x) >0 Amﬁ.m‘@v <
< 0) fiiir jedes x € A. Dann gilt g(4) > 0 (g(4) < 0).

Lemma 4. Die Axiome 1 und 11 seien fir das System & erfiillt. Es sei Foc &
Ferner sei A € & und die Axiome IV, VI und V11 seien fiir die Menge A bei &, erfiillt.
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Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf &,. Weiter sei —oo < Dy, g(x)
QquS.%C& < ) fiir jedes xe€ A und Dy g(x) 2 0 QMS%C& £ 0) fiir jedes xe
€ A — N(A). Dann gilt Dy, g(x) = 0 Q»u.%owav < 0) fiir jedes x € A.

Beweis. Wir werden nur die Behauptung beziiglich D, g(x) beweisen.

Es sei xo € 4 und Dy, g(x) < 0. Dann kann eine Folge {4}y von Zellen aus &,
und zwei Zahlenfolgen {&;};,; und {y}};,; mit den Eigenschaften (9)—(12) kon-
struiert werden:

Es gilt

Ay < A; < A, o(4,) < 1/i, 9

n
0<g=1, [Mea>12 fir a=1,23,..,
i=1

0= - ye(d))e; < L. (10)
Falls y5,(4;) = 1 ist, dann gilt &; = 1 und y, = 1/2, wenn y, (4)) < 1 ist, dann
gilt
pi=1-— a- V,S_OAMVV\&. (1)
Weiter gilt
, 8 i )im(A4;41) = /(1L — ) (2(4)/m(4)) . (12)
fiir jedes i e I. .
Aus der Voraussetzung Dy g(xe) < 0 geht hervor, dap mindestens ein d,e&,
mit 6(4,) <1, 4, = 4 und g(4,) < O existiert. Die Zellen A, .., A, aus g,
die Zahlen &, ..., &_, und 9}, ..., y4_, seien schon so konstruiert werden. Dann

mupP g(4,) < 0 sein, weil g(4,) < 0 ist. Falls Voo(4,) = 1 ist, dann sei g, = 1 und
Ya = 1/2. Wenn 0 < y,(4,) < 1 ist, dann wihlt man &, und y, so, daf

0<e <1, 12<JJa -y e <1
i=1

und

o= 1= (1 = pp(4,)e, ‘ (13)

ist. . e
Es ist &
Yo < VorolAn)- (14)

Aus (14) und aus dem Axiom VI folgt, da eine solche H&Eam {By, ..., B} der
Zelle 4, durch &, existiert, daB 8(B;)) < 1/(n + 1) fiiri = 1, 2, ..., kund

m(V {B;: B; n N(4,) = 8}) > y;m(4,) 15)
gilt. Da die Funktion g additiv auf 4 in bezug auf %o ist, so gilt die Gleichung

" m(B) g(B) m(4)
L Ay mB) gA) ="

(16)
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Aus dem Lemma 2 geht hervor, daB g(B;) fiir jedes i aus der Menge {1, 2, ..., k},.
fiir welches B; n N(4,) = @ gilt, nicht negativ ist. Demnach gilt

sAm..va_.st..v. _
2 ,M m(4,) m(B) gdy DN sw 2L an

Aus (15) folgt

Z{m(B;): By n N(4,) + 0} < (1 — y,) m(4,,).
Somit gilt auch

% {m(B)m(A,): B;n N(4,) + 0} < 1 —y,. (18)
Aus den Ungleichheiten (17) und (18) folgt, daP mindestens ein i, aus der Menge:
{1, 2, ..., k} existiert, dap

(8(Bs,)/m(B,; ))(m(4,)/g(4,) = 1/(1 — yy) 19):

ist. Jetzt setzt man 4,,, = B; < A4,. So ist 5(4,,,) < 1/(n + 1), und aus (19) folgt

Ay )m(A,sy) = 1 — 3,) g(4,)/m(4,).

Es ist nun klar, daB man durch vollstindige Induktion die Folge {4};.; und die-
Zahlenfolgen {e;};.; und {y{};.; mit den Eigenschaften (9)—(12) konstruieren kann.

Aus (9) und aus dem Axiom IV folgt, dap ein x €n{4;:iel} existiert. Aus (9)
und (12) folgt auf Grund der Definition von D g(x)

Dyg(®) — 1 < g4, )m(dysy)  fir  nzZ N (20)-

wobeil N eine geeignete Zahl ist. Aus (12) und (20) folgt
Dy,g(x) — 1 < m_n._‘—_ (A — y)) g(A)/m(4,)  fir  nz N 21y
Aus dem Axiom VII erhdlt man auf Grund der Definition der Zahlen &, und ..
T 10 - 3 = . @)

Man bekommt das durch diese Betrachtung: Wenn fiir unendlich viele n gilt y yolda) =
= 1, dann'ist y, = 1/2 fiir unendlich viele n und in dem Produkt gibt es unendlich
viele Zahlen die gleich 2 sind. Wenn y, (4,) = 1 nur fiir endlich viele # ist, dann gilt.

{1/ = 7)1 P94 < 1} = T{e /(1 = 5 (4)): Vo4, < 1} 2
2 (minfll{e:i=1,2,..,n) T{1/(1 — y5,(4,): 75,(4,) < 1}

n—+a

und

4 IH{I/(1 — ya): 7(4s) < 1} = o0,
weil
liminfIT{e;:i = 1,2,...,n} 2 12

n—rw
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und
. {1/ = 790(4n) : V5o(da) < 1} = 0
1st.
Aus (21) und (22) folgt, daB bS.wva = — oo ist, was unmdglich wire.

Lemma 5. Die Axiome 1 und 11 seien fiir das System & erfiillt. Es sei &y .
Es sei Ae ¥ und die Axiome 111, IV, V und V11 seien fiir die Zelle A bei &, erfiillt.
Ferner sei das Axiom V1 fiir jedes B = A, B e & erfiillt. Weiter sei g eine auf A addi-
tive Funktion in bezug auf &,. Es gelte —co < Dy g(x) < wu.%om@v < oo fiir jedes
x€A. Es sei Dgg(x) > 0 oder Dy g(x) <O fiir jedes xe A — N(A). Dann gilt
entweder Dy g(x) > 0 iiberall in A — N(A) oder _wh\ow@v < 0 iiberall in A — N(A).

Beweis. Wir werden annehmen, das Lemma sei ungiiltiz. Dann existieren in
A — N(4) mindestens zwei solche Punkte x und y, dap Dy _g(x) > 0 und m% gy) <
< 0 ist. Zuerst wir beweisen, daf} in 4 — N(4) zwei Punkte x; und y,; nxm_maa_.ns
fiir welche folgendes gilt: ‘

a) Dyg(x) >0 und  Dyg(y;) <0, (23)

.S. fiir jedes Be %, mit der Eigenschaft x, € B — N(B), bzw. y, € B — N(B)
existiert ein z; € B — N(B), bzw. z{ € B — N(B), so dap

. Dyg(z) <0, bzw.  Dyg(zl) > 0 L@
gilt.

Es sei Ay, bzw. 4, die Menge aller Punkte x aus 4 — N(4) fiir welche Dy g(x) >

i —S0

>0, bzw. Dy g(x) < 0 ist. Dann mﬂ,n:n A — N(A4) = A; U A, eine Zerlegung der
Menge 4 — N(A) in zwei nichtleere disjunkte Teile dar. Es sei Be &,, B — N(B) <
= Ay, bzw. B — N(B) < A4,. Alsdann folgt aus dem Lemma 4, dap Bn (4 —
— .ZA\CV < \m: bzw. Bn (4 — N(4)) = 4, ist. Aus dem Axiom V ist nun die
Existenz zwei solcher Punkte x; und y, evident.

.uoﬁﬁ kann man durch vollstindige Induktion vier Punktfolgen {x.}is, {¥i}icr»
{z3} el und {z;},r und zwei Folgen {4,},c; und {B;},; von Zellen aus &, derart kon-
struieren, dap fiir jedes i e 7 gilt:

8(4) < 12i=1),  8B) < 1/@i),  Biry = Ay — NlAipy) <
< Ay © B — N(B) < B; = A — N(4), (25)
x;€ A; — N(4), yi€ B, — N(B), g(4) > 0, g(B) < 0,
Dyg(x) >0, Dgg(y) <0, (26)

zied; — N(4), z/eB;— N(B), Dyg(z) <0, Dyuelz)>0. 27)

Es seien sch i ¢
on die Punkte Xy, ..., Xs Pis.oor Vur 215 ..., 2 und zi, ..., zs und

die Zellen .\?v o A, und By, ..., B, aus &, so konstruiert, daP fiir sie (25), (26)
:.bm_ (27) gilt. Die Tatsache da fiir B, alle Axiome erfiillt sind welche fiir 4 erfiillt
sind und Qm@ Yn € w= - Zﬁmavu U.ﬂo%ﬁ%av < O; Nn € m= — Zﬁway w.ﬂoWAN”v >0 mmﬁu
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ermdglicht uns fiir B, dhnlich wie fiir A4 einen Punkt x,., € 8, — N(B,) mit folgender
Eigenschaft auszusuchen: Dy g(x,,1) > 0 und fiir jedes Be %y, x,+1 € B — N(B)
existiert ein Punkt ze€ B — N(B), daP mh\ow@v < 0 ist. Auf Grund der Annahme
iiber x,,; und des Axioms III existiert zu 1/2n + 1) eine Zelle A,y €%, und
ein solcher Punkt z/,; € Ayyq — N(A41), daP X,0q € 4piy — N(A, 1), H(Apy1) <
< 1)2n + 1), Aysy < By — N(B,), g(Au+1) > O und Dy 2(z;4 1) < O ist. Jetzt aber
folgt dhnlich wie bei 4 auf Grund Annahme iiber x,,, und z,,,, dap ein Punkt
Vos1 € Apry — N(A,.;) mit folgender Eigenschaft mxmmmmnv,mwow@..Jr ) < 0 und
fiir jedes Be Lo, Yar1 € B — N(B), existiert ein solcher Punkt z e B — N(B), daB
Dy, g(z) > 0 ist. Aus cem Axiom III und aus der Eigenschaft des Punktes y,.
geht hervor, daB zu 1/(2n + 2) eine Zelle B,, 1€ %o und ein Punkt z, ; ; € Byyg —
— M(B, ) existieren, fiir welche die Bedingungen (25), (26) und (27) erfiillt sind.

Das System &* = {A;:iel} Y {B;:iel} ist ein monotones System von Zellen
aus &,. Alle Elemente des Systems & * sind Teilmengen von 4. Aus dem Axiom IV
folgt, dap der Durchschnitt N {C: C e &*} nicht leer ist. In diesem Durchschnitt
existiert also mindestens ein Punkt x. Aus (26) folgt, dap fir den Punkt x folgen-
des gilt:

Dy,g(x) S lim inf g(B)/m(B) < 0,

und _ :
‘Dy,g(x) 2 lim sup g(4;)/m(4;) 2 0.
Da xe B, < A — N(4) ist, widersprechen die beiden letzten Ungleichheiten
der Voraussetzung, dap Dy g(x) > 0 oder D #,8(x) < O fiir jedes xe 4 — N(A) ist.
Aus dem Lemma 5 folgt unmittelbar das Lemma 6.

Lemma 6. Es seien die Axiome'l und 11 fiir das System & erfiillt. Ferner sei Fo
ein Teilsystem des Systems &. Weiter sei A€ & und die Axiome 111, 1V, V und VII
seien fiir die Zelle A bei & erfiillt. Das Axiom V1 sei fiir jedes B < A, Be & erfiillt.
Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf ¥, und fiir jedes x € A gelte
—o < Dgg(x) = m%ow@v < . Wenn zwei solche Punkte x und y aus A — N(4)
existieren, daff Dy g(x) > 0 und m%owo\v < 0 ist, dann existiert ein solcher Punkt
Ee A — N(A), fiir welchen Dy, g(€) < 0 < Dy, g(®) gilr.

Beweis. Fiir jeden Punkt u aus A trifft genau eine von diesen drei Mogleich-
keiten zu: 1. Dy g(u) < D, gu) <0, 2. Dy gw) 0= W%ow@v oder 3. 0 <
< Dyg) £ Dyg(e). Aus dem Lemma 5 und aus der Existenz der Punkte x
und y folgt, daB mindestens fiir einen Pankt aus 4 — N(A) die zweite Moglichkeit
zutrifft.

Die Punktfunktion g, die auf der Zelle Ae & definiert ist, hat auf 4 die Eigen-
schaft von Darboux im starken Sinne, wenn sie folgende Eigenschaft hat: Es sel
a=gx) <c<b=gQ), x, ye A. Damn existiert ein Punkt £ € 4 — N(A) in dem

g(&) = cist.
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Satz 1. Es seien die Axiome 1 und I fiir das S, ystem & erfiillt. Ferner sei &, ein
Teilsystem des Systems &. Es sei A€ & und die Axiome IIL, 1V, V und VII seien fiir
die Zelle A bei & erfiillt. Das Axiom VI sel fiir jedes B = A, Be &, erfiillt. Es sei g
eine auf A additive Funktion in bezug auf &,. Wenn die Funktion g die Ableitung
bei &y auf der Zelle A besitzt, dann hat die Ableitung Dy, g auf A die Eigenschaft
von Darboux im starken Sinne.

Beweis. Esseia = Dy g(x) <c < b = Dy,g(»). Ferner sei i(B) = g(B) — cm(B)
fiir jedes B e s fiir das g definiert ist. Dann gilt Dy h(u) = Dy, g(u) — ¢ fiir jedes
ued. Weiter ist Dy g(x) =a —c < 0 und Dgg(y) =b—c>0. Aus dem
Lemma 4 folgt, dap man Punkte x und y aus 4 — N(4) mit US\AMV < 0, bzw.
Uwaiwv > 0 finden kann. Aus dem Lemma 6 folgt, daf ein solcher Punkt ¢ e
€ A — N(A) existiert, fiir den D A(€) = 0 ist. Es gilt demnach Dy, 8(¢) = c.

Lemma 7. Die Axiome 1 und 11 seien fiir das System & erfiillt. Ferner sei ¥,
ein Teilsystems & . Weiter sei Ae & und die Axiome IV, V und VII seien fiir die
Zelle A bei &, erfiillt. Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf &. Es sei
-~ < Dy g(x) < m%owoa < o fiir jeden x€ A und Dy g(x) > 0 cwmscw?v < 0)
Jiir jedes x € A — N(A). Dann gilt g(4) > 0 (g(4) < 0).

Beweis. Wir werden die Behauptung beziiglich g(A4) > 0 beweisen. Zunichst
wird gezeigt, dap fiir keine Zelle B = 4, Be Yo, g(B) negativ sein kann. .

Aus den Voraussetzungen des Lemmas und aus dem Lemma 4 geht hervor,
dap Dg,g(x) 2 0 fiir jedes xe 4. So gilt auch Dg,g(x) = 0 fiir jedes x € B. Aus
dem Lemma 2 folgt nun, daf g(B) = 0.

Aus dem Axiom VI folgt, dap eine solche Teilung # der Zelle A durch & existiert,
fiir die mindestens eine Zelle von 4% eine Teilmenge von 4 — N(A) ist. Aus dem.
Lemma 3 und aus dem bereits bewiesenen geht hervor, dap die Ungleichheit

g(4) = Z{g(b): Be B, Bn N(4) + 0} + 2{g(B): Be 3,

B NU) =0} 22{g(B): Be B, Bn N(4) = g} >0
gilt.

Satz 2. Es seien die Axiome 1 und 11 fiir das System & erfiillt. Ferner sei &, ein
Teilsystem des Systems P ~Weiter sei A e & und die Axiome IIL, IV, V, VI und VII
seien fiir die Zelle A bei &, erfiillt. Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug & .
Es gelte —o0 < Dy g(x) £ _wméw@& < o fiir jedes x € A. Dann existiert mindestens
ein Punkt £ € A — N(A) fiir den Dg,g(¢) £ g(A)/m(4) = m%owﬁv gilt.

Beweis. Es sei A(B) = g(B) — (g(A4)/m(A)) m(B) fiir jedes Be.os, fiir welches
die Funktion g definiert ist. Dann ist 4(4) = 0, Dy (x) = Dy g(x) — g(4)/m(4)
und WS%CO = .@?:O& — g(A)/m(A4) fir jedes xe A. Fiir jeden Punkt xe A
trifft genau eine von den folgenden drei Méglichkeiten zu: 1. Dy i(x) <D 2o f(x) < 0,
2Dy h(x) £0 < Hlv%oikv oder 3. 0 < Dy h(x) < WSU\A&. Wir wollen jetzt zeigen,-
daP die erste Méglichkeit nicht in jedem Punkt aus 4 — N(A) gelten kann. Wenn
die erste Mdglichkeit in jedem Punkt aus A — N(A4) gilt, dann folgt aus dem
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Lemma 7, daf} A(4) < O ist. Das widerspricht jedoch der Gleichung A(A4) = 0.
Aus dhnlichen Griinden kann nicht iiberall in 4 — N(A4) die dritte Moglichkeit

gelten. Wenn also die erste oder die dritte Moglichkeit in irgendeinem Punkt aus

A — N(A) gilt, dann muf auch die zweite Mdglichkeit mindestens in einem Punkt
aus 4 — N(A) bestehen. Dies folgt aus dem Lemma 6. So haben wir bewiesen,
daB bei unseren Voraussetzungen mindestens fiir einen Punkt {e 4 — N(A) die
zweite Moglichkeit erfiillt ist, d. h.

Dyoh(¢) < 0 < Dy h?). (28)
Aus (28) folgt jetzt unsere Behauptung.

Zusatz. Die Axiome I und Il seien fiir das System & erfiillt. Es sei Ae & und &,
ein Teilsystems & . Die Axiome 111, IV, V, V und V11 seien fiir die Zelle A bei & erfiillt.
Ferner sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf ¥o. Wenn g auf A die Ab-
leitung bei & besitzt, dann existiert mindestens ein Punkt £ € A — N(A) fiir den
£(4) = Dy gl m(A) ist.

Satz 3. Die Axiome I und 11 seien fiir das System & erfiillt. Es sei Ae ¥ und &,
ein Teilsystem des Systems & . Die Axiome Y11, IV, V und VI seien fiir die Zelle A bei &,
erfiillt. Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf & . Ferner sei fiir g und & -
noch die folgende Bedingung erfiillt: Es existiert seine Folge {A;};.; von Zellen uus &
fiir welche

A;c A;,, =« A — N(A), 29)
lim g(4, 4;) = 0, (30)
lim g(4,) = g(4) @31

und das Axiom V1 fiir jedes A; bei &, erfiillt ist. Fiir die Folge {A;},.; existiert weiter
Siir jedes A,y eine solche Teilung B der Zelle A;., durch &, dafi System
{B:Be B, m(Bn A;) > 0} eine Teilung der Zelle A, ist. Wenn die Funktion g auf A
die Ableitung bei &, besitzt, dann existiert mindestens ein Punkt £ € A — N(A) fiir den

g(4) = Dy,g(&) m(A) (32)
gilt. .
Beweis. Wir fiihren die Funktion
h(B) = g(B) — (g(A)/m(A4)) m(B) (33)

fiir jedes B e o, fiir welches die Funktion g definiert ist, ein, Es ist 4(4) = 0 und
Dy h(x) = Dy,g(x) — g(4)/m(4) fir xe A. Es existiert eine mﬁommnuam. Folge
{A4;}ier von Zehlen aus &, fiir welche (29), (30) und (31) sowie das Axiom VI
erfiillt sind.

Aus (33) folgt
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PAA) — W(A4) | = | g(4) — g(4) | + (1 g(A) |/m(A) | m(4) — m(4)| <
= lg(4) — g(4) | + (1 g(4) I/m(4)) o(4, A)). (34

Aus (30), (31) und (34) folgt
lim A(A4;) = h(4) = 0.

Aus den Definitionen der Axiome ist ersichtlich, daB fiir 4;, ie I, die Axiome III,
IV, V und VII erfiillt sind. Es kann nicht fiir jedes x € 4; und jedes ie IDgh(x) > 0
sein. Wire es der Fall, dann miifite nach dem Lemma 3 A(4,) > 0 sein. Wegen
der Voraussetzung iiber A; folgt dann fiir jedes 4; aus dem Lemma 2, daB fiir
iel h(A) = h(A;.,) ist. Dies widerspricht jedoch der Gleichung (35), weil
lim A(4;) Z /(4,) > O ist. Aus denselben Griinden kann fiir jedes xe 4, und

jedes iel Dy h(x) < 0 nicht gelten. Es muB also ein i und zwei Punkte x;, x,
existieren fiir welche x,, X, € 4; — N(4,), Dy h(x,) > 0 und Dy h(x,) < O ist.
Aus dem Satz 1 folgt jetzt, daB mindestens ein Punkt £e 4, — N(4,) existiert,
fiir den

Dyoh(&) =0 (36)

_ist. Aus (36) ist die Gleichung (32) bereits evident.

Satz 4. Die Axiome 1 und I seien fiir das System & erfiillt. Es sei Ae & und &
ein Teilsystem des Systems & . Die Axiome 11,1V, V, VI und VI seien fiir die Zelle A
bei # erfiillt. Ferner seien f und g zwei auf A additive Funktionen in bezug auf &,,.
Wenn f und g auf A die Ableitung bei &, haben, und fiir jedes x e A Dy g(x) + 0
ist, dann existiert ein Punkt £ € A — N(A), fiir den

Dy f(E)/Dy8(€) = f(4)/g(A) a7
gilt.

Beweis. Es sei A(B) = f(B) g(4) — f(4) g(B) fiir jedes Be o, fiir welches die
Funktionen f und g definiert sind. Dann ist A(4) = 0, Dy A(x) = g(A4) Dy f(x) —~
~ f(A4) Dy g(x) und 4 ist eine auf A4 additive Funktion in bezug auf &,. Laut des
Zusatzes existiert ein™Punkt £ e 4 — N(A) fiir den Dy hE) = 0 ist, d. h. g(4)
Dy, f(€) — f(4) Dyog(e) =0 ist. Da Dy,g(®) + 0 s, gilt (37).

Es sei X = E, der Euklidische n-dimensionale Raum. Ferner sei & das System
aller Mengen die im Sinne von Lebesgue mepbar sind, und m sei das Maf von
Lebesgue. Es seien ay,...,a,,b,..., b, Zahlen fiir welche aq, < b, fiiri = 1,2, ...,n
gilt. Dann ist ein r-dimensionales abgeschlossenes Intervall J = {a,, by, ... a,, b,,>
die Menge aller Punkte (x,, ..., x,) fiir welche a; £ x; < b, fiir i = 1, 2, ..., in glt.
Die Zahlen b, — a4, ..., b, — a, nennt man dic Kanten des Intervalls J. Wenn
das Verhéltnis b; — a;:b, — a,:...: b, = a, rational ist, nennt man J ein Intervall
mit rationalem Verhiltnis der Kanten. Wenn alle Kanten gleich sind, bezeichnet
man das Intervall als einen Wiirfel. Die Zahl T1{l;/l:i = 1,2, ...,n}, wobei | =
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= max(l,!,,...,1) und I, 1,, ..., I, die Kanten des Intervalls J sind, nennt man
Parameter der Regularitit des Intervalls J und man bezeichnet ihn mit r(J). Man
kann fiir das System & das System aller n-dimensionalen abgeschlossenen Inter-
valle wihlen.

Fiir 4 € & definieren wir die Norm d(4) durch die Gleichung

3(A) = sup {o(x, y): x, ye A}.

Fiir 4 € & kann man dic Grenze der Menge A fiir N(4) nehmen. Bei diesen Defi-
nitionen sind die Axiome I und II erfiillt.

Es sei 0 < o £ 1 und &, das System aller Intervalle J fiir welche r(J) = « ist.
Es ist evident, dap &, das System aller Wiirfel ist. Es ist leicht zu zeigen, daB die
Axiome IIT, IV und VII fiir jedes 4 € & bei dem System &,,0 < « £ 1, erfiillt sind..
Das Axiom VI ist fiir jedes Intervall mit rationalem Verhiltnis der Kanten bei &,
erfiilit. Das Axiom VII ist fiir jedes Intervall aus & bei &,, 0 <« £ 1 und auch
bei & erfiillt.

Jetzt werden wir zeigen, daf das Axiom VI’ fiir jedes 4% bei &, 0 <a < |
und das Axiom V fiir jedes 4 €& bei &, 0 <o = 1 und auch bei &, erfiillt ist.

Man kann leicht beweisen, daP das Axiom VI’ fiir jedes 4e ¥ bei &#,,0 <o < 1
gilt, wenn fiir jedes 4 € & eine Teilung durch &, existiert. Dies geht aus dem fol-
genden Lemma hervor: )

Lemma 8. Es sei n=2,3,4,.... Es gelte 05 ¢; <¢; £...5¢, und 0 <

< o < 1. Dann existieren natiirliche Zahlen p, p,, ..., p,, daf gilt:

0 <cifpyr S eafpy S ... S Gulpy
und

(Y DM {efpyii=1,2,..,n—1} 2 a (38)

Beweis. Es sei n =2, Da a < 1 ist, gilt ac,/c; < ¢,/c,. Dann existieren min--
destens zwei solche natiirliche Zahlen p, und p,, so daf

acyfe; S pafpy S 6ifey (39)

gilt. Aus (39) folgt (38) fiir n = 2. B
Es sei #n = 3 und die Behauptung fiir # — 1 sei bereits giiltig. Da 0 < Va< 1
ist, existieren natiirliche Zahlen pi, p3, ..., pu_y, daB gilt:

0 < ¢ifpy 2 eafps £ oo 2 CuyfPriy
und B
Ll D M{cpiii= 1,2, ..,n ~ 2} = Y (40):

Fiir Qm und 0 < ¢,.; = ¢, existieren zwei natiirliche Zahlen p und ¢ fiir die
die Ungleichheiten

0<coy/p=Sclg und  (g/c)(cy-1/p) = 32 @1
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-gelten. Fir die Zahlen p, = pip, p» = P3P, ..o Puey = Pu—yp Und p, =p._.q
folgt aus (40) und (41) die Giiltigkeit von (38).

Lemma®%.Essei ¥« &' < S und A€ . Fernersei A — N(A) = A, U A, eine Zer-
legung von A — N(A) in zwei nichtleere disjunkte Teile mit der Eigenschaft: Fiir jedes Be
€ &' fiir welches B — N(B) = A,,bzw. B— N(B) c A, ist,gilt Bn (4 — N(A)) = A4,,
bzw. BN (A — N(A)) < A,. Es sei Ay, bzw. A5 die Menge aller Hdufungspunkte
der Menge Ay, bzw. A,. Dann gilt Ay Ay + 0 und Ay 0 A, * d.

Beweis. Es sei (¢, ..., ¢,) € 4; und (dy, ..., d,)e A,. Betrachten wir die Punkte

(€15 s Cisdigs s dy) fiir i = 0, 1,2, ..., n(%). Es gibt offensichtlich ein derartiges i, -

fiir welches gilt (i, ..., Ci1> Bingy e dy) €A und (€1, ..oy €y iy -nns d)eA,.
Es gibt also sogar zwei derartige Punkte X; = (c(, ..., €5 Cip 15 -.os Cp) UDd X, =
= (C1y .oer Ci—15disCig15..0s Cp) aUs A — N(A), daP X;€ Ay und X, € 4, ist. Es
sei U(X,, X,) der Abschnitt mit den Endpunkten X, und X,.

Es sei Y € A; ~ A3, bzw. Y, € A, — Aj. Dann ist das System #7;, bzw. #7,
aller Wiirfel Be &, mit dem Mittelpunkt im Y, bzw. Y, fiir welche B — N(B)
eine Teilmenge von A4,, bzw. A, ist, nicht leer. Die abgeschlossene Hiille von der
Sume U {B:BeW}, bzw. U {B : Be# ,} ist cbenfalls ein Wiirfel. Diesen Wilrfel
werden wir mit B,(Y;), bzw. B,(Y,) bezeichnen. Fiir ihn gilt B,(Y;) — N(B(Y})) <
c Ay, bzw. By(Y,) — N(B,(Y,)) = A,. Es ist klar, daP aus der Definition von
B,(Y)), bzw. B,(Y;) und aus der Bezichung B,(Y;) = A — N(A), bzw. B,(Y,) <
< A — N(A) die Existenz eines Punktes Z; € N(B,(Y;)) n A5,bzw. Z, € N(B,(Y,)) n
.n A folgt. Da im Falle B,(Y,) < A — N(A), bzw. B,(Y,) = A — N(A) der Wiirfel
B(Y}), bzw. By(Y>) eine Teilmenge von A, bzw. A, ist, ist Z, , bzw. Z, aus 4, N A3,
bzw. A7 N A4,.

Wenn X, € A; n A5, bzw. X, € A] n A, ist, dann ist die Menge 4; N 45, bzw.
Ay n A, nicht leer. Es sei X;ed; — A3, bzw. X, € 4, — A;. Falls jetzt gilt
B,(X,)) © A — N(4), bzw. B,(X,) c A — N(4), dann ist A, n A5 =@, bzw.
Ay n 4, *+ 0. Wenn B,(X,) n N(4) + @, bzw. B,(X,) n N(4) + 0 gilt, dann wieder-
holen wir diese Betrachtung fiir den Durchschnitt der Menge N(B;(X;)) bzw.
N(B,(X,)) mit dem Abschnitt U(X;, X5).

Da der Abschnitt &%, X,) eine endliche Linge und einen positiven Abstand
von N(A4) hat, bekommt man durch Wiederholung dieser Methode die Behauptung
‘des Lemmas. §

Aus dem Lemma 9 folgt nun unmittelbar die Behauptung beziiglich des Axioms V.

Der Satz 1 befindet sich fiir additive Intervallfunktionen in den Arbeiten {2},
S. 66 und [4]. In diesen Arbeiten nimmt man &, fiir das System &,. In der Arbeit [2]
wird von der Funktion g iiberdies noch die Stetigkeit verlangt. Der Satz 2 ist eine
Verallgemeinerung eines Satzes von [3] und des Satzes 3 aus [4]. In der Arbeit [3]
wird von der Funktion g liberdies noch die Stetigkeit verlangt. Nimmt man in dem

(8) Fiir den Falli = O nehmen wir statt des Punktes Aal_ yeey nl.; mﬂl yeens ML den Punkt AM— s eeedy).
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Satz 2 & fiir &, dann gilt der Satz 2 fiir jedes Intervall 4 mit rationalem Verhiiltnis
der Kanten. Nimmt man in dem Satz 2 &,, 0 < a < 1, oder & fiir &,, dann gilt
der Satz fiir jedes Intervall. Der Satz 3 ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus [2],
S. 67. In dem Saiz aus [2] wird die Stetigkeit von g gebraucht. Unsere Bedingung
fiir die Funktion g im Satze 3 ist schwicher. Unserg Bedingung fiir die Funktion g
im Satze 3 ist schwicher. Der Satz 4 ist eine Verallgemainerung des Satzes 4 aus [4].
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K TEOPEME O CPEJAHEM A AHAUTUBHBIX OYHKIUN AYEEK
Jlapucnas Mumnk
Pesrome

Ilycrs (X, , m) — nopocTpancTso ¢ Mepoi. [lycts & c of —takas cucTeMa, 1o 0 < m(A4) < o0
s A€, Driementst w3 & massatotes Aveikamu. Iycrs &g © &F. Cucrema s/ g © &y Hassl-
BaeTCs IeJIeHUEM MHOXeCTBA A €57, ecnusf o He Goslee ueM cYeTHas CucTeMa, 4 = U AO :Ced oY
m(BNC)=0 qna B,Cesdy v CNn B+ @ pua C €% TONbKO NPH KOHEYHOM YHCIIE MHOXECTB
Begd.

Iycre & — Takas MONOXUTENbHas GyHKUHMsA, 33aHHAA HA &, urto (A L OB) pist A B
% A, Be Y. Kaxnoil siyeiike IOCTABICHO B COOTBETCTBHE MHOXECTBO N(A), npugem m(N(A)) = 0.
TIycte g — Gynxums, samausan Ha & . [lonoxum Dy g(x) = sup ?;. ANOAV\EQV :xe A€y,
S(A) < £} :& > 0} 1 Dyo2(x) = inf {sup {g(A)]m(4) : x€ 1€¥ ¢, 8(A) < £} :& > 0}. Dynxuma g
HA3bIBACTCA AUTHTHBHOHK Ha A, €C/M JUTs BCAKOTO B © A M s BCAKOro aenenus of ; MHOXKeCTBa B
nmeer mecro g(B) = 5 {g(C) : Cedly}.

Jns siueltkm A MMeEeT MECTO akcuoma 111, ecnu pnst Besikoro BC A, Be&, Aas BCAKOIO
x€B-— N(B) u nna Besikoro € > 0 cyuecTsyer Ce¥y, uto xe C—N(C)= C< B — N(B)
ndC)< & -

Ilna usielixu A ©MeeT MeCTO akcuoma 1V, eciu BeINOAHSETCA: NYCTh ? i AE \Q — MOHOTOHHAas
cucreMa sueek u3 S, comepanmxcs B A, TOrAd DA\A» npm\ﬁ HEnycTo.

JUtn useiixm A umeeT MecTO akcuoma V, ecny BLINONHACTCA: HyCTb Bc A, BeS, nyctb
B— N(B)= B, U B, — taxoe pa3buenve Ha JBa HEMYCThIX HCMEPECEKRIOWMXCS CIIAraeMblX, 4TO
min xaxporo Ce¥yc C— N(C) < B(C— N B,) wmeer mecto CN (B — N(B) <
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c B{(Cn (B— N(B)) c B,), TOr/a CymMECTBYIOT TaKUe TOUKM X € By u ye B,, uro mua Kaxmoit
ayedxy D, ans xortopoit xe€D — N(D)(ye D — N(D)), nmeer Mecto D —ND)N B, 40
D — N(D) By + 0).
Jast suelixy 4 MMEeT MecTo akcHoMa VI, ecnu Brmomsercs: :

(a) CymieCTBYeT AcneHue sueiky A, npwieM xoTs 661 ORHA sTYeliKa NeseHHs COnEpHHTCH B A—N(A)

(6) ana xaxporo B A, Be& ¢ nna kaxzporo £ > 0 CYIIECTBYET hencHue B = Tw_ § K waw )
‘suedkn B, npuyem m@b < & ¥ x0Ts 686l OfHA sueliKa 3TOro JeneHus copepxnarcs B B — N(B).

TIycth Pgo(A4), A€S — Bepxusin TPpaHb BCEX “MCEN P, I KOTOPBIX CYLIECTBYET TAKOE NEJICHEe
{41, . A} smeitcn 4, wro m(U{4; : 4,0 N(4) = 8}) 2 ym(A). .

Hnst sueiixn A umeer mecto axcuoma VII, eciu Bemommsercs: nycrs {A4;} — nesospacraromas
DOCHCAOBATENBHOCTE sYeeK, comepxamuxca B A ¥ lim mgb = 0, Torga ymbo VYoold) =1 nnsa
Gecxomewno Muormx i, m6o II{1/(1 —V7o(4))) : Vofd) < 1} = 0.

B pa6oTe noxasauei, B YacTHOCTH (Kkpome Jpyrux), crenyiomue npe TEOPEMEI:

Teopema 1. Iycts mus A€ umeroT MecTo akcuomet III, IV, V, VII. Mycrs pas xaxnoro
Bc 4, BeS, mumeer mecto akcmoma VI Ilycts g — anmurweman ¢ymams ma A. Iycte
—o0 < Dgglx)=Dye(x)=D #08(x) < 00 s xaxmoro x€ A Torma D ,8(x) mMeeT cBOl-
ctBo HapOy. E

Teopema 2. Ilycte mma A€ AMEOT MecTo axcuomst 111, IV, V, VI, VII, u uycrs g — an-
nurueHas Gyrkims Ha A. Ilycrs —o0 < Dy.e(x) < U%cwo«v < 00 i kaxporo x€ A. Torpma
CYWIECTBYeT Takas Touka X € A — N(4), 910 Dy g(x) < gA)/m(A) £ Dy s(x).

Teopemsr B macrosmeit pabore sBmsIOTCS 06061menreM HEKOTOpPBIX TeopeM u3 pabor {2}, [3]
" [4].
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