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ZUR DARSTELLUNG
DES GRAVITATIONSFELDES HOMOGENER
KORPER DURCH FLACHENINTEGRALE

TIBOR KOLBENHEYER, Kaosice

Die Berechnung des Gravitationsfeldes verschiedenartiger homogener Korper,
diz in vielen Fillen die notwendigen Unterlagen entweder zu einer quantitativen
Deutung, oder zu gewissen Reduktionen der Ergebnisse gravimetrischer Messungen
bietet, beruht meistens entweder auf einer exakten, oder einer angeniherten nu-
merischen (eventuell auch graphischen) Auswertung der Volumintegrale
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Dabei bedeutet U das Potential, der Vektor F die Intensitit des Gravitationsfeldes
in einem beliebigen Punkte P(x,y, z), k die Gravitationskonstante, ¢ die Dichte,

>

7 das Volumen des Korpers, R den Radiusvektor des laufenden Punktes Q(&, 1, 0)
im Integrationsgebiet in Bezug auf P und R = PQ den von P gemessenen Abstand.
Die exakte Berechnung der Integrale (1) ist jedoch auch fiir verhiltnismaBig einfache
Korper oft ziemlich verwickelt. Vom Gesichtspunkt der gravimetrischen Inter-
pretation interessieren uns auBerdem in steigendem MaBe auch noch die héheren
Ableitungen des Potentials nach den rechtwinkligen Koordinaten (x,y,z). Ihre
Berechnung durch mehrmalige Differentiation des Potentials ‘ist ebenfalls ziemlich
kompliziert, selbst in solchen Fillen, wenn U explizit mittels bekannter clementarer
Funktionen ausgedriickt werden kann. Es ist deshalb oft zweckmiBiger die hoheren
Ableitungen des Potentials durch die entsprechenden Volumintegrale auszudriicken
und die letzteren zu berechnen. I llen solchen Fillen, wo man bei der Berechnung
der Integrale (1) auf numerische Verfahren angewiesen ist, stellt ein solches Vorgehen
praktisch den einzigen zuverldBigen Weg dar.

Im vorliegenden Aufsatz soll gezeigt werden, daB sowohl die Integrale (1), als
auch die entsprechenden Volumintegrale fiir dic hoheren Ableitungen des Poten-
tials stets in Flichenintegrale iiber die Oberfliche des Korpers verwandelt werden
konnen. Die Anzahl der zur Berechnung der Schwerewirkung nptwendigen. Integra-
tionen verringert sich dadurch um eins und diese Vereinfachung bedeutet methodisch
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einen mnicht zu unterschitzenden Vorteil. Es war das Ziel des Verfassers im fol-
genden die theoretischen Grundlagen der erwédhnten Methode klarzulegen.

Der Gedanke die Integrale (1) auf Flichenintegrale zuriickzufiihren ist nich ganz
neu. Fiir zweidimensionale homogene (und zum Teil auch nichthomogene) Korper
sind mehrere Berechnungsmethoden bekannt, die auf einer Zuriickfiihrung der das
Potential und seine Ableitungen ausdriickenden Flichenintegrale auf Kurven-
integrale beruhen, wobei der Schnitt des Korpers mit der zu seiner Streichrichtung
senkrechten Ebene (z, x) als geschlossener Integrationsweg zu nehmen ist (11, 2], 131
Auf demselben Prinzip arbeiten auch die meisten, zur Auswertung der Schwere-
wirkungen sweidimensionaler Korper dienenden mechanischen Integratoren. Einige
von den weiter unten angegebenen Formeln, wie (2) und (6), sind sogar unmitteibar
dem bekannten Formelapparat der Potentialtheorie entnommen. Sie dienen dort
allerdings micht zur Berechnung von Feldern, sondern zum Beweis einiger grund-
legender Sitze. Einige Versuche, wie [4] oder [5], zeigen zwar, wie diese Formeln
auch fiir gravimetrische Zwecke nutzbar gemacht werden konnen, ihre Anwendungs-
moglichkeiten sind jedoch in dieser Hinsicht noch bei weitem nicht erschopft. Eine
zusammenfassende Darlegung der theoretischen Grundlagen der erwdhnten Methode,
die einerseits auch die hdheren Ableitungen des Potentials, andererseits das Feld
sowohl im AuBenrauim, als auch im Innern der anzichenden Massen erfassen wiirde,
fehlt vollkommen. ’

Wir konnen in der Potentialgleichung (1) den reziproken Abstand 1 /R durch
1 AR ersetzen, wo A den Laplaceschen Operator bedeutet und erhalten dann nach
Anwendung des Gauflschen Integralsatzes

ko [ OR

xm
— 2 dS = — N
U > 7 ds 5 cos (nR)dS, Av

s

‘wo wir mit S die Oberfliche des Kérpers und mit # ihre juBere Normale bezeichnet
haben. Es sei h der Abstand des Aufpunktes P von der Berithrungsebene zu S in
demjenigen Punkte dieser Fliche, in dem wir das Flichenelement betrachten. Das
Vorzeichen von k wi Wlen wir posiiiv oder negativ je nachdem ccs (nR) positiv oder
negativ ist. Dann konnen ‘wir (2) auch in der Form

_xe b
le%wam o .Gv

Schreiten. Es sei bemerkt, daBin Cen p. aktisch in Frage kommenden Fillen eventuelle
sir gulerititen der Fliche S keine Reclle spielen.

{ Fir das Feld auBerhelb des Korpers war die Bezichung (2) schon GauB bekannt. .

Es 148t sich jedoch leicht zeigen, daf (2) und (3) auch im Innern des Korpers gelten. .
Liegt ndhmlich der Aufpunkt P im inneren Gebiet, s0 schlieBen wir ihn als singuldren
Punkt mit Kilfe einer Kugelflzcte K, deren Mittelpunkt in P liegt, aus dem Integra-
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‘fionsgebiet aus. Den Halbmesser a dieser Kugel wihlen wir so klein, daB K ganz
im Innern des Korpers liegt. Das Potential in P denken wir uns dann aus dem
Potential des homogenen Korpers mit dem kugelférmigen Hohlraum und dem
Potential U der homogenen Kugel zusammengesetzt und es ist

K@ dR
b= 2 —H%?_am .
S

%@MPL + UM,
on

K

Auf der Fliiche K ist aber dR/dn = 1 und aus der bekannten Formel fiir das Potential
im Innern einer homogenen Kugel,

f

U, = .NETNI al%i:nus +(—2) H @

wo (&, n, {) die Koordinaten des laufenden Punktes Q und (x, y, z) die Koordinaten
des Kugelmittelpunktes bedeuten, folgt U® = 2nkpa®. Man sicht dann leicht,
daB (2) und folglich auch (3) im inneren Gebiet tatsichlich gelten.

Da das Gravitationsfeld eines homogenen Kdrpers stets als Grenzfall des Feldes
eines homogenen Polyeders aufgefalit werden kann, kommt dem Feld eines solchen
Polyeders prinzipiell eine besondere Bedeutung zu. Bezeichnen wir die einzelnen.
Fliichen des Polyeders mit S, (v = 1,2, ...), s0 ist der Abstand h, des Aufpunktes P
von S, fiir alle v konstant und es ist A .

‘ ds
U= W M *JQ?W UY = ke 4“.|~M.. > . &)

S.,

wo sich die Summenbildung auf alle Flachen des Polyeders bezieht und U das
Newtonsche Potential des mit einer Flichendichte g belegten homogenen Vielecks S,
darstellt. o

Ist o eine stetig differenzierbare Ortsfunktion, so gilt fiir die Komponente X der
Feldstirke nach einer in [6] abgeleiteten Bezichung

_ mooizxv. |~||m.m~|
X = z% R am+z._,- 3 drz, (6)

S v T

3

wo wir, wie vorher, unter £ die M-Nooa.q.»ﬁo des laufenden w:&_,n.ﬁmw im ,r.:.mmamobm-
gebiet v verstehen. Letziere Formel ist, wie ebendort ‘bewiesen ' wird, sowohl fiir
das .duBere, als auch fiir das innere Feld giiltig. Fiir homogene’ Korper kann

also der Vektor F der Feldstirke durch die Formel

—

F= lam% =mw o

b
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ausgedriickt werden, wo Wwir B:ﬂ den Normaleneinheitsvektor der Fliche S be-
zeichnet haben. . .

Auf den einzelnen Flichen eines Polyeders ist 7 konstant. Bezeichnen wir mit n,
den zu S, mnr@nmo.u Normaleneinheitsvektor, so folgt aus (7) fiir em homogenes
Polyeder die nach Mehler benannte Bezichung

F= -Ynu®, ®

wo U, wie in (5), das Newtonsche Potential des homogenen Vielecks S, bedeutet.

Die Beziehung (7) ermdglicht eine in vielen Fillen einfache Berechnung Ao_. zu
den Grundflichen senkrechten Komponente Z des Feldes eines mﬁwag.Nﬁaaﬂm
oder Prismas von beliebigem Querschnitt. In Abb. 1 ist ein solcher Nﬁ.uao_. am,n-
gestellt, dessen Grundfiachen S; (i = 1, 2) in den Ebenen z = z; liegen. Die x-Achse

0 P 3

M Abb. 1.

o

des mm&_?muwmma: Hhoo.wmmnmﬁuwwmﬁwam haben wir iowg der Einfachheit .&nu .N&o?
nung durch den Aufpunkt P gelegt, diese spezielle Wahl des Systems spielt jedoch
bei den in:onnb Uberlegungen keine wesentliche Rolle. Da an der Mantelfiéiche
des Nw:bawam ; (oder Prismas) n, =0, an den einzelnen Grundflichen dagegen

— (—1)! ist, erhalten wir . S
n; A. mv 18 Z " chl QANV. ‘ AOV

wo U® das Newtonsche Potential des mit einer Flachendichte ¢ homogen belegten
beenen Flichenstiicks S, im Punkt P bedeutet. Man sieht also, daB in dem soeben
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betrachteten Falle die Vertikalintensitit des Storfeldes gleich der Differenz der
Newtonschen Potentiale der beiden Grundfiichen ist. Die Berechnung der Potentiale
homogener ebener Flichenstiicke 148t sich jedoch, wie wir sogleich zeigen werden,
auf eine Integration iiber die Berandung s; des betreffenden ebenen Gebietes zuriick-
fiihren. Es sei S; (Abb. 2) das betrachtete Flichenstiick, P, die orthogonale Projektion
von P auf die Ebene von S, z; = PP, der Abstand des Aufpunkts von diesér Ebene

a

-Abb. 2. T

und r der von P; gemessene Abstand. Uwo,cwmmﬁ.ogoma&méumﬁamméamﬁnno
belanglose Konstante bestimmte Funktion :

nu.. f .
e = xm.ﬁ ;\.Nw+ T, : 28

wo )\ z7 + r? = Rist, geniigt der Poissonschen Gleichung A® = xg/R. Liegt nun P;
im Innern der geschlossenen Kurve s;, $0 umschlieBen wir diesen Punkt mit einem
Kreis K, dessen Radius wir so wihlen, daB K ganz im Gebiet S; liegt. Alsdann ist
nach dem GauBschen Satze, wenn wir die juBere Normale zu s; mit N bezeichnen,

FY Qu. ’ das )
%%3\.@2 %|%®S%Hxn X an
L K 5=
Es ist jedoch
lMW. = cos (Nr) = |w| ,
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wo nun r den Abstand des laufenden Punktes Q der Kurve s; von P, und & den
Abstand des Punktes P, von der Tangente ¢ bedeutet, die 5, in Q beriihrt. Die Grofe é
ist positiv oder negativ, je nachdem bei dem in Abb. 2 durch Pfeile angedeuteten
Umlauf P; rechts oder links von 7 liegt.

Das zweite Integral an der linken Seite von (11) hat infolge (10) den Wert

2nkoNzi + a? und durch den Grenziibergang a — 0 erhalten wir schlieBlich

~.N

3 2 2
W= é% Bfsibr ds — 2nxe | z:l- (12)

S

Liegt P; auBerhaib der Kurve s;, 80 fallt das Glied 2nxe | z;| aus nmwozomou.ag
Griinden weg. Durch (5), 8), ® und (12) wird die Berechnung des Feldes eines
homogenen Polyeders, oder der zu den Grundflichen eines geraden Nu&baa.nm von
beliebigem Querschnitt senkrechten - Komponente der Feldstirke auf einfache
Integrationen zuriickgefithrt. Fir Polyeder hat man allerdings, entsprechend der
frither getroffenen Vereinbarung, in (10) und (12) h, statt z; und s, anstatt s; zu
schreiben. Es sei dem Leser iiberlassen sich davon zu iiberzeugen, daB sich das
Integral in (12), wenn S; ein Vieleck ist, in geschlossener Form durch elementare
Funktionen darstellen 146t. Ohne die Losung der gravimetrischen Aufgabe fiir
ein homogenes Polyeder hier in expliziter Form anzugeben, konnen wir also schlieBen,
daB diese Losung in einer solchen, nur elementare Funktionen enthaltenden Form
angegeben werden kann. Fiir.einen homogenen endlichen geraden Kreiszylinder
konnen die Komponenten der Feldstiirke in abgeschlossener Form durch die voll-
stindigen elliptischen Normalintegrale aller drei Gattungen ausgedriickt werden.

Wir kehren nun wieder zul Anziehung durch mmbu#gmogm momo;:uov Korper

zuriick, indem wir von (7) ausgehen und vmmoEoP. daB n = dR/On und AR = 0 ist.
Aus dem Greenschen Satze folgt dann

’

1R > (1
1R 70 (1\as—0 13
FLEne

Ea En .a.ab de&»am. oww mcmonoam.:nw:mr haben wir

Jas [=o (1 KR
ndS LR % (=)ds=- —-dS. 14)
O A
N i N P 5
Zu derselben Formel gelangt man omobwwomﬁor auch wenn P im Innern des an-

ziehenden Korpers liegt, nur hat man in diesem Falle anstatt des Greenschen Satzes
die Greensche Formel anzuwenden, also an der rechten Seite von (13) zunéchst

»:MN. zu schreiben, was wegen Mw — 0 am Ergebnis nichts sndert. Aus (7) und (14)
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=
folgt dann cine andere Darstellung des Feldvektors F durch ein Flichenintegral

in der Form
F = é% INW%. , (15)
s

Fiir die zweite Ableitung U,, des Potentials eines inhomogenen Korpers mit
stetig differenzierbarer Dichteverteilung ¢ = (&, 7, 0) gilt sowohl im #uBeren, als
auch im inneren Gebiet die aus der Potentialtheorie bekannte Formel

U, = x%mumAvaog?xvam - 7%@%%NAWMV3

S

und analoge Bezichungen gelten auch fur U,, und U,, [6]. Fir homogene Wmmmnw

folgt hieraus eine Darstellung dieser zweiten Ableitungen durch Flichenintegrale
in der Form

U,,= ke % %ml A.WV nOw ?xv. ds, U,, =K % IMN AWMV owm (ny)ds,
H 5
U., = xo % %N A.W.v cos (nz) dS. 16
3 h )

Wrbmoro Formeln kdnnen auch fiir die gemischten Ableitungen U,ys Uz und U,
erhalten werden. Es ist z. B.

* (1 * (1
u,,= xm,_, 7% 3y A@Mv%.. = xm._. % o Amﬂvaa

T T

und durch Anwendung des GauBschen Satzes folgt hieraus

U, = xe % l%ml AW\V cos (ny)dS = xm% ‘%an AWMV cos (nx)dS. a7

s -8

Der obige Beweis gilt zwar wieder nur fiir das duflere Feld, die Formeln an
sind jedoch auch fiir das Innere des anziehenden Korpers richtig. Schliefit man
ndmlich den im Innern liegenden Aufpunkt aus dem Integrationsgebiet : 7, wie
friiher, durch die Kugelfiiche K mit hinreichend kleinem Radius aus, SO ist der
Beitrag zu U,, der innerhalb K liegenden Massen nach (4) gleich Null und amn
gilt mit der Abdnderung, daB nunmehr zum Integral iiber § noch das entsprechende;,
iiber K erstreckte Oberflichenintegral hinzugefiigt werden soll. Letzteres verschwindet
jedoch, wie man sich leicht iiberzeugt, identisch fiir alle Werte des Kugelhalbmessers.

Fijhrt man voriibergehend &, = &, &, =1, & =1 ein, ordnet entsprechender-
weise auch den Koordinaten x, y, z der Reihe nach die Symbole x, X5, X3 ZU und
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setzt cos (nx;) = n;, SO sind, wie man sich ohne besondere Schwierigkeit iiberzeugen

kann,
_ 1. (1 _0 (1Y, 18
= |7 ()& ()] @
G k=123

die rechtwinkligen Komponenten eines symmetrischen Tensors (T;,) zweiter Stufe.
Ebenso bilden auch die U, cinen symmetrischen Tensor (Uy). Die Gleichungen (16)
und (17) lassen sich dann in einer einzigen tensoriellen Gleichung

(U = xe % (Tu) dS (19)
S

zusammenfassen. . o
Fiir den in Abb. 1 dargesteliten Zylinder (oder fiir ein Prisma) ergibt sich aus (16)

d (1 J {1
= —\ % — 1 =1~=1dS}.
Ve =10 : ot va& Tm Axv g
S2 S1
Beachtet man nun, daB

70 = —xp TM\NAWV% = é% ¢ muN ds

S Si

die Z-Komponente der in P von der homogenen Grundfliche S; ausgeiibten An-
zichung darstellt, so erhilt man

U, =2z0 -2z, (20)

eine Formel, die (9) analog ist und die Berechnung von U, wesentlich erleichtert.
Die GroBen Z? konnen, shnlich wie U® in (12), durch Integrale Lings der geschlosse-
nen Kurven s; ausgedriickt werden. Beachtet man, daB 70 = — gUP/oz, ist, so folgt
aus (12) sofort

alN..aH lamum% 9 ds + NnamlNIF

N 2]
falls P, innerhalb S; liegt. Ist hingegen P; in Bezug zuf S, ein dulerer Punkt, so muf3
das Glied mit 2nkg weggelassen werden. Handelt es sich um das Feld eines homo-
genen Prismas, sO ist S, ein Vieleck und die zu seiner Ebene senkrechte Komponente
7® der Anziehung kann mit Vorteil mittels der durch Talwani und Ewing in [7]
ausgearbeiteten Methode, oder des in [8] beschriebenen Goguelschen Verfahrens

berechnet werden.

Genauso wie (20) konnen fiir den in Abb. 2 betrachteten Fall auch die Beziehungen

QMN - N:vl vﬂﬁ.v« Qzu = M\AC _ %GV .
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bewiesen werden, wo X und v die Horizontalkomponenten der durch das homo-
gene ebene Flichenstiick S; in P ausgelibten Anziehung bedeuten. Letztere konnen
zunichst durch die Flichenintegrale

i 0 (1 . e (1
vﬂ?v“ - 5" S (O - —{ —
xm%mﬁ vaa , Y xm%mz Axvam
S: Si

und dann, nach Anwendung der Greenschen winmnm_mﬁa@r&ﬁos &o&@ﬂ&m
geschlossene Randkurve s; erstreckten Kurvenintegrale :

R R

Si S

XO= —xg oL, EHS%MM @

ausgedriickt werden. Im betrachteten Falle reduziert sich also die Bestimmung der
genuschten Ableitungen U, und U,, ebenfalls auf einfache Integrale. Ist s; ein
beliebiges Vieleck, so lassen sich, wie man leicht nachweist, die Integrationen in (21)
in geschlossener Form, mit Hilfe elementarer Funktionen durchfithren.

Fiir ein Polyeder kann (19) mit Riicksicht auf (18) in der Form

1 ol 0 (1 wl @ (1
(Uw) H..MamM—Hzpv%dmwAanam + n! ;‘ %, Amﬂlvam“_ |

Sy s,

(k=123

geschrieben werden, wo nun n” und n" die betreffenden Komponenten des zu S,

e
gehorigen Normaleneinheitsvektors 1™ bedeuten. Es ist jedoch

XV = —xo T\mn AWV ds

Sv

die i-te Komponente der Intensitit des von S, hervorgerufenen Feldes und mit
dieser Bezeichnung hat man

(Us) = |W Y [#x ) + " X0] 2

als Erweiterung der Mehlerschen Formel (8) auf die zweiten Ableitungen des Po-
tentials, die ‘{ibrigens auch unmittelbar aus der letzterwihnten Formel abgeleitet
werden kann. Da alle S, Polygone sind, lassen sich die Grofien X mit Hilfe des
bereits erorterten Formelapparates in endlicher Form durch elementare Funktionen
ausdriicken.

Vom Gesichtspunkt der gravimetrischen Interpretationsmethoden interessieren
jedoch nicht nur die ersten und zweiten Ableitungen des Potentials, sondern in
steigendem MafBe auch einige von seinen hoéheren Ableitungen. Es wird deshalb wohl
nicht ohne Interesse sein, die Frage nach der Darstellbarkeit der hoheren Ableitungen
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des Potentials durch Integrale iiber die Oberfliche des Korpers in allgemeiner Form
zu behandeln. Zu diesem Zweck fiihren wir die Bezeichnung
NU

Ui = ——=5 »
T axi oy’ o2

(N=i+j+k>0; i, k=0,1,2,..)

ein und beachten, daB dann

Ug = (—1)'re % L 3& 23)
i ofon’al* \R

T

ist. Das obige Volumintegral 1Bt sich mit Hilfe des GauBschen Satzes auf so viele
Arten in Integrale iiber die Oberfliche S des Korpers verwandeln, wie es unter den
Koordinaten &, 11, € solche gibt, nach denen man in (23) mindestens einmal zu diffe-
renzieren hat. Es besteht nimlich immer wenigstens eine der Beziehungen

2 meIw M
qm. =(—-1)" ko lll.\l\ﬂl‘AlVOOm nx &Mu ~VOu
jk A v mm—lw m:umﬁw R ﬁ v

5

ot 1
Ui = —1Y' ko SR AlVoom ny)dsS, i>0, 24
= e g () = 09570 @

S

. : QZI.M AHV
Ui = (=1 — 2 \cos(nz)ds, k>0 25
jk A V D% mm-m_i mm_nln R A v A v

s

Um zu beweisen, daB diese Formeln auch dann gelten, wenn sich der Aufpunkt im
Innern der anziehenden Massen befindet, setzen wir voraus, daB etwa k > 0 ist. Wir
umschlieBen wieder, wie oben, P mit der Kugelfliche K und beachten, daf der Bei-
trag zu Uy der innerhalbt K liegenden Massen fiir N > 2 entsprechend (4) ver-
schwindet (fiir N < 2 ist der Beweis schon erbracht). Um den Beitrag der Kugel-
fliche zum Flichenintegral (24) zu untersuchen, filhren wir Polarkoordinaten mit P
als Anfangspunkt derart ein, daB die Polarachse die Richtung z habe. Dann ist

szih| eﬁlx,:lﬁmls
mmmmimmwl R~ R2N-1 ?

wo @ ein homogenes harmonisches Polynom vom Grade N—1linden Verinderlichen
E—x, =y ¢ —-z) ist [9]. Letzteres 148t sich in Polarkoordinaten bekanntlich in der

Form
N-1 :
d=R"-1Y (4ycosme + B, sin mg) Py _(cos 9)

=0

schreiben, wo Py 4(cos 9) die Legendreschen Funktionen, 4,, und B, irgendwelche
Konstanten bedeuten. Weiter ist

cos (nz) = Py (cos 9), dS = a?sin 9 d3do
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und bildet man entsprechend (24) das Integral iiber K, so sieht man sofort, daB es.
wegen der Orthogonalitit der Legendreschen Funktionen identisch verschwindet.
Die Giiltigkeit der Gleichungen (24) ist damit auch fiir das innere Gebiet erwiesen.

AuBler (24) gibt es noch cine Reihe anderer Mobglichkeiten die Ableitungen des.
Potentials durch Flichenintegrale darzustellen. Schreibt man z. B. in (25) k statt k—1,
so ist

il :
=R @ W=itj+k>00fk=012.) (0

ein harmonisches Polynom vom Grade N in den Verinderlichen (¢ — X, 1 — s
{—2).Da?d homogen ist, hat man

-
Rgrad @ = N®. X))

Andererseits ergibt sich aus dem GauBschen Satze, da & harmonisch und also-
div grad @ = 0 ist,

H| 02 45— {div(R 2" grad @)dr = mﬂmaemnmaw|~z+_aﬁ
RZN-1 0n

5 L T

und weiter, da grad R-W¥1 = _2N - 1) R/R**1, mit Riicksicht auf (27)

% L0 mmnnz@zlc% L (28)

- N+1
WNZ 1 on NNN
S T

Beachtet man nun (26), so sieht man an Hand der Bezichung (23), daB das an der
rechten Seite von (28) auftretende Volumintegral bis auf den Faktor (—1)"xg mit
der Potentialableitung Ujjx iibereinstimmt. Es ergibt sich auf diesem Wege eine
weitere Darsteltung der Ableitungen des Potentials durch Flicheintegrale, und zwar
in der Form

()" ke L

— 55 35 29
NN -1) ] REN=L an .

Qe.a =

die fiir das duBlere Gebiet fiiralle N = 1 gilt. Man kann indessen mit Hilfe des oben
schon mehrmals angewandten Verfahrens leicht zeigen, daB diese Formel fiir alle
Ableitungen, Usgo» Uozo und Uge, ausgenommen, ihre Giiltigkeit auch im inneren
Gebiet bewahrt. Der Beweis stiitz sich auf die Tatsache, daB der Beitrag der innerhalb
der Kugel K befindlichen Massen gleich Null ist und das iiber K genommene Integral

% wﬁwl WM\% verschwindet, weil R konstant und @ harmonisch ist. Fmg

K
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Ausnahmefillen Usgg, Uo:
hinzugefiigt werden.
Eine weitere Darstellung durch Flichenintegrale, die besonders bei homogenen

Polyedern zu interessanten Bezichungen fiihrt, ergibt sich, wenn man (29) mit Hilfe
des Greenschen Satzes umformt. Nach diesem ist ndmlich

1 P
3@ io o [oarR " 1dr= o2 (—
% RNt on ,'. de %S on A.wnzl ds,

S T s

o und Ugg, muB in (29) rechts noch das Glied —(4/3) nxg

wobei zu beachten ist, dafl AP = 0. Wir setzen hier

i} 1 (2N - Dh 2
o _ _aner AN —DEN -1
on A wnzlv R2V+1 2 AR - RN-1 ’

wo h wieder den ?chnna:bmwmoamm positiven oder negativen) Abstand des Auf-

cE.uﬁom von der Berithrungsebene zur Korperoberfliche bedeutet, und erhalten
weiter unter Beachtung von (26)

H m% z
% _ \&+~AZI:GZ|H% m APV |
R¥N-1 on 7 aal
s o o oc o’ o R

- (N - _Jm T ds.
S .
Setzt man hierin fiir die links stehenden beiden Integrale ihre aus (23) und (29)

folgenden Werte ein, so ergibt sich schlieBlich

_(=D)""'ke h® ,
Ui = —— %Mnlzﬁl%. (30)

s

Einen bereits frither erdrterten Sonderfall der letzteren Formel stellt die Gleichung

(15) dar, wenn man sie fiir die einzelnen Komponenten der Feldstirke hinschreibt.

Wie man sofort sieheggilt (30) fir alle N > 0 mit der Ausnahme N = 2. Dies erklirt

&.oﬁ amaﬁw? dabB fiir N = 2 das Integral in (30) verschwindet. Sonst gilt (30) wieder
nicht nur im AuBenraum, sondern, wie wir fiir N = 1 bereits gezeigt haben, auch

im inneren Gebiet. Fiir N > 2 erkennt man dies daran, daB fiir die Kugel K das
Integral in (30) verschwindet, weil & = R konstant und %G dS = 0 ist fiir jedes
K

homogene harmonische mo_vaoq.p vom Grade N > 0.

_womowﬁﬁ man wieder, daB an den einzelnen Flichen eines Polyeders cos (nz)
konstant ist, so folgt fiir k > 0 aus der dritten Formel (24)

Uy = (=1 e 3 cos (n,2) % i A%v ds.

mm.ﬂma.‘.mﬁrlw R

Sy
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Es ist jedoch, wie man leicht sieht,

U = (=1 xe Lﬂw\%% O:
i, j,k—1 mmmms.-.mmwln R

Sy

aoE.,m anderes, als die durch die unteren Indizes angedeutete Ableitung des Potentials
der mit der konstanten Flichendichte g belegten Fliche S, . Fiir ein Polyeder folgt also

Uije = — % U, k1008 (nyz2), (k> 0) (32)

als eine weitere Verallgemeinerung der Mehlerschen Formel (8) und ebenso beweist
man auch die Formeln

Up=—2 U, cos(mx), U= ~Y, U1k 08 (ny),
v v

die fiir i > 0 bzw. j > 0 sowohl im Aufenraum, als im Innern des Korpers gelten.
Fiir den in Abb. 2 dargestellten geraden Zylinder folgt aus (32) eine Erweiterung der
Bezichungen (9) und (20) in der Form

Ui = Ui g-1— U k-1 (k=12 ) 33

die sich in praktischer Hinsicht gut bewahrt.
Da h an den einzelnen Flichen des Polyeders ebenfalls konstant ist, hat man an
Hand von (30) fir N 2 auch

A|~v2+~ ]
Sy

und das Integral unter dem Summenzeichen kann infolge (26) und (31) in der Form

e Alvz:,
'*r NNNZ+H Q.m = KO Qc.a
Sv

geschricben werden. Man erhilt auf diese Weise
1 (v)
Ui = 2N M h, Ui (34

als allgemeinere Form der Gleichung (5).

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB der Greensche Satz auch unmittelbar eine
Darstellung des Potentials und seiner Ableitungen durch Flichenintegrale gestattet.
Ist namlich P, 1, 0) irgendeine partikulidre Losung der Poissonschen Gleichung
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A¥ = ko (also z. B. ¥ = 1/2ke&?, ¥ = 1/2xon — y)%, ¥ = xoR*[6 usf) und
beachten wir, daB (A®/R*"* 1) = 0 ist fiir die durch (26) definierte Funktion &, so ist

o oy 3 [ @
vt an Y v

Ui = AICZ
s

eine solche (fiir praktische Zwecke allerdings nicht sehr handliche) Darstellung der
Ableitungen des Potentials im Auflenraum.
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MPEACTABIEHUN TPABHUTAIIMOHHBIX MONENA OAHOPOJAHBIX TEJL
NPY MNOMSI UHTETPAJIOB 110 ﬂmeNXIOOHS TEJA

Tubop Konpbenxeep
Pe3rome

B cratee pa3paboTaHbl TCOPETHYECKUE OCHOBBI METONA peleHnst NPSMOll TPaBUMETPHYCCKOR
3a0a4d, OCHOBAHHOIO HA IPEACTaBICHMMK IPAaRUTANMOHHOTO MOJS TIPOU3BOJBHOIO OAHOPOIHOTO
TeJta np¥ HOMOIIH IOBEPXHOCTHBIX UHTEIPAIOB. Wnrerpansi, Gurypupyroiye B M3BECTHHIX GOPMY-
nax (1) MOXHO NPMBECTH, NPH MOMOLIM TEOPEMEI Ocrporpazackoro-I'aycca, X HHTErpaizaM no
[OBEPXHOCTH NPHTSArMBAIOLUETO TeJid. TeM CAMBIM TOHIKAETCS YHCAO HHTErpauuii, HeoGXOMMMBIX
17151 BBIYMCTIEHHsS TPABUTALMOHHOrO MO TeNa, 4T0 MOXET MMEThb, C TOMKM 3DEHHMs MPAKTHICCKUX
BLIMMCIICHHH, KPYIHOE 3HAMCHHC. TloTeHuMan Teja NpOM3BONBHONK (GOpMBI MOXHO NPEACTABUTHL
TPV IIOMOLIA COOTHOIICHUH (2) 1 (3), BEKTOP HAMPSIKCHHOCTH MOJIS NP IFOMOLIU o6nmx dpopmyn (7)
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ds :

u (15), rae h oBo3uayaet PACCTOAHME TOUKH, B KOTOpO# Mbl PACCMATPUBACM NOTE K KacaTeabHOK
[UIOCKOCTH TIOBEPXHOCTH Tena B nepeMeHHO# TO4YKE, B KOTOpPOii Mbl PaCCMATPHBAEM INEMEHT no-
pepxuoctn dS. B cnexyrouiel yacti paboThl BRIBOAATCH COOTHOLIEHMS, TPU TOMOLIM KOTODPHIX
BELPAKAIOTCH TAKKE BTOPHIC NPOX3BOIHEIE HOTCHUMATA MO [PAMOYTOJIbHBIM KOODAUHATAM (x, ¥, 2),
yepe3 MOBEPXHOCTHBIC yrrerpaitst. Tak Kax Asis HCTONKOBANHUA [PABMMETPHYECKUX JAHHBIX IPUMEH-
sAr0TCA BCE DOJiee HEKOTOPHIC [POW3BOAHBIE €UIC BHICIIHX [OpAAKOB; TO 32K/LOYEHMC cTaTbi MOCBA-
[WEHO BHIBOAY 0OmMX COOTHONICHMIX I BHIPANKEHUA oGmEX MPOM3BOAHEIX MOTEHIMATA OHOPOA-
HOCO TENA TIPH IMOMOIIM NOBEPXHOCTHEIX grTerpatos. Ocoboe BHUMAHME YREIAETCA BBIPAKCHUIO
QOTEHIMANA W €TO NPOM3BOJHLX MUA Cllydasi HPOH3BOJLHOTO muororpausuka. HanpskeHHoCTE
[OJTSt MOXHO BHIPA3UTh B ITOM CIIy4ae, [pH MOMOIIM HOTEHIHMATOB OTAE/BHBIX TPAaHEH MHOTOrPAH-
HUKA M HEKOTOPBIX reOMETpHYECKUX TapaMeTpoB yspecTHO# dopmynoi Menepa (8), HO aHajo-
THYHbIC E..oq?._o coorromerms (5), (22) 1 (32) MoryT GbITh MOMYHCHEL ¥ A OOTEHIMANa U ero
ﬂﬁOSuUOhﬂE BRICOIMX MOPSIAKOB.
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