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POZNAMKA O FAKTOROVYCH POLOGRUPACH
DANEJ POLOGRUPY

ROBERT SULKA, Bratislava

L. N. Sevrin sa v niekolkych svojich pracach [1, 2] a [3] zaoberal nilpologrupami,
nilpotentnymi a lokalne nilpotentnymi pologrupami.

Pod nilpologrupou S budeme rozumiet taki pologrupu S's nulou 0, 7e ku kazdému
prvku x€ S existuje prirodzené &islo n, pre ktoré x" = 0.

Pologrupu S s nulou 0, ktora ma td vlastnost, Ze pre nejaké prirodzené &islo n
je S" = 0, budeme nazyvat nilpotentnou pologrupou.

Nech dalej S je pologrupa s nulou 0, ktorej kaZda Eiastolna pologrupa, vytvoreni
koneénym poltom tvoriacich prvkov, je nilpotentna. Takito pologrupu budeme
nazyvat (ako §evrin) lokdlne nilpotentnou pologrupou.

.V tejto praci budeme vySetrovat rozne vytvarajice rozklady € pologrupy S,
k nim patriace faktorové pologrupy § a vzfahy medzi nimi, ked niektoré z tychto
faktorovych pologrip st nil-(lokalne nilpotentné¢) [nilpotentné] pologrupy. Specialne
§* = § — J bude znaCit Reesovu faktorovii pologrupu, ktorej jednou triedou je
ideal J-a ostatné triedy si jednoprvkové mnoZiny.

L. N. Sevrin vo svojej praci [2} dokézal, Z¢ homomorfnym obrazom nil-(lokélne
nilpotentne;j) [nilpotentnej] pologrupy je nil-(lokélne nilpotentna) [nilpotentna]
pologrupa.

Z tohto tvrdenia vyplyva zrejme;

Lemma 1. Ak S je nil-{ Fw&:ﬂamﬁeai:& [nilpotentnd] pologrupa, je takouto po-
logrupou aj faktorovd pologrupa S (teda Specidlne aj S* = S — J).
Lahko sa dokéZe (na ziklade homomorfizmu) tieZ tato

Lemma 2. Nech Reesova faktorovd pologrupa S* = S — J pologrupy S je nil-
(lokdlne nilpotentnd ) [nilpotentnd) pologrupa. @(J) nech je jeden { Tubovolne zvoleny)
vytvdrajici rozklad na S, ktorého jednou triedou je idedl J. Nech S(J) je faktorovd
pologrupa, patriaca k rozkladu €(J). Potom S(J) je tiez nil-( lokdlne nilpoteninou)
[nilpotentnou} pologrupou. .

PretoZe poditanie s triedami faktorovej pologrupy sa da previest na potitanie
s reprezentantmi tychto tried, plati

Lemma 3. Nech faktorovd pologrupa S(J) pologrupy S je nil- (lokdlne nilpotentnd)
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[nilpotentnd] pologrupa. Potom tie Reesova faktorovd- pologrupa S*=S-J g.w
nil- (lokdlne nilpotentnou ) [nilpotentnou] pologrupou.
Z lemmy 2. a 3. dostaneme priamo tito vetu:

Veta 1. Nech {€.(J)] x e K} je mnofina cMmQQ% vytvdrajiicich rozkladov polo-
grupy S, ktoré majii za jednu triedu idedl J a {S. ()| ﬁmwa nech je mnofina k tymto

rozkladom " patriacich faktorovych pologrup. Potom ak jedna z tychto faktorovych

pologrip je nil- (lokdlne nilpotentnou ) [nilpotentnou] pologrupou, su vSetky.
Z vety 1. vyplyva

Veta 2. {€(J) | k € K} je podsvazom svdzu vietkych vytvdrajiicich rozkladov na S.
Dalej zrejme (na zéklade homomorfizmu) plati

Lemma 4. Nech faktorovd pologrupa S, je zdkrytom faktorovej pologrupy Byt

ktord je nil-( lokdlne nilpotentnou) [ nilpotentnou] pologrupou. Potom S, je tieZ
nil-(lokdlne nilpotentnou) [ nilpotentnou] pologrupou.
Qdtial vyplyva

Lemma 5. Najmensi spolocny zdkryt S Iubovolného poctu \anS&\,m}. pologrip
pologrupy S, ktoré su nil-(lokdlne nilpotentnymi) [ nilpotentnymi] pologrupami, je
nil- (lokdlne nilpotentnou) [ nilpotentnou] pologrupou. . ’ )

Tahko sa tieZ dokéZe . ’ . ,

Lemma 6. Nech J, a. J» sii dva idedly pologrupy S a faktorové pologrupy S =
=S—JiaS=8S—17 nech sit nil-(lokdlne nilpotentné) [ nilpotentné] pologrupy.
Potom faktorovd pologrupa Si2=8-=U1n J,) je tieZ nil-(lokdlne nilpotentnou)
[nilpotentnou] pologrupou. S : ‘

Désledok. Majme konecny pocet idedlov J{i =1, ..., n) pologrupy S. Faktorové
pologrupy Si=8—-J (=1 .., n) nech su nil-(lokdlne nilpotentné) [nilpotentné]
pologrupy. Potom \nﬂi@m pologrupa S — (N J)) je tie? nil-(lokdlne. nilpotentnou)

) i=1
[nilpotentmou] pologrupou.

Odtial vyplyva  sge~ . , .

Veta 3. Nech J; (i =21, .. n) je koneény pocet idedlov ‘pologrupy S s nulou O.
Nech faktorové .u&ow..m.u\c SS=8S-Ji (= 1,...,n) su nil-(lokdlne nilpotentné)

L ’ 5 @ R . : Fn
[nilpotentné] pologrupy a N J; = {0}. Potom S je tiez nil-(lokilne nilpotentnou)
) i=1
[nilpotentnou] pologrupou. S o ‘
Nasledujiici priklad ukazuje, e veta 3 neplati pre nekonecny pocet idedlov.

‘E.:Q.ma. Interval § = <0,2/3)> s oby¢ajnym nasobenim ako opericiou je polo-

grupou. Prenik idedlov J,=<0,1/n),n=2, 3, ...je {0}. KaZda z faktorovych polo- :

grop S=5~-J,(n=2 3, ...) je nilpotentnou pologrupou. No S zrejme nie je
nilpotentna.:
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Lemma 7. Najvicsie spoloéné zjemnenie konecného poétu faktorovych pologrip
pologrupy S, ktoré si nil-(lokdlne nilpotentnymi) [ nilpotentnymi] pologrupami, je
nil- (lokdlne nilpotentnd) [ nilpotenind ] pologrupa. .

Dokaz. Nech S;(i=1,....n) je koneny potet faktorovych pologrip polo-
grupy S, ktoré st nil-(lokalne nilpotentnymi) [nilpotentnymi] pologrupami a S nech
je ich najvacsie spolotné zjemnenie. J; (( = 1, - n) nech st tie idealy z S, ktoré s
triedami prislu§nych vytvarajucich rozkladov €, (i = 1, ..., n), patriacich ku fakto-
rovym pologiupam S;i=1,..,n. Ked oznatime S; = S — J;, vyplyva z lemmy
3., Ze S; su nil-(lokaine nilpotentné) [nilpotentné] pologrupy. Dalej je zrejme J =

n
= J; tym idedlom z S, ktory je triedou vytvarajiceho rozkladu ¥, patriaceho
i=1

ku faktorovej pologrupe S. Potom viak z dbsledku lemmy 6. vyplyva, Ze faktorova
n L]
pologrupa §* = § — J=S—(NJ)jetieZ nil-(lokélne nilpotentnou) [nilpotentnou]
i=1

pologrupou. Z lemmy 2. potom dalej vyplyva, 7e & faktorova pologrupa S je nil-
(lokalne nilpotentnou) [nilpotentnou] pologrupou.
. Na zéklade doteraz dokézaného plati

Veta 4. Vsetky vytvdrajiice rozklady 4, A € L danej pologrupy S, ku ktorym patriace
faktorové pologrupy S,, AeL si nil-( lokdlne nilpotenté) [nilpotentné ] pologrupy,
tvoria svaz S4(S,) [S5], ktory je podsvdzom svdzu © vietkych vytvdrajiicich rozkladov
pologrupy S.

Zrejma je aj

Veta 5. ©,(S,)[S;] obsahuje jednotkovy prook svazu & (ktorym je maximdlny rozklad
pologrupy S) a obsahuje nulovy prvok svizu S (ktorym je minimdiny rozklad pologrupy
S) prdve vtedy, ked S je nil-{lokdlne nilpotentnou) [ nilpotentnou] pologrupou.
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3AMETKA O 9>~A.~.Ow—.—0.ﬁ<ﬂw<:ﬂ>x 3AJAHHOM NONyIrPYIIbI

Pobept Hlynka

PesoMe

[OMYTpYMHEL, K KOTOPSIM OpHHALIC-

CHASAME 3afaHHON
Fanrnoao%_

CraTha 3aHAMACTCH OpaBMIBHBIMA pa36u
xamme (HaKTOPUOIYTPYIHIEL SBIAIOTCA HIIB-(JIOKALHO HAMHLIOTCHTHBIMIA)
momyrpynmami. OHH 06pasyioT CTPYKTYPY. ‘

A NOTE ON m>OHOW-mm7\:QWOCmm OF A SEMIGROUP

Robert Sulka

Summary

The paper deals with such determining decompositions (congruence n&mmo:mvonwmnammnocu
-that the factor-semigroups which belong to these decompositions are nil-{focally nilpotent) [nilpotent]

semigroups. They form a lattice.
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