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O POJME INVERZNEJ ANALYTICKEJ FUNKCIE

VALTER SEDA, Bratislava

Pojem inverznej funkcie k nekonStantnej funkcii w analytickej na uzavretej ro-
vine E je v matematickej literature dobre znamy. Jeho presni formulaciu moZno
najst napr. v knihe [1] na str. 254. Casto je viak potrebné uvaZovaf o inverznej
funkcii funkcie w analytickej v Tubovolnej podoblasti G oblasti E. V tejto préci za-
vedieme pojem takejto funkcie. Budeme pritom dbat, aby v pripade funkcie analy-
tickej na E presiel v zndmy pojem z [1] a ak zasa funkcia w je jedno-jednoznaéna, jej
inverzna funkcia mala obvykly vyznam. Vyznatnou triedou inverznych funkcii sit
rydzo inverzné funkcie. Rydzo inverzna funkcia funkcie w je charakterizovand tym,
7e jej Riemannova plocha sa sklad4 zo vietkych elementov inverznych k elementom
Riemannovej plochy funkcie w a len tychto elementov. V praci je podana nutni
a postalujica podmienka, aby funkcia w mala rydzo inverznd funkciu. Konecne sit
uvedené niektoré dolezité pripady, ked mé funkcia w rydzo inverzni funkciu.

Najprv budeme definovat niektoré pojmy, ktoré budeme dalej pouZivat. Prvym
z nich je pojem zobecnenej analytickej funkcie v oblasti G. Rozumieme nim neprazdny
systém w analytickych elementov so stredmi v oblasti G, ktory ma ti vlastnost, Ze
ak mame dva elementy zo systému w, je jeden pokrafovanim druhého v oblasti G.
O opravnenosti zavedenia tohto pojmu hovori aj to, e riefenie w obyCajnej diferen-
cialnej rovnice v komplexnom obore, v ktorej nezavisle premenna sa meni v oblasti G,
spliiujice Cauchyho poliatotné podmienky P, je najviciia zobecnend analyticka
funkcia v oblasti G, ktord ma tieto dve vlastaosti:

1. Kazdy element funkcie w vyhovuje v nejakom okoli svojho stredu danej di-
ferencialnej rovnici. .

2. Jestvuje element funkcie w, ktory spliiuje v svojom strede podmienky P. Po-
drobnejsie o pojme rie¥enia sa hovori v praci 2] na str. 230—-231.

Dalej budeme hovorit, Ze element W(b) je koncovym elementom zobecnenej
analytickej funkcie w, ak : 1. nie je elementom funkcie w; 2. jestvuje retazec elementov
W(t), a < t < b, tak, Ze W(b) je koncovym elementom tohto refazca a elementy WA(t) .
pre a < t < b patria funkeii w. . ‘ "

Je zrejmé, Ze kazda funkcia analytickd v oblasti-G je aj zobecnenou analytickon
funkciou v oblasti G, ale naopak to nemusi platit. Nutnil a postadujicu podmienku,
aby platilo obratené tvrdenie, podava veta 1.
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Veta 1. Nutnd a postacujica podmienka, aby zobecnend analytickd funkcia w
v oblasti G bola analytickou v oblasti G, je, aby vSetky priame pokracovania kaZdého
elementu W funkcie w so stredmi z dostatoéne malého okolia stredu elementu W boli
elementami funkcie w a aby kaZdy koncovy element funkcie w mal stred na hranici
oblasti G.

Do6kaz. Nutnd podmienka je zrejma.

Postadujtica podmienka. Nech W(a) je nejaky element funkcie w. Tento elethent
uruje v oblasti G analyticka funkciu f. Zrejme je w < f. UkdZeme, Ze ak w =+ f,
t. j. ak w nie je analytickou funkciou v G a je splnena prvi ¢ast postacujiicej podmien-
ky, jestvuje koncovy element funkcie w, ktorého stred leZi v oblasti G a teda nie je
splnena druhé &ast postadujiicej podmienky. Skuto€ne, nech W(b) je element funkcie f,
ktory dovma._ funkcii w. Jestvuje refazec W(r), a < t < b elementov funkcie f, ktory
spaja element W(a) s elementom W(b). KedZe W{(a)e w, podla nasho predpokladu
vietky elementy W) pre a < ¢ < a + ¢, kde ¢ > 0 je nejaké Cislo, patria funkeii w.
Nech te{a, b) je také &islo, Ze vSetky elementy WAr), a < t £ 1, patria funkcii w.
Také © > aisto jestvuje, napr. a + ¢/2. Z druhej strany t < b. Jestvuje sup t = . Je
a < ty £ b. UvaZijme o elemente W{(t,). Ak t, < b, z prvej Casti postacujiicej pod-
mienky na zdklade vlastnosti supréma je W(¢,) ¢ w, kym elementy W(1),a <t < 1,
patria funkcii w. To isté plati, ked 7, = b. Teda WA(t;) je koncovym elementom
funkcie w a nakolko W(t,) €f, jeho stred leZi v oblasti G.

Zavedieme aj pojem inverzného Riemannovho elementu. Nech R, je nekonstantny
Riemannov element so stredom a a jeho limita v bode a, ktort budeme nazyvaf
hodnotou elementu R, v strede a, nech je b. Obmedzime sa len na pripad a + oo,
b # oo. V ostatnych sa postupuje analogicky. Element R, je uoabﬁu z =mm_oa£co_or
4 typov:

" 1. Element xo je hladky. MoZno ho rozsiri .m na funkciu R,, meromorfnt v ne-
jakom okoli bodu a. Predpokladajme najpr, Ze R, nadobuda v bode a jednoduchd
hodnotu b. Jestvuje k nej inverzna funkcia Ry ?, Eo&. je definovan4 a meromorfna
v okoli bodu b. Tato yrinje WEEEEQ\ element Ry " so stredom v bode b, ktory
nazveme inverznym elementom k n_naoac Ry. Je Nno._Bn %e ak P, je analyticky
element NomUoS&m.ES elementu ho jeho inverzny element Py! je urleny elemen-
tom, we V dalfom nebudeme niekedy rozlifovat medzi Riemannovymi &oBouSB_
a im Noavo<oaw._=95~ mum_ﬁawvﬁ: elementami.

- 2. Element R, je hladky, funkcia R,.nadobuda v coma a w.ummog: soanoa b,
k > 1. MoZno ju v okoli bodu a pisaf v tvare. w — b = (z — a)*. &(z — a), kde
funkcia @ je holomorfna v.okoli bodu 0, #(0) + 0. Z $(0) =+ 0 plynie, Ze v nejakom
okoli bodu 0 jestvuje holomorfnd vetva funkcie M\ e?v Zvolime si uo&E z nich
a oznalime je ¥(u). Je teda

~
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pri¢om x(u) ma jednoduchy nulovy bod 0. Jestvuje jej inverzna funkcia y~!, defino-
vana a holomorfn4 v okoli bodu 0. Dalej potrebujeme pomocnt vetu 1.

. Pomocna veta 1. Nech funkcie w, f a g splitujii tieto predpoklady:

1. w je meromorfnd a jedno-jednoznacnd v okoli O, bodu a a w(a) =

2. f je funkcia meromorfnd na uzavretej rovine, definovand rovnostou f(z) =
k je prirodzené cislo.

3. g je inverznd funkcia funkcie f, t. j. g je analytickd funkcia n\m.

Potom jestvuje prdve k zloZenych funkcii w\% (t. j. funkcii H\ [w(z)1Y. Tieto funkcie
si tvaru .

&” . w(z), n=0,1,.., k-1 2)

a si analytické a meromorfué v 0,. Cislo & = exp (2ni/k) je koresi rovnice z* = 1.

Dokaz. Z vlastnosti meromorfnych funkcii w, f na zaklade definicie zloZenej
funkcie vyplyva, Ze jestvuje aspoii jedna zloZen4 funkcia gfw a kada funkcia gfw je
analytickd v O,. Dalej je zrejmé, 7e kazdi zloZent funkciu gfw dostaneme ako funkciu
zloZent z funkcii gf a w. Uvazujme preto najprv o zloZenych funkciach gf; t. j.
o funkcidch tvaru v/z*. .

Nech Gy, G,, ...,.G, st elementy funkcie g'so spoloénym stredom wo, Wo *+ 0,

Wo = 00, .EoS elementy st inverzné k elementom Fy, F,, ..., F, funkcie fso stredmi
Zis 225 o5 Zis ktoré su koreftmi rovnice z* = w,. Nakolko pre I-ty koreii z, (I =
=1, 2, ¢, k) tejto rovnice Em: Ye z; =z, (e je G, = ¢V, Gy, a teda

@, = mf..m,v A=1,2,..,kj=1,2, ..k 3)

UvaZujme o zloZenych &oaoaonr tvaru G(F;. KaZdy takyto element urduje jednu |
zo zloZenych funkcii gf. Emaoﬁoﬂwwa Q iFioj = 1,2, ..., k urénja. funkciu z. Z (3)

vyplyva, Ze element G,F; = &'~/G,F; anmbc._o funkciu '/, z. Nakolko HoN&Q 1—j

mdZe nadobudaf hodnoty —(k — C“ v =1, 0, _, ey w ~1a mlc. D = g dosta-

vame prave k réznych funkeii, Ktoré st tvaru

qu n= Ou r waiey \ﬂ |ﬂ~. AA.V

Tvar tychto funkcii nezivisi od volby bodu w,. Preto jestvuje prave k zloZenych
funkeii gf, ktoré maju tvar (4). Zase ku kaZdej funkcii gf jestvuje podla predpokladu 1
prave jedna zloZend funkcia gfw. Zo (4) dostdvame, %e¢ funkcie gfw su tvaru (2)
a kedZe st analytické v O,, s v O, meromorfné,

"Z rovnosti (1) na zéklade tejto pomocnej vety vyplyva, Ze u.om?&.n prave k zloZe-
nych funkcif Yw(z) = b, zktorychn-td,n=0, 1, ..., k — 1, mé tvar ¢/w(z) — b), =
= ¢"x(z—a). Ztoho z —a = L?L. )\EANV — b),]. Ak w je nezivisle premenn3,
_omc:ca prave: _oadm funkcia */w = b, priom ¢~" /\ w—b= /\s. — b. Preto je pri-
rodzené definovaf inverzny oKBnE Ry! elementu R, rovnosfou
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z=a+ x~'[{/w— bl ®)

R;' je k-znatni funkcia a nadobuda v strede b hodnotu a. Element (5) nezavisi
od volby vetvy ¥(u) funkcie v &(u). Ak totiz ¥,(u) je Tubovolnd ina vetva tejto
funkcie, plati ¥, = &"¥ a ak yx,(u) = u¥,(), je x; @)= y~(e~"u). Dalej
xi ‘&/w — bl = x~'[;/w — b] vzhladom na rovnost e"Xw—b = “w—b.

3. R, je rozvetveny element. Nech je k-zna&nou funkciou, k > 1. MoZno ho vtedy
pisat v tvare

w— v_.h %An\n — a), (6)

kde & je holomorfna funkcia v okoli bodu 0 (po pripadnom vhodnom definovani
v bode 0) a #(0) = 0. Predpokladajme najprv, Ze @ je prosta v okoli bodu 0. Jestvuje
k nej inverzna funkcia @~*, holomorfna v okoli 0, &-1(0) = 0. Z rovnosti (6) do-
stavame postupne 4/z —a = &~'(w — b),

z=a+ [@-'(w — B = a + x(w - b). Q)

Prava strana rovnosti (7) definuje hladky Riemannov element R, ! so stredom b,
inverzny element ku Ry. Nakolko y ma k-nasobny nulovy bod 0, Ry ' nie je jedno-
jednoznaény.

4. R, je rozvetveny, funkcia ¢ v rovnosti (6) nie je jedno-jednozna&nd. KedZe
&(0) = 0, mofno pisaf &) =u'.¥(), ¥(0) +0, I > 1. Jestvuje holomorfnd
vetva y(u) funkcie Y¥(u) v okoli bodu 0. Je potom ®(u) = [u. 1w = [Q@)', kde
funkcia ©(x) mé jednoduchy nulovy bod u = 0. Rovnost (6) moZno pisat

w—b=[Q¢/z - a)". ®)

Z pomocnej vety 1 mame, Ze jestvuje [ zloZenych funkcif _/\Hb?z_u znich ntd, n = 0,
1, ..., I — 1, je &"Q(u), kde &= exp (2mifl). Teda jestvuje aj ! zloZenych funkcii
! /w(z) — b, z ktorjch pre n-ti plati rovnost

A.»\EA.WVJH b), = m:bﬂ\n ~a), n=0,1..,l-1

a dalej

22 a = {Q- e~ /w@) — DI
Preto definujeme k elementu R, w.:\onncw element Ry ! so stredom b rovnosfou

z=a+ [@-'¢/w— Db =a+ (/w-Db) )

Podobne ako pri type 2, aj tento element je jednoznacne uréeny a nezivisi od volby
vetvy x(u) funkcie w\ﬁ:v.

Tvrdime: Element R;' je l-znagna funkcia a teda je 4. typu, nakolko 7 nie je
jedno-jednoznaéna v Ziadnom okoli bodu 0. Skutotne; z rovnosti (9) vidief, Ze element
R;! + Ry! z dostatoéne malého okolia elementu Ry ! je totoZny so svojim pokra-
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govanim pozdiz I-ndsobne obehnutej kruZnice so stredom b. Preto je Ro ! najviac
[-zna¢na funkcia. Nech je m-znadna, 1 £ m <[l Teda Ry ! je totoZny so svojim
pokragovanim po m-nasobnej kruZnici so stredom b. Element R; ! mozZno pisaf ako
zloZeny element a + tL, kde L je element funkcie _/\ w — b. Po m-ndsobnom obehnuti
prejde element L do tvaru &"L, kde & = exp (2ni/l). Teda tL = t(¢"L), z Coho vy-
plyva pre holomorfnu funkciu © identita () = 1(¢™u). Z nej vyplyva, Ze T je auto-
morfna vzhladom na konednu grupu transformacii F,(u) = e™u, p = 1, 2, ..., Pos
v nejakom kruhu so stredom v bode 0. Elementirnou divahou moZno zistif, Ze
Po = lj(m, 1), (m,1) je najvadsi spoloény delitel Cisel m, I. Kedze t(u) = [Q~ ()],
je [@-1(e™Pw)] = [Q~'(w)]*. PouZitim pomocaej vety 1 mame

QY e"u) = Q" 'w), p=1,2,...,P0, (10)

kde moZno pisal1 £k, S kag =exp (2mi/k). Z jedno-jednoznagnosti funkcie Q-1
vyplyva, Ze k, si navzijom rdzne gisla. Zo vztahu (10) postupne dostaneme, Ze
Q Ne™) = €907 W), Q7' (e*"u) = Q') atd., takZe rovnost (10) ma tvar

Qe = Q' w), p=12 wees Po- an

Pritom &islo k, < k.
Oznatme Q~'(u) = v. Je potom Q(v) = u a dalej

Q5 1v) = e™PQ(v). - 12)
To je symetricka relacia ku (11). Z nej vyplyva
[0 = [T,

vzhladom na rovnost (€"?)! = 1. Odtial pre p = 1 tivahou podobnou ako je vyssie,
len vedenou opadnym smerom, dostaneme, Ze funkcia EG\N — a)}' je najviac
k,-znatna, k, < k, %o je v spore s predpokladom, Ze tato funkcia je prave k-znaCna.

Vidime, e ku kaZdému nekonstantnému Riemannovmu elementu jestvuje prave
jeden nekon§tantny inverzny element, pri¢om inverzny element k elementu 1. typu,
resp. 4. typu je opit toho istého 1. typu, resp. 4. typu. Element 2. typu ma inverzny
element 3. typu a obréatene. Jedine inverzné elementy k elementom typu 1.a3.su
hladké. Dalej nie je faZké si overif, Ze element (Rg -t = R.

O vzfahu medzi Riemannovymi elementami a ich inverznymi elementami hovori
veta 2. :

Veta 2. Zobrazenie systému S nekon$tantnych Riemannovych elementov na systém
k nim inverznych elementov, ktoré priradi kaZdému elementu Jjeho inverzny element, je
homeomorfné. X
Dokaz. Je zrejmé, Je toto zobrazenic je jedno-jednoznalné. Stadi preto dokazaf,
7e je obojstranne spojité. Nech Ry € S, Ro ! je dvojica navzajom inverznych Rieman-

181



novych elementov. Vzhladom na rovnost (R, ')~' = R, budeme dokazovaf len
tvrdenie: K IubovoInému okoliu O_, elementu Ry ' jestvuje okolie O, elementu R,
tak, Ze inverzné elementy elementov z O, leZia v okoli O_,.

Nech a je stred elementu R, a jeho hodnotu v strede oznadime 6. Obmedzime sa
len na pripad, Ze Ry je 4. typu a @ + 00, b + 0. V ostatnych pripadoch by sme po-
stupovali podobnym spdsobom. Predovietkym plati, Ze jestvuje okolie elementu Ry,
H.Qou.o\ s vynimkou R, je zloZené z elementov 1. typu. Skutoéne, nech R. € Oy, R, + R,
je element so stredom ¢ leZiacim v dostatofne malom prstencovom okoli bodu a.
Element R, je na zdklade rovnosti (8) tvaru

b + (QK)), (13)

kde K(2) je nejaky element funkcie M\N — a so stredom c¢. V okoli bodu ¢ je K'(z) =
= (1/k) [K(z)]**+ 0. Preto je tam derivicia elementu R, rovma QK (2)])'-'.
QK] (1K) [K@)) * + 0.

Stredy elementov z okolia O_, elementu Ry ' vyplitujii okolie O, bodu b. Z de-
finicie Riemannovho elementu R, jestvuje také okolie O, bodu a, Ze element R,
zobrazi O,do O,. Okoliu O, zodpoveda okolie O, elementu R, tak, Ze stredy elemen-
tovz O, tvoria O,. Nech O, je také malé, Ze O, pozostava s vynimkou elementu R, len
z elementov 1. typu. Z konStrukcie inverzného elementu vyplyva, Ze inverzné
elementy elementov z O, maju svoj stred v O,. ESte treba dokazaf, e'st z 0_,,
t. j. Ze st vytvorené funkciou Ry*.

Ak napiSeme funkciu (13) ako superpoziciu elementov a oznafime zavisle pre-
menntt w, mi R, tvar w — b = LQK,, kde L je vhodny prosty element funkcie z'.
Pre inverznii funkciu R ' potom dostaneme, Ze je tvaru

z=K'Q'L~Y(w - b),

kde K !, L~! sti inverzné elementy elementov K, a L a sii po rade elementami funkcie
a + w¥, tesp. \/w. Q! ma vyznam ako predtym. Z toho vyplyva, Z¢ R_' sa dé pisaf
v tvare z = a + [Q~ 1L ! (w — B)I'. Porovnanim s (9) vidime, Ze R ' je vytvoreny
funkciou wmﬁ ¢.b.t.d.

Majme funkciu w analytick® v oblasti G. Funkcia w urdi systém w Riemannovych
elementov so stredmi v oblasti G. Tento systém budeme nazyvaf Riemannovou plochou
funkcie w v oblasti G. Ak G je uzavreta rovina E, hovorime kratko, Ze w je Riemanno-
vou plochou funkcie w. Stredy elementov systému w tvoria podoblast G, oblasti G.
Hodnoty tychto elementov v ich stredoch tvoria oblast H, . Oblast G, , resp. oblast H;
budeme nazyvat projekciou Riemannovej plochy w do roviny nezavisle, resp. zi-
visle premennej. Je zrejmé, Ze G, obsahuje prirodzeni podoblast G, funkcie w
v oblasti G a dostaneme ju pridanim k oblasti G, niektorych izolovanych bodov
komplementu G,. Preto je funkcia w analytickd aj v oblasti G;. Analogicky vztah
je medzi oblasfou hodnét H funkcie w a oblasfou H,. .
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Eite zavedieme pojem koncového elementu Riemannovej plochy w funkcie w
v oblasti G. Kazdy Riemannov element R, s viastnostami: 1. Ry ew a 2. jestvuje
krivka C o rovnici z = z(t), a St £ b, ktora kondi v strede z(b) elementu R,
a retazec elementov P,ew, a =t < b, cON&m tejto krivky tak, Ze pre vietky ¢

dostatotne blizke ku b st zodpovedajuce Riemannove elementy R, z okolia ele-

mentu R,, budeme nazyvat koncovym elementom Riemannovej plochy w. Z tejto
definicie vidief, e stred koncového elementu systému w lezi na hranici oblasti G
a ak tento element je hladky, zodpoveda koncovému elementu funkcie w.

A teraz pristipime k definovaniu inverznej analytickej funkcie.

Nech funkcia w je nekonitantna funkcia analytickd v oblasti G, w je jej Rie-
mannova plocha v oblasti G. Nech dalej oblast H, je projekcia plochy w do roviny
zavisle premennej. Funkcia w~", inverznd ku w, je funkcia analyticka v oblasti H,
urdena inverznym elementom [ubovoIného prostého elementu funkcie w.

Funkcia w~! je jednoznalne uréend. Vyplyva to z nasledujtcej vlastnosti prostych
elementov funkcie w (porovnaf s [1}, str. 254—255): Dva prosté elementy P, P,
funkcie w mo¥no spojif pomocou refazca prostych elementov tejto funkcie.
Inverzné elementy tohto refazca tvoria refazec pozdiz krivky, le¥iacej v oblasti Hj,
preto inverzné elementy P, P;! elementov P,, P, patria jednej a tej istej funkcii
analytickej v oblasti H,. Zrejme je funkcia w~! nekonstantna.

Poznamka. Ak néma pojem analytického clementu vyznam uvedeny v [1]
na str. 239, ale znamena potendny rad;’ vtedy zostrojujeme inverzni funkciu na-
sledujuicim 'spésobom. Ak je dana analyticka funkcia w v oblasti G, zloZena z cle-
mentov — potenénych radov —, vytvarajuca funkcia TubovolIného jej elementu urdi
jednu a ti istd funkciu wy analytickt v zmysle [1] v oblasti G. Ak stotoZnime ele-
menty oboch funkcii w, w,, ktoré si s tym istym stredom a st vytvorené jednou
a tou istou funkciow, vidime, %¢ funkcia w, obsahuje vietky elementy funkcie w
a naviac ma elementy, ktorych stred je poélom vytvarajicej funkcie a stucasne aj
pélom elementov funkcie w, [1], str. 243. K funkcii w, jestvuje inverzna funkcia wy L
Zo systému elementov tejto funkcie vypustime elementy, ktorych vytvarajica
funkeia ma v strede elementu pol. Ostatné elementy tvoria analyticki funkciu (zase
s elementami — potenénymi radmi), ktord nazjvame inverznou funkciou funkcie w.

UvaZujme teraz o Riemannovej ploche w funkcie w v oblasti G. K nej je podla
vety 2 homeomorfne priradeny systém w-! inverznych elementov. Podsystém
vietkych hladkych elementov' systému w~! uréuje mnoZinu analytickych elementov
w*~1 o ktorej plati tvrdenie: .

w*=1 je zobecnend analytickd funkcia v oblasti H, a kazdy jej element je elementom
funkcie w=*. Preto ju budeme nazyvatf jadrom inverznej funkcie w—*'. Skutoéne,
prosté elementy systému w*-1 st inverznymi elementami vietkych prostych ele-
‘mentov funkcie w a len tychto elementov. PretoZe dva prost¢ elementy mnoZiny
w*~1 mo¥no spojif pomocou refazca prostych elementov tejto mmoZiny, tvoria
vietky prosté elementy systému w*~=1 zobecnenu analytick@ funkciu v oblasti H,.
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Nech teraz P je neprosty element systému w*~'. Jemu zodpovedd Riemannov
element R 2. typu. Nakolko kruh elementu P je totoZny aZ na stred s prstencom
elementu R, analytické elementy zodpovedajiice elementom z okolia elementu R
st priamym pokragovanim elementu P. Aviak elementy z nejakého okolia elementu R
st zo systému w-1 a s vynimkou R st 1. typu. Preto vietky priame pokraovania
elementu P so stredmi dostatoéne blizkymi k stredu elementu P si prosté a patria
systému w*-!. Teda w*-! je zobecnenou analytickou funkciou v oblasti H;.
Nakolko funkcia w—! je analytick4 v oblasti H, a obsahuje aspoii jeden prosty element
funkcie w*~!, obsahuje vietky elementy w*~'. .

Z definicie jadra dostivame, Ze w—1 je sti¢asne systémom vietkych Riemannovych
elementov urenych jadrom funkcie w~! v oblasti H,. Preto Riemannova plocha
funkcie w—! v oblasti H, obsahuje vietky inverzné elementy Riemannovej plochy
funkcie w v oblasti G. DéleZity pripad vo vzfahu medz funkciou w a jej inverznou
funkciou w—?! nastane, ak funkcia w-?! je totoZna so svojim jadrom. Vtedy hovorime,
¥e funkcia w m4 rydzo inverznt funkciu a w=! je jej rydzo inverzna funkcia. PretoZe
elementy jadra funkcie w—! zobrazia svoj stred do oblasti G a jeho prosté elementy
st inverznymi- elementami prostych elementov funkcie w, hodnoty rydzo inverznej
funkcie w—! leZia v oblasti G a ka*dy jej prosty element je inverznym nejakého
prostého elementu funkcie w.

Obritene, ak vietky prosté élementy funkcie w=" st inverzné k prostym elementom

funkcie w, je ich mnoZina toto¥na s mnoZinou prostych elementov jadra. Nech efte
neprosté elementy P e w~* zobrazia svoj stred do oblasti G. Priradime im zodpo-
vedajice Riemannove elementy R 2. typu. Ich nejaké rydze okolie (t. j. okolie bez
elementu R) pozostiva z inverznych elementov plochy w. Inverzné élementy R~*
elementov R maju teda svoj stred v G a elementy z ich rydzeho okolia si zo sys-
tému w. Teda aj R-'e w a elementy P st z jadra funkcie w='. Plati preto pomocna
veta 2.

Pomocna veta 2. Nutnd a postacujica podmienka, aby inverznd funkcia w™! ne-
konstantnej funkcie w analytickej v oblasti G bola rydzo inverznou, je, aby hodnoty
funkcie w=* lezali v oﬁaﬁww G a vietky jej prosté elementy boli inverznymi elementami
@wacu.n\_&mimﬁcc\::wmmmé.

Tuto pomocni vetu mozio formulovat aj v tvare:

Pomocna veta 2'. Nech nekonstantnd funkcia w je analytickd v oblasti G a oblast H,
Jje projekciou Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny zdvisle premennej.
Potom nutnou a postatujiicou podmienkou, aby inverznd funkcia w~! funkcie w bola
rpdzo inverznou funkciou, je, aby Riemannova plocha funkcie w=' v oblasti H, po-
zostdvala z inverznych elementov Riemannovej plochy w a len z tjchto elementov,

Dékaz. Jadro inverznej funkcie w—' uréi v oblasti H, systém w~! vietkych
inverznych elementov plochy w. Teda funkcia w1 definuje v H; ten isty systém
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Riemannovych elementov prave viedy, ak je totoZna so svojim jadrom, t. j. ak je
rydzo inverzna.
Na zaklade vety 2 vyplyva z pomocnej vety 2’ tento dosledok:

Désledok 1. Riemannova plocha rydzo inverznej funkcie w=" funkcie w v oblasti H
Jje homeomorfnym obrazom Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G pri zobrazeni,
ktoré priradi kaidému elementu plochy w jeho inverzny element.

Désledok 2. Ak funkcia w analytickd v oblasti G md rydzo inverznii funkciu w1,
funkcia w=t md tieZ rydzo inverznii funkciu, a to funkciu w.

Dokaz. PouZijeme v flom oznadenia pomocnej vety 2'. PretoZe w1 je rydzo
inverznou funkciou funkcie w, Riemannova plocha w=* funkcie w~'! v oblasti Hy
sklad4 sa prave zo vSetkych inverznych elementov Wmmam.isoﬁu plochy w. Jej pro-
jekcia do roviny zavisle premennej je oblast G; G. Inverzna funkcia (w=*)~!
funkcie w=! je teda analytickd v G,. Nakolko funkcia w je analyticka v tej istej
oblasti (G, obsahuje toti¥ prirodzent podoblast funkcie w v oblasti G) a ma aspoil.
jeden element funkcie (w=1)~1, je (w=*)~! = w. Riemannova plocha funkcie (w~ H-1
v oblasti G, je toto¥na s Riemannovou plochou funkcie w v oblasti G. Obsahuje
preto vietky inverzné elementy Riemannovej plochy w-1 a Ziadne iné. Podla po-

‘mocnej vety 2’ je (w=1)~! rydzo inverzn, &. b. t. d.

Nasledujtice vety hovoria o niektorych triedach analytickych funkcif, ktoré maja
rydzo inverznd funkciu.

Veta 3. Nekonstantnd funkcia w analytickd na uzavretej rovine E md rydzo inverzni
Sunkciu w=*, ktord je tief na E analytickd.

Dékaz. Stadi uvaZovaf len o prostych elementoch funkcie w-1. Z vlastnosti
prostych elementov vyplyva, Ze ak Py e w—! je taky prosty element, Ze jeho in-
verzny element Pyew a P, le w-1 je Tubovolny prosty element, jestvuje refazec
prostych elementov funkcie w~*, ktory spija Py L g P;*. Inverzné elementy tohto
refazca tvoria refazec a nakolko element P, € w a w je analytick na E, aj koncovy
element P, tohto refazca patri w. Pj ! je teda inverznym elementom elementu
funkcie w. Podobnym spdsobom mo¥no dokazat, Ze vietky prosté elementy pokra-
govania w, funkcie w—! na E st inverzné ku prostym elementom funkcie w. Z toho
vyplyva, %e inverzné elementy Riemannovych elementov priradenych neprostym
elementom funkcie w, si obsiahnuté v Riemannovej ploche funkcie w. Preto
funkcia w, = w™!, & b.t. d. ;

Tym je doké4zané, Ze inverzni funkcia w™ ! funkcie w analytickej na E je inverzna
aj v zmysle definicie uvedenej v [1].

Veta 4. Univalentnd funkcia w analytickd v oblasti G md rydzo inverzni funkciu w™ L
ktord je meromorfnd v nejakej oblasti H,. Tito oblast dostaneme z oblasti hodnét H
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funkcie w pridanim niektorych (pripadne Ziadneho) izolovanych bodov komple-
mentu CH oblasti H. Elementy funkcie w=" so stredom v oblasti H sii prosté a zobrazia H
na prirodzenti podoblast funkcie w v oblasti G. Ostainé elementy funkcie w~ ! sit neprosté.

Do6kaz. Z univalentnosti w dostavame, 7e v ka’dom bode, v ktorom je jadro
w*—1 funkcie w—! definované, jestvuje najviac jeden prosty element jadra. Z toho
vyplyva, Ze jadro je jednozna¢na funkcia, a preto meromorfnd v oblasti, ktoru
oznadime H,. Suasne vidime, Ze systém w~! Riemannovych elementov inverznych
k elementom Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G neobsahuje rozvetvené
elementy, preto funkcia w=! je analytickd v oblasti H,. Jej jadro je analytickou
funkciou v tej istej oblasti a je jej vetvou, teda w*~! = w~'. Funkcia w ako univa-
lentnd ma len prosté elementy. PretoZe prosté elementy funkcie w-! st podla po-
mocnej vety 2 inverznymi ku elementom funkcie w, vypliiujii stredy prostych ele-
mentov funkcie w—* oblast H a tieto elementy zobrazia oblast H na prirodzenu
podoblast funkcie w v oblasti G. Ostatné elementy funkcie w-! st neprosté. Ich
stred je v CH a mé prstencové okolie vyplnené stredmi prostych elementov
funkcie w—1, ktoré le¥i v oblasti H. Je teda izolovanym bodom CH.

Ciastotne obratené tvrdenie k vete 4 vyslovuje veta 5.

Veta 5. Nech nekonitanind funkcia w je :85:8%3 v oblasti G, H je jej oblast
hodnét. Nech a.&m\ G, = G je oblast vytvorend stredmi prostych elementov funkcie w
a H, = w(G,). Potom plati:

1. Inverznd funkcia w=" funkcie w je analytickd v oblasti H.

2. Ak w=! je rydzo inverznd, je aj univalentnd, definovand v oblasti H, a zobrazi
tuto oblast na oblast G,.

Doékaz Riemannova plocha w funkcie w v oblasti G sklada sa len z hladkych
elementov, ktoré zobrazia G na H. Podla definicie je inverzna funkcia w~1 ana-
lyticka v oblasti H. Ak je rydzo inverzni, z pomocnych viet 2 a 2’ mame, Ze o_o-
menty Riemannovej plochy funkcie w~1 v oblasti H sa 1. a 3. typu, preto w~
obsahuje len prosté-elementy a jej elementy st inverznymi elementami prostych
elementov funkcie w. Nakolko kaZdy bod z oblasti G, je stredom prave jedného
prostého elementu funkcie w, nadobiida w=! kaZdu svoju hodnotu prive v jednom
bode. Prosté elementy funkcie w—! zobrazia H, na G,.

Désledok. Inverznd funkcia w~' jedno-jednoznacnej meromorfnej funkcie w
Jje rydzo inverznd a je totond s obvyklym chdpanim inverznej funkcie.

Dokaz. Ked?e w je univalentnd, z vety 4 dostdvame, Ze w1 je rydzo inverzna
a meromorfna. Z toho na zéklade vety 5 vyplyva druha Casf tvrdenia.

Priklad funkcie, ktord nema rydzo inverznu funkciu. Nech w je vetva funkcie ¢*
v oblasti G, danej nerovnosfami 0 < Re(z) < 1, 0 <Im(z) < 3w ‘w zobrazi
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oblast G na oblast H dant nerovnostami | < | w| < e. Podla vety 5 je inverzna
funkcia w~' funkcie w analytickd v H a je urfend inverznym elementom nejakého
elementu funkcie e*. Je preto totoznd s vetvou funkcie logw v oblasti H. Tato
vetva viak zobrazi oblast H na pas 0 < Re (z) < 1, Im (z) IubovoIna, preto podia
pomocnej vety 2 nie je rydzo inverzna.

O tom, & funkcia w ma rydzo inverzni funkciu, alebo nie, hovori veta 6.

Veta 6. Nech w je nekonstantnd funkcia analytickd v oblasti G a nech H, je
projekcia Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny zdvisle premennej.
Potom plati: Nutnd a postatujica podmienka, aby funkcia w mala rydzo inverznil
Sunkciu w1, je, aby vietky koncové elementy plochy w zobrazili svoj stred do hranice
oblasti H,.

Dokaz. Z definicie koncového elementu vyplyva, Ze vietky koncové elementy
plochy w zobrazia svoj stred do uzaveru oblasti H, . Nech niektory koncovy element R,
plochy w zobrazi stred z, do bodu w, € H;. UkdZeme, Ze inverzny element R; !
elementu R, je z Riemannovej plochy w; funkcie w™' v oblasti H;. Tym bude podla
pomocnej vety 2’ dokazané, e w—! nie je rydzo inverzna. Skutocne, v kaZdom okoli
elementu R, jestvuje element R, € w, ktory je typu 1. Jeho-inverzny element Ry L
je z IubovoIne malého okolia elementu R ! a patri ku ploche w;. Nakolko do-
statoéne malé okolie bodu i, leZi v H, analytickym pokradovanim elementu R;:
v prstencovom okoli bodu w, dostaneme elementy, ktoré tieZ patria ku wy. S prsten-
covym okolim Ry ! leZ{ aj tento element na ploche w;, &o sme chceli dokézat.

Obrétene, nech funkcia w—! nie je rydzo inverzni. Na ziklade pomocnej vety 2
musi nastat aspofi jeden z pripadov: Bud jestvuje prosty element funkcie w~
ktory nie je inverznym elementom Ziadneho prostého elementu funkcie w, alebo
vietky hodnoty funkcie w—" neleZia v oblasti G.

V prvom pripade uva¥ujme o dvoch prostych elementoch funkcie w=1: o ele-
mente P[*, ktorého inverzny element P; € w, a o elemente P; ', ktorého inverzny
element P,¢w. Elementy P{', P;' moZno spojit pomocou refazca zloZen¢ho
z prostych elementov funkcie w=!. V tomto refazci jestvuje element P3’, ktory
zobrazi svoj stred do hraniéného bodu oblasti G a ktorého inverzny element P,
je koncovym elementom funkcie w. Pritom P; zobrazi svoj stred do oEmm: H,.
Jemu zodpovedajiici Riemannov element je koncovym elementom plochy w, ktory
zobrazi svoj stred do H,.

V druhom pripade méZeme predpokladat, Ze vietky prosté elementy funkcie w~
su inverzné k prostym elementom funkcie w. Nakolko prstencové okolie hodnoty
v strede ktoréhokoIvek elementu je vyplnené hodnotami prostych elementov, z naSho
predpokladu vyplyva, e kaZdy element P; ! funkcie w™?, ktory zobrazi svoj stred
do bodu zy, z, ¢ G, je neprosty a prstencové okolie bodu z, je z oblasti G. Nech
R;! je jemu zodpovedajici Riemannov element. Jeho inverzny clement R, ma sVOoj
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stred v bode z, a ako Iahko vidief, je koncovym elementom plochy w, ktory zobrazi
svoj stred do H,.
S vetou 6 je ekvivalentna veta 6.

Veta 6'. Nech w je nekonstantnd funkcia analytickd v oblasti G a nech H, je pro-
jekcia Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G do roviny zdvisle premennej. Potom
plati: Nutné a postacujica podmienka, aby funkcia w mala rydzo inverzni funkciv w™ L
Jje, aby inverzné elementy vSetkych koncovych elementov plochy w boli koncovymi
elementami Riemannovej plochy w, funkcie w=' v oblasti H, a obrdtene.

Dokaz. UvaZujme o inverznom elemente R; * koncového elementu R; plochy w.
U# sme dokaézali, Ze ak leZi stred w, elementu R]* v oblasti H,, je R; ' elementom
plochy w,. Ak wy je hraniénym bodom oblasti H;, je R;! koncovym elementom
plochy w,. Vyplyva to z toho, Ze refazec elementov P, € w, ktory leZi v dostatolne
malom okoli elementu R,, je zloZeny vyluéne z prostych elementov. Inverzné ele-
menty tohto refazca tvoria retazec elementov funkcie w= !, ktory leZi v okoli elementu
R;'. Ak vezmeme do tuvahy elte dosledok 2 pomocnej vety 2/, vyplyva z toho
ekvivalencia oboch viet 6 a 6.

Ako aplikaciu vety 6 dokdZeme jednu vetu o funkciach meromorfnych a presne
p-valentnych (p kone¢né). Pritom pod presne p-valentnou funkciou rozumieme
taki, ktora kazdua svoju hodnotu nadobida prave v p bodoch. Pri dokaze budeme
pouzivat hlavni vetu konformného zobrazenia. Tito vetu v trocha pozmenenej
forme $polu s dodatkom, ktory sa nachadza za jej dokazom, citujeme z knihy [3],
str. 274 —282. Uvedieme ju ako pomocni vetu 3.

Pomocna veta 3. Nech komplement oblasti H vzhladom na uzavreti rovinu md viac
ako dva body. Jestvuje funkcia w analytickd, lubovolne pokradovatelnd a univalentnd
v H, ktord zobrazi tuto oblast na jednotkovy kruh K. Funkcia w je jednoznacne uréend
podmienkou, aby danému bodu z € H a danému smeru v fiom priradil jeden z elementov
funkcie w so stredom v bode z bod w = 0 a kladny smer redlnej osi. KaZdd funkcia w,
ktord je analytickd, Fibovolne Mes\an&cﬁm?& a univalentnd v H a zobrazi tuto oblast
na K, je bud jedno-jednoznacnd alebo nekonecne mnohoznacnd.

Veta 7. Nech w je meromorfud, presne p-valentnd (p koneéné) funkcia v oblasti G
a nech H je jej oblast hodnét. Potom plati: 1. Inverznd funkcia w=' funkcie w je rydzo
inverznd a je analytickd a Iubovolne pokracovatelnd v oblasti H. Okrem toho je univa-
lentnd a presne p-znacnd. 2. Ak p = 2, nejestvuje v jednoducho siuvislej oblasti G
presne p-valentnd funkcia.

Doékaz. 1. Tvrdenie je zrejmé, ak p = 1. Nech p = 2. UkaZeme, Ze vietky ele-

menty funkcie w su prosté. Nech P, € w so stredom v bode z, nie je prosty a w; =
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= P,(z,). Jestvuju edte elementy P, ..., P, € w so stredmi z,, ..., z, tak, e P(z,) =
=w,, i = 2,..., p. Jestvuje okolie O,, bodu w,, ktorého kazdy bod je obrazom
nejakého bodu z okolia O, kazdého bodu z;, i = 1,2, ..., p, pri¢om o okoliach O_,
vzdy mozno predpokladat, Ze su disjunktné a leZia v G. Nakolko P, nie je prosty,
ku w,€0,,, w,  w;, jestvuji aspofi dva body zy, z1€0,,, zi + zy tak, Ze
P,(z}) = Pi(z]) = w,. V kaZdom z ostatnych okoli 0,,, i = 2, ..., p jestvuje aspoil
jeden bod zj, v ktorom funkcia w nadobuda hodnotu w,. Teda w nadobida w,
aspoilvp + 1 bodoch, &m sme prili k sporu. Funkcia w~ ! je podTa vety 5 analyticka
v oblasti H. Z toho, &o sme dokazali, vyplyva, Ze je i definovana v H.

Teraz dokaZeme, Ze funkcia w—! je rydzo inverzna. Podla vety 6 staci dokézaf,
e vietky koncové elementy Riemannovej plochy w funkcie w v oblasti G mochNmm
svoj stred do hranice oblasti H. Nech Ry je koncovy element systému w, ktory
zobrazi svoj stred z, do w, € H. Tak ako predtym dostaneme existenciu p disjunkt-
nych okoli 0,, = G bodov z;, i = 1,2,..., p, ktoré st disjunktné s nejakym okolim
bodu z, a ku ktorym jestvuje okolie O,,, bodu wq tak, 7e kazdy bod we O, je
obrazom prave jedného bodu z kaidého okolia O,, i=1,2,...,p. KedZe z, je
hrani¢nym bodom oblasti G, v kaZdom okoli bodu z, jestvuje bod z' € G. Podla
naiej definicie wy = Ro(zo) = lim Ro(2). Preto bod z'e G dostato¢ne blizky k bodu z,

z*Zp o5
sa zobrazi funkciou Ry, a teda aj funkciou w do O,,. To znamen4, Ze bod Ry(z') € O,,,
je pri zobrazeni funkciou w obrazom aspofi p + | bodov z oblasti G, &o je opif

spor s predpokladom vety.

Ak nie je w—! TubovoIne pokradovateInd v oblasti H, jestvuje v tejto oblasti
krivka C o rovnici w = w(?), @ < t £ b, vychadzajlica zo stredu niektorého elementu
funkcie w-! tak, Ze elementy P!, a < t < b, P, 'e w™" tvoria retazec, ale v bode
w(b) € H nejestvuje element, ktory by bol priamym pokraovanim elementov P, i
pre ¢ dostatogne blizke ku b. Bod w(b) je stredom p elementov P, ..., P, funkcie
w~1, ktoré zobrazia bod w(b) do p rdznych bodov z,, ..., z,. Zase jestvuje okolie
O,y bodu w(b) tak, Ze kaidy bod we O, sa zobrazi elementami Py T L%
do préave jedného bodu v kazdom z p disjunktnych okoli 0, bodov z;, i = 1,...,p.
Krivka C kon&i v bode w(b), preto pre b — & < t < b lezia vietky jej body w(?)
v O, Uvazujme o okoli O,y < 0, stredu w(to) elementu P, !¢, je dostatotne

’ ?
blizke ku b. Tento element zobrazi O, do mnoZiny .C_ 0... Z jednozna&nosti
a spojitosti P;;* vyplyva, Ze P ' zobrazi O, do prave jednej z mnoZin O, . Nech
je to O, Keby v niektorom bode w; € O, bolo w..'up?wv * m«l?&y zobrazil
by sa bod w; funkciou w=" aspoii do p + 1 bodov, z &oho by vyplyvalo, Ze funkcia w
nadobuda hodnotu w, aspoii v p + 1 bodoch, nakolko w-! je rydzo inverzna.
Teda P;;'(w) = Pj *(w) pre vietky w € O, a clement P, ! je priamym pokracovanim
elementu P;'. Pre w(ty) dostatocne blizke k bodu w(b) plati aj obratené tvrdenie.
Tym sme dostali spor s tvrdenim, Ze nejestvuje priame pokraovanie so stredom w(b)
elementov refazca P, '. Funkcia w=! je TubovoIne pokraovatelnd v H, &.b. t.d.
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Z vety 5 vyplyva, 7e funkcia w~* vzhladom na to, Ze je rydzo inverzna, je aj

univalentna. Z toho vyplyva, Ze sa sklada len z prostych elementov. Tieto su inverz-
nymi elementami elementov funkcie w. Preto kaidy bod we H je stredom prave p
elementov funkcie w™

2. Ak oblast G je jednoducho suvisla a jej komplement ma viac ako jeden bod,
jestvuje konformné zobrazenie f(z) oblasti G na jednotkovy kruh K. Nech w je funkcia
s vlastnosfami spominanymi v zneni tejto vety. Jej inverzna funkcia w—! je univalentna
a Tubovolne pokradovatelna v oblasti H. Tie isté vlastnosti v oblasti H ma aj zloZena
funkcia fw—!. Tato funkcia zobrazi H na K. Keby komplement CH oblasti H mal
viac ako dva body, podfa pomocnej vety 3 by bola funkcia fw~*! bud _.oano._.ambogmmzw
alebo nekone&ne mnohoznacna. To isté by platilo i o funkcii w—?!, Ale w—*! je p-znaéna,
p koneéné, p = 2. Preto CH ma najviac dva body. Menej.ako dva body nemdZe
matf, lebo potom by H bola jednoducho stvisli a univalentna a Tubovolne pokraco-
vateIna funkcia w=! v H by bola jedno-jednoznana.

Ak mi CH dva body a, b, uvaZujeme o zloZenej funkcii tvaru fw='gh, kde g
je homografickd transformacia, ktord zobrazi body 0 a o do bodov a, b a & je
exponencialna funkcia. Téato funkcia je TubovoIne pokradovateIna na otvorenej
rovine E,, preto je jednoznadni a zobrazi E, na K. KedZe je ohranidena, ﬁo&m
Liouvilleovej vety je konStantna. To je ale v spore s :E<m~ob§0mﬁo: funkcie fw?

a tym, Ze & nie je konitantna funkcia.

Ak oblast G je uzavretd rovina E bez jedného bodu g, tento bod nemdZe byt
podstatne singulirnym bodom funkcie w. Preto je w meromorfna na E, a teda racio-
nalna. AvSak racionalna funkcia nadobida na oblasti £ — {a} vSetky hodnoty
s vynimkou najviac jednej. Preto je H jednoducho suavisla a opif dostivame, Ze

w~! je jedno-jednoznaénd. Tym skdr to plati v pripade rovnosti G = E. Spor
ukazuje, Z¢ v jednoducho suvislej oblasti G nejestvuje Enwsm p-valentna funkcia,
pz2

T
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O MIOHATUM OBPATHON AHAJUTHUYECKOU ®VHKIIUU
Banrep lexa
Pe3ome

IMoustre 0OpaTHOM QYHKINE K HENMOCTOAHHON (YHKIME aHANMTHYECKOH B PaCHMPEHHOR Ioc-
xocru E yxe 3makomo [1]. B oToit crathe BBOAMTCA TIOHATHE obpaTHOW $yHKmiM K QyHKImM W
AHATUTIYECKON B IpOH3BOALHOM obnacta G < E criepyrommuM obpazom: O6patnas GyHKums w™ —1
GyHKMM W — 3TO aHANWTHYecKas QyHKIMA B obnacti H, ompenenennas oGpaTHBIM 3NEMEHTOM
HPOH3BONBHOTO ONHOMMCTHOro snementa ¢ynkumu w. O6macts H; — MHOXECTBO, HA KOTOPOS
W306pakaiOT CBOM LEHTPHI BCE DPUMAHOBBI NEMEHTH ONMpEXCNeHHBlEe B obnactu G ewéom w
(PMMaHOBa IOBEPXHOCTE GyHKIMA w B 06acT G). PYMaHOBA IOBEPXHOCTH Gy w 1 g obnactu
H; conepuT BCe OGPaTHBIE IEMEHTHI JIEMEHTOB PUMAHOBOH IOBEPXHOCTH dynxupy w B 00macTuG.
Fciu oHA BPYTHMX JIEMEHTOB HE HMeeT, OyleM TOBOPHUTh, YTO W™ -1 ¢rporo o6parnas. OyHKIUS W
MMeeT CTpOro o6paTHyro (QYHKIMIO TOTAA M TOJIEKO TOTJ@, €C/H BCE TDAHMYHBIC SIEMEHTHl PUMAa-
HOBOH MOBEPXHOCTH (YHKIMH w B 061acTd G 0TOGPAXAIOT CBOM ISHTPHI HA Tpamaly obnacTa H,
(teopema 6). B paGoTe BBEEHEI HEKOTOPBIE KIIACCH (yHKIMI, HMEIOMKX CTPOTO O6PaTHYIO byHK-
mo: QYHKLEYM aHATMATHYECKME B PACHIMPEHHOM IUIOCKOCTH (TeopeMa 3), ONHOMMCTHBIC QYHKIMH
(TeopeMa 4), MepOMOpdEBIE ¥ TOYHO p-MUCTHEIE QyHKIMH (Teopema 7). O HOCTENHAX YTBEPKAACTCS,
¥ro st (oo >)p = 2 He CyIIECTBYIOT B OOHOCBA3HOM o6nacTw.
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UBER DEN BEGRIFF DER ANALYTISCHEN UMKEHRFUNKTION

Valter Seda

Zusammenfassung

Der Begriff der Umkehrfunktion der nicht konstanten Funktion, welche in der Vollebene E
_analytisch ist, ist schon in der mathematischen Literatur bekannt [1]. In dieser Arbeit ist der Begriff
-der Umkehrfunktion zu der Funktion w, die in einem beliebigen Gebiet G < E analytisch ist, auf
folgender Weise eingefiihrt: Die Umkehrfunktion w—1 der Funktion w ist die Funktion, die in
dem Gebiet H, analytisch ist und mit dem Umbkehrelement eines belicbigen ein-eindeutigen Elements
.der Funktion w bestimmt wird. Das Gebiet H, ist die Menge, auf welche alle Riemannschen Ele-
mente, die die Funktion w im Gebicte G bestimmt (die Riemannsche Fliche der Funktion w im
Gebiete G) ihre Mittelpunkte abbilden. Die Riemannsche Fliche der Umkehrfunktion w—! im
Gebiete H; enthilt alle Umkehrelemente der Elemente der Riemannschen Fliche der Funktion w
-im Gebiete G. Wenn sie keine weitere hat, sagen wir, dag die Funktion w- 1 streng inverse ist. Die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl die Funktion w die streng inverse Funktion
‘habe, ist, daf alle Endelemente der Riemannschen Fliche der Funktion w im Gebiete G ihre
Mittelpunkte in die Begrenzung des Gebietes Hy abbilden. (Satz 6). In der Arbeit werden folgende
Klassen der Funktionen angefiihrt, welche die strenge Umkehrfunktion haben: die Funktionen
.analytisch in der Vollebene (Satz 3), die einwertigen Funktionen (Satz 4) und die meromorphen,
streng p-valenten Funktionen (Satz 7). Uber die letzten wird behauptet, daB sie fiir p = 2 in dem,
.einfach zusammenhingenden Gebiet nicht existieren. ‘

K
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