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NEKOLIK POZNAMEK K PROBLEMU W. MNICHA
JIRI SEDLACEK, Praha

Je znamé, Ze neexistuji t¥i racionlni &isla X1, X3, X5 tak, aby platilo
X+ x4 x3 =1, X1Xyx3 = 1, ¢))

Oznalme R t&leso viech racionalnich &sel, C obor integrity viech celych racional-
nich &isel. W. Mnich poloZil pted &asem otdzku, zda v C existuji &isla x, y, z tak, aby
platilo:

x z
Zogd gl oy,
y z x
Je znam snadny dikaz, Ze tato tuloha je ekvivalentni s otazkou feditelnosti sou-
stavy (1) v R.
Viimné&me si nejprve feitelnosti soustavy (1) v n&kterych , Sirfich* oborech, zej-

ména v kvadratickych télesech.('}) V tzv. Gassové té&lese R(i) 1ze najit tato fefeni:

a) x5 = i, X5 1%

b) X_LHIW.AI_H? X3 =2;

¢) Xy, = wwae +46i),  x3= .mi

d) x,, = wlww.TGw +107i),  x, nw%h
€) x;,, = %_loa& +750Li),  x, = %.

Také v telese ,wﬁz\.mv se snadno nahlédne, Ze zde soustava (1) ma n&kolik Feeni.
Uvadim zde tyto vysledky

) %,,=1%,2, x3=~—1;

1 _
8) x1,2 INIAIuHN/\Nv. X3 = 4;

*) Vysledky c), d), €), h), ch) uvadim podle vypolti P. Bartofe, M. Hlavaikaa V. Kucdery.
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1 = 128
_uv Xy, = gm’ﬁ@&m + Hw_.w/\wv. X3 = l...au
1 = 25
ch) x;,, = lwmlAIAm +29,/2), Xy = -
V télese R(i,/31) jsem nalezl t¥i feleni:
Dxa=a( i3],  x, =L
4 . 2
k) x,, = i /3T 4,
) %12 = 5 (1 £ 21 /30), X3 =
1 x un_l@ﬂ+&_.,\ﬂv PR
brse = SR TR

V télese R(iv/' w@ jsem nalezl dv& trojice, které vyhovuji rovnicim (1):

m) X, , = H.Q Hm,./\va, Xy =

n) Xy,2 =

|- w]

(~1£iyR),  x =2,

Neni oviem znamé, zda v uvedenych kvadratickych t&lesech mé soustava (1)
konedny nebo nekoneény polet Feteni. Viimneme-ii si vzorcd 2)—mn), vidime, Ze

¢

z isel x, , X2, X3 vZdy jedno patii do R. Nepodatilo se mi sestrojit kvadratické t&leso.

R(,/d) tak, aby v ném soustava (1) byla fefitelna &isly x,, X, X3, pii &emZ F4dné
z &sel x,, X, X3 by nepatfilo do R,

Déle vznika otizka, zda existuje koneény nebo nekoneény podet kvadratickych
teles, v nichZ je soustava ) fesitelnd. Odpoved je snadnym désledkem jedné véty,
kterou odvodil P, Erd ss:

Budiz fix) = agx® + a,x* + @X + a3 polynom, jeho? koeficienty patii do C
a necht a, > 0, (a,, a,, @3, a3) = 1; necht dale rovnice f(x) = O nema dvojndsobny
kofen. Potom existuje nekenedns mnoho pfirozenych &isel tak, Ze f{m) je bezdtver-
cové &islo.(?)

Nynf dokdZeme tuto vity:

Véta 1. Existuje nekoneéné mnoho imagindrnich kvadratickjch téles R(i /), (kde
d > 0 je bezétvercové Cislo), v nichs je soustava (1) Fesitelng )

Dikaz. Polozme Jo(x) = 16x® + 20x? + 16x + 1. Polynom f(x) zfejmé spliivje

(®) Cesky ndzev »Cislo bezétvercové™ pousivime podle K. Rychlika (viz str. 48 jeho Uvodu
do elementdrni &iselné theorie, 11. vyd).
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viechny predpoklady z citované podminky P. Erdése, takZe existuje nekone&nd
mnoho pfirozenych &isel m tak, Ze fo(m) je bezdtvercové.(®) Pro kazdé &islo ¢ vyhovuji
vztahu fo(x) = ¢ nejvyse t¥i plirozena &isla x, takZe mdme zarudenu existenci neko-
ne¢n& mnoha bez&tvercovych hodnot fo(m). PoloZme :

1 . 2
om a1y @ EIm), %=

X1,2 =

V nekonen& mnoha imaginirnich kvadratickych t&lesech R(i\/fo(m) je tedy
soustava (1) feSitelna. Dikaz véty 1 je tim podan.

Poznamenejme, %e obdobnou vétu lze dokézat i pro realna-kvadraticka t&lesa.

Roziifme nyni je§t¥ dile pavodni téleso R. Nechf T je nekomutativni t&leso
kvaterniond nad télesem R. Pak v T miiZeme dokéazat siln&j8i tvrzeni, jak ukazuje dalsi
véta.

Véta 2. Pro kazdé r € R md soustava
3, +x;+x3=r, XyXyX3 =r . @
nekonecné mnoho FeSeniv T,
Ditkaz. Zvolme libovolné p¥irozené &islo n a poloZme

1

X1,2=Ft-—F"—
1,2 NN: »+

HlANN,_l_.u + 2", + i3), X3 =r.
Snadno nahlédneme, ¥e soustava (2) je splnéna a Ze uvaZovanych trojic x,, x,, x5
Jje nekone&n& mnoho. Ditkaz je podan.(%) )

Zavérem si vimndme FeSitelnosti soustavy (1) v n&kterych télesech, jez Ea.won.
Ciselnd. Je-li p prvodislo, oznaime C, teleso zbytkovych tfid (mod p). Rovnitko
v soustavé (1) budeme oviem chépat Jjako kongruenci (mod p). Zabyvime se tedy
nyni fesitelnosti soustavy (%) ‘

X1 + X + x3=1(modp),  x,x;x3 = 1(mod p). 3)

Véta 3. Je-li p = 1 (mod 4), pak soustava ﬁwv md FeSeni.

Auv V korespondenci s V. A. Golub&vem Jjsme konstatovali, Z¢ uvedeny no_wuo_d S0 :wcwéw
prox =1,2,3,..., 64 bezétvercovych hodnot, zatimco f(65) neni uz cmNmﬁ<n,noo<m..<_N Oo_ﬂwvgoﬁw
poznamku Kubicky polynom, ktery nabyvd mnoha bezétvercovych hodnot, Casopis pro péstovani
matematiky 87 (1962), 496.

(%) Ditkaz Ize optit i o vzorce jiného druhu, napf.
, 1 . 2 .
X12=t—5~——2ni; + (n* = 1).1,), x3=r
! n?+1
(°) Budeme uvazovat Jen lich4 prvoisla p, nebof piipad p = 2 je trivialni.
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Dikaz. Je znimé, e pfi p = | (mod 4) je —1 kvadratickym zbytkem (mod D).
Zvolme tedy b tak, 7e b* = —1 (mod p)apoloimex, = b,x, = —b, x, = | (mod p).
Takto sestrojena trojice (x;, x,, x3) zfejm€ vyhovuje soustavé (3) a dikaz je tim
pedan. .

Kromég feSeni uvedeného v dikazu véty 3 mohou oviem existovat i fedeni jiné.
Pro p = 5 vyhovuje soustavé (3) jeding& trojice (1, 2, 3), jeZ odpovida sestrojenému
feSeni; avSak jiZ pro p = 13 dostavame Jjednak trojici (1, 5, 8), kterou lze sestrojit
pomoci &isla b, jednak jest& trojice (2, 2. 10), 9, 9, 9).

Véta 4. Je-li p =7 (mod 8), pak soustava (3) md Feseni.

Dikaz. Vime, Ze pti p = 7 (mod 8) je 2 kvadratickym zbytkem (mod p). Zvolme
tedy ¢ tak, Ze ¢® = 2 (mod p) a poloZmex; =1+ ¢,x, =1~ ¢, x; = —1{mod p).
Jedno feseni je tim sestrojeno a dikaz je podan.

Opét poznamenejme, e konstrukci popsanou v pfedchizejici vét& nemusi byt
vSechna feSeni vylerpana. Pro p = 7 existuje sice jedind trojice (4, 5, 6), k niZ se
dojde pravé uvedenym postupem, aviak pfipad p = 23 je jiZ sloZit&j§i. Podle dikazu
véty 4 najdeme trojici (6, 19, 22), aviak vyhovuji téZ trojice (3, 3, 18); (4, 5, 15);
(11, 16, 20).

Zbyva jestd probrat licha prvocisla, kterd jsou kongruentni s &islem 3 (mod 8).
Tu plati véta: .

Vé&ta S. Existuje prvocislo p = 3 (mod 8), pro néZ soustava (3) neni Fesitelnd. Existujf
viak v této zbytkové t¥idé 6% prvocisla b, pro néz soustava (3) Fesitelnd je.

Dikaz. Snadno nahlédneme, Z¢ pro P = 3 soustava (3) nema fefeni. Pro p = 11
vyhovuje trojice (7, 7, 9). Tim je dikaz podan.(%)

A. Schinzel dokézal, ¥e pro s > 3 soustava

. . . .
2x =1 Jlx=1 )
=1 j=1

‘ v x o W, Xz . : T
ma v R vidy nekonedny pocet Feleni. Bylo by moZné také tuto problematiku prenést
do C,. Tak napf. se d4 dokézat, Ze pro s = 4 soustava (4) m4 v C; vidy fedeni.
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Q) Pro p = 19 lze najit trojice (3, 7, 10); (5,17, 17); (8, 15, _9..
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HECKOJIBKO 3AMEYAHM 11O NPOBJIEME B. MHUXA
Upxu Cennauvex
Pesiome

Ilycts 3apana cucrema ypasHeumit
Xy o+ Xy 4 xy =1, Xy X3x3 = 1. )

B Hacrosmei 3aMeTKe Mol 3AHMMAEMCA, B IEPBYIO OYepellb, PEMIAEMOCTBIO CUCTEMB! (1) B HEKOTODEIX
KBaApaTHIHBIX Hoisax. Boiree o6masn cucrema

Xy + Xy + X3 =1, XXXy = F

Q.ha I — NAHHOE pallHOHAJNILHOE JSQHOV uMeeT OeckoHeuHoe YUCNO pelicHuit B HEKOMMYTAaTHBHOM
II0JI€ KBATCPHUOHOB HAM NONEM PAUHOHANBHBIX YHCEN.
B saxmouenne Mel 3aHMMAaeMCA CHCTEMOH CpaBHEHUM

Xy + x; + x3 = 1 (mod p). X;X,x3 = 1 (mod p), )

il

TA¢ p — NaHHOE HeveTHOe npoctoe wucno. Ecm p = 1(mod 4) wm » =T (mod 8), To cucrema (2)
umeeT pemieane. OCTAlOTCA elle MPOCThie YHCIA p = 3(mod 8). B cnyyae p = 3 cucrema (2) we
HMCET pemIcHUs, B TO BpeMsl KaK, Hampumep, ansi p = 11 1 p = 19 pemenyue CYILECTBYET.

EINIGE BEMERKUNGEN ZUM PROBLEME VON W. MNICH
Jifi Sedladek

Zusammenfassung
Es sei das Gleichungssystem
Xy + x; + x3 =1, X1XaXy = 1 (D

gegeben. In diesem Beitrag wird zuerst die Losbarkeit des Systems (1) in einigen quadratischen
Zahlkorpern untersucht,
Das allgemeinere System

Xy +x +x3=r, XXXy = F
(wo r eine gegebene rationale Zahl ist) hat unendlich viele Losungen in dem nichtkommutativen

Quaternionenkdrper tiber dem Kdorper aller rationalen Zahlen,
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SchlieBlich wird das Kongruenzsystem
Xy + X3 + x3=1(modp),  xyx,%; = 1(mod p), )
‘wo P eine gegebene ungerade Primzahl ist, untersucht. Fiir p = 1 (mod .3. und fiir p = 7 (mod 8) ist

das System (2) 1sbar. Es bleiben noch die Primzahlen p =3 (mod 8). Fiir Pp= 3 besitzt das System (2)
keine Ldsung, aber fiir p = 11 und fiir p = 19 z. B,, ist das System (2) 18sbar.
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