MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 2, 1983

VSEOBECNE MOCNINY V .wOﬁOﬁwa%Om
JURAJ BOSAK, Bratisiava

§1.GVOD

Je dobre zname, Ze v Tubovolnej pologrupe S moZno definovat mocniny s pri-
rodzenym exponentom. Presnejlie povedané, je moZné TubovoInému ae S a ITubo-
voInému prirodzenému &islu m priradit isty prvok pologrupy S, ktory oznalujeme
znakom ", pritom pre TubovoIné ae S a pre TubovoIné prirodzené gisla m, n:
plati:

at = a, (A)
@t = ama”, (B)
& = (@) (©)

Je zrejmé, ¥e existuje vZdy prave jedno priradenie uvedenych vlastnosti. MoZno-
ho definovat rekurentne: a' = a, a"*! = @™a pre IubovoIné ae S a Tubovolné:
prirodzené &slo m. V dalsom predpokladime, Ze v-uvaZovanych -pologrupach su
definované mocniny s prirodzenym exponentom.

Vynara sa otazka, za akych predpokladov moZno prirodzené exponenty nahradit’
exponentami z inej danej mnoZiny, na ktorej si definované dve binirne operacie,
stitanie (+) a nasobenie (.). V préci uviddzame podmienky pre to, aby bolo moZné
v danej pologrupe definovaf mocniny s exponentom vzatym z takejto mnoZiny.
Ziskané vysledky nim umoznia do istej miery poznaf Struktiru takychto pologriip-
v najdolezitej§ich pripadoch.

Nasu pracu zaéneme pripadom kladnych raciondlnych exponentov, ktoré veda
k zavedeniu odmociiovania prvkov v pologrupich. Jg pochopiteIné, Ze niektoré
tivahy budt obdobné tivahim pri zavddzani odmocnin a kladnych racionélnych
mocnin z nezipornych redlnych &isel z elementarnej matematiky. :

Poznamenajme eite, ¢ v pripade mocnin s prirodzenym exponentom je (C)
dosledkom (A) a (B). Vo vieobecnom pripade, ako sa d4 Tahko ukézat, si vlastnosti.
(A), (B), (C) nezavislé.

§2. MOCNINY S KLADNYM RACIONALNYM EXPONENTOM

Veta 1. Nech je dand pologrupa S iakd, Ze rovnica x" = a md pre kaidé ae S
a pre ka¥dé prirodzené &islo n najviac jedno rieSenie x. Oznacme toto rieSenie (pokial
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.m&h&.& znakom fa. Potom plati pre fubovolné ac S a pre [ubovolné prirodzené
Lisla m, n, p (vZdy, ked si prislusné symboly definované):

- Ve =a, 1
Namy =Vam, )
QQM = iy a, 3

. n.p mﬂ._l.a - Qm @

Dékaz vyplyva bezprostredne z definicii prislu$nych symbolov.

Poznadmka. Prva rovnost vo vete 1 plati vidy, pri druhej sta& predpokladat,

o . ” ” S %
Ze /\ a ._n definovana, pri tretej a §tvrtej sta&i predpokladaf, ¥e aspoii jedna zo stran
rovnosti je definovani.

m.umminm» 1. Budeme hovorif, Ze v pologrupe S moZno definovat Eooib,% s kladnym
Bo*os.\m;nu:: exponentom, ak moZno Tubovolnému a e S a Tubovolnému kladnému
racionalnemu ¢&islu m = p/g pritadif isty prvok pologrupy S, ktory oznalujeme
.mdeoB a" = a4, tak, aby pre Tubovolné ae S a pre TubovoIné kladné racionélne
Cisla m, n platilo (A), (B), (C).

<m.§ 2. Nutnd a postaéujiica podmienka pre to, aby v pologrupe S bolo mozné defi-
.weeﬁ mocniny s kladnym raciondlnym exponentom, je: K lubovolnému prirodzenému
Si:. k a k lubovolnému ae S existuje prdve jeden prvok xeS taky, ze x* = a.(!)
Ak je uvedend podmienka splnend, mozno v pologrupe S definovar mocniny s kladnym
raciondlnym exponentom jedinym spésobom.

Doé6kaz. Ak v pologrupe S moZno definovat mocniny s kladnym racionilnym
exponentom, tak rovnica x* = @ mé4 vzhladom na (C) a (A) prave jedno rieSenie
atox = a', Obritene, ak kazd4 rovnica x* = a (k prirodzené, a € S) m4 wnmﬁm
jedno rieSenie x, moZno pre TubovoIné kladné raciondlne &slo m = p/g (kde p, ¢
st prirodzené &isla) definovat a™ = 3/a”. Opréavnenost tejto definicie vyplyva zo
vztahu (4) v z vety 1. Z vety 1 dalej Tahko vyplyva platnost vztahov (A); (B), (C)
‘pre ?_uo<o?m kladné racionélne &isla m, n. Jednoznadnost spdsobu mom.io,\umam
mocnin vyplyva z toho, Ze prvok a”'¢ musi vyhovovaf rovnici x? = &”, ktor podla
predpokladu ma jediné rieSenie x €'S. A .

WQN.HEBW%. 1. O $truktire .pologrip, skiimanych vo .vete 2, hovori — vo vie-
-obecnejSom pripade — veta 3. , |

.

2. Je zrejmé, Ze m_.n v pologrupe st definované mocniny s kladnym racionilnym
-exponentom, pre prirodzené &isla m sa tieto zhoduju s obydajnymi mocninami.

.3<E€w%ﬁ:3&ﬁ&»o._.z. . <. ~
prvotisel cnsnmEEE,.oﬁaobe-mauwE,_aos_a mnoZina <w2§nr
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- §3. MOCNINY S EXPONENTOM Z QUASIOKRUHU

Nage uvahy teraz zovieobecriime eSte na sirsie obory exponentov. Najprv zavedieme
pojem quasiokruhu.

Definicia 2. Quasiokruhom nazyvame mno¥inu @ uzavretd vzhladom na dve
binirne asociativne operacie. (+,.), spojené pravym distributivaym zdkonom
(m+n.p=m.p+n.p (mnpe 0), s lavou jednotkou le @ pri nasobeni
{t. j. 1. m = m pre kaZdé me ).

Poznamky. 1. Operacie v quasiokruhu oznadujeme znakmi +, ., zatial &o néso-
benie prvkov v pologrupe osobitne nevyznadujeme.

2. V definicii quasiokruhu nepredpokladd sa ani komutativnost operacii, ani
platnost Tavého distributivneho zikona m.(n + p)=m.n + m.p, ani existencia
pravej jednotky. ,

3. Zrejme Tubovolny (asociativny) okruh s jednotkou je quasiokruhom.

Definicia 3. Budeme hovorit, Ze v pologrupe S moZno definovat mocniny s expo-

nentom z acmmmowncrc Q, ak moZno Tubovolnym prvkom ae S, me Q priradif
isty prvok pologrupy S, ktory oznaCujeme znakom 4", tak, aby pre Tubovolné

_aeS, meQ, ne Q platilo (A), (B), (C). (Znak 1v (A) tu treba chapaf vo vyzname

Iavej jednotky quasiokruhu.)

Poznamky. 1. Je zrejmé, Ze z (B), (C) moZno indukciou odvodif pravidla

Q:: tmptotme QS.QSN...QEr ’ AWJ
QE_.!N o M A...AAhExviwlv...VS_. AO\V
platné pre fubovolné prirodzené k, a €S, my,my, ... meQ.

. 2. Priradenie a — a” (pri¢om a prebieha §) pri pevnom m € Q je operatorom na
pologrupe S. Priradenie m — a™ (priom m prebieha Q) pri pevnom a€ S je ho-
momorfnym zobrazenim aditivnej pologrupy 0+ quasiokruhu Q do pologrupy S.°
Mocniny v pologrupe moZno preto chapaf aj ako $pecidlnu triedu operatorov na S
‘alebo ako ¥pecialnu triedu homomorfizmov z Q* do S.

3. Mocniny s exponentom z quasiokruhu moéZeme povaZovaf za zovieobecnenie
nasobenia prvkov modulu (lineirneho priestoru) prvkami (asociativneho) okruhu
s jednotkou (pozri napr. [2], str. 236). Stali aditivnu grupu linearneho priestoru
nahradit multiplikativne pisanou pologrupou, okruh quasiokruhom a nésobky prvkov
modulu ich mocninami. Aby viak tato analdgia bola zretelnejsia, museli by sme pre
mocninu’ poZadovaf edte splnenie daliieho zikona . :

(@b = a"b". D)

To. by viak — vo vieobecnom pripade — bolo pre nafe ugely nevhodné, kedZe
zékon (D) neplati ani v pomerne jednoduchych pripadoch (napr. pre mocniny s pri-
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rodzenym exponentom v nekomutativnych grupach). Je zrejmé, Ze v komutativnej
pologrupe pre mocniny s prirodzenym exponentom plati (D). Ak v nejakej pologrupe
S, v ktorej pre mocniny s prirodzenym exponentom plati (D), st 'definované mocniny
s kladnym racionilnym exponentom, musi aj pre tieto mocniny — ako sa Iahko
dokaze — platit (D).

4. Analogicky méZeme skumat, za akych predpokladov platia pre mocniny iné
zakony, napr.

e =e=>e" =e¢, (E)
A =a", mEn=a=a, (F)
at =b"=>a=0 Q)

Je zrejmé, ¥e mocniny s prirodzenym exponentom a mocniny s kladnym racionilnym
exponentom vZdy spliiujti (E). Lahko sa zist, Ze aj mocniny, ktoré budeme rozoberat

' vo vetach 3,4 a 5, spliiuju zakon (E). Naproti tomu zikony (F) a (G) vo vieobecnosti
neplatia ani pre mocniny s prirodzenym exponentom.

5. Ako sme uZ spomenuli, mocniny s prirodzenym exponentom a mocniny s klad-
nym racionilnym exponentom (pokial su definované) sii definované jednoznalne.
Vo vieobecnom pripade v danej pologrupe mdZe existovat aj viac druhov mocnin
s exponentami z toho istého quasiokruhu. Ako priklad uvedme multiplikativnu polo-
grupu S komplexnych &isel a quasiokruh @ = {0, 1,2, ...}. Moino definovat bud
x° = 1 pre vietky x € S (ako ostatne v kaZdej pologrupe s jednotkou), bud =1
pre x % 0 a 0° = 0. (V obidvoch pripadoch, samozrejme, mocniny s prirodzenym
exponentom definujeme obvyklym spdsobom.) Viimnime si, Ze v prvom pripade
neplati (E), v druhom pripade plati.

Priklad. Nech Q je TubovoIny quasiokruh. Zostrojime pologrupu Sy(I), v ktorej
mo#no definovaf mocniny s exponentom z Q. Nech S je fubovoIna pologrupa, ktorej
kazdy prvok je idempotent, nech I je obojstranny ideal pologrupy S (priptistame aj
pripad I = @§). Utvorme pologrupu Sy(J), ktorej prvkami si vietky dvojice (x, n),
kde x € S, ne Q. Dve takéto dvojice (x,, n,), (x;, n,) povaZujeme za rovnaké prave
vtedy, ked plati x; = x, a okrem toho bud n, = n,, bud x; € I. Néasobenie prvkov
So(I) (presnejiie povedané, tried navzijom rovnajicich sa prvkov) definujeme
pravidlom . £

(x1, 717) (X2, 1) = (X%, 1y + 1),

Jednozna&nost nasobenia vyplyva z toho, e I je obojstranny ideal. Lahko zistime,
7e dostdvame pologrupu, v ktorej moZno definovaf mocniny s exponentom z Q
takto:

(a, n)™ = (a, m . n).

Pri pevnom x € S mnoZina vietkych (roznych) prvkov (x, n), kde ne Q, tvori polo-
grupu. Této -pologrupa sa skladd z jedného idempotentu pravé vtedy, ked xel.

140

Lema 1. Ak pologrupa S je mnoZinovym suctom navzdjom disjunkinych pologrip,
7 ktorjch katdd bud sa skladd z jediného idempotentu, alebo je izomorfnd aditivnej
pologrupe quasiokruhu Q, v S moino definovat’ mocniny s exponentom z Q.

Dékaz Nech ae S. Ak a je idempotent, definujme o™ = a pre vietky me Q.
Ak a patri do niektorej pologrupy (oznadme ju S,), izomorfnej aditivnej pologrupe
QO+ quasiokruhu Q, priom pri izomorfizme f prvku me Q*+ zodpovedd prvok
f(m) € S,, definujme pre kaZdé me Q: a" = flm . £~ *(a)}. (Znakom f~ ! oznalujeme
zobrazenie inverzné k zobrazeniu £.) Zrejme v obidvoch pripadoch s spinené pravidla
(A), (B), (C) pre TubovoIné ae S, me Q, ne Q, takZe v S st definované mocniny
s exponentom z Q.

Poznamky. 1. Podmienka v leme 1 vo vieobecnosti nie je nutn na to, aby v polo- |
grupe S bolo moZné definovat mocniny s exponentom z Q. V daliom (veta 3) uka-
seme nutnost uvedenej podmienky, ak O je quasiokruhom vytvorenym kladnymi
prvkami telesa, ktorého vietky prvky si redlne Cisla.

2. Metédou z dokazu lemy 1 moZno definovat napr. mocniny nezapornych &isel
s kladnym exponentom, ak si definované mocniny &isla e s kladnym exponentom
(a teda aj prirodzené logaritmy &isel vicSich neZ 1). Prislusny rozklad multiplikativnej
pologrupy. § = €0, ) je pritom S = {0} v {1} v (0, ) U (1, ). .

3. Na multiplikativnej polegrupe &isel {— 1, 1} (a teda ani na ,,$irSich* pologrupach,
napr. na mnoZine vietkych celych, “racionalnych, realnych, komplexnych &isel)
nemozno podla vety 2 definovat mocniny s kladnym raciondlnym exponentom
(a teda ani s exponentom zo 3irSich oborov), pretoZe rovnica x? = 1 ma dve riefenia
+ 1. Poznamenajme, Ze symboly a, ktoré sa obyajne definujii pre TubovoIné kom-
plexné &isla a % 0, b (pozri napr. [3], str. 563) nepredstavuji mocniny v nasom
zmysle, preto¥e v tomto pripade nie je splnené (C).

§4. MOCNINY S KLADNYM EXPONENTOM

Nech je dané vo&&mmm telesa vietkych realnych &isel. Oznaéme znakom K quasi-
okruh vytvoreny mnoZinou vietkych kladnych &isel z tohto podtelesa. UkaZeme, za
akych predpokladov mdZe K shiZif ako obor exponentov mocnin pre-dana polo-
grupu S.

Veta 3. Nutnd a postalujiica podmienka pre to, aby v pologrupe S bolo moZné
definovar mocniny s exponentom z K, je, aby S bola zjednotenim navzdjom disjunktnych
pologrip, z ktorych kasdd pozostdva z jediného — idempotentného — prvku alebo je
izomorfnd aditivnej pologrupe quasiokruhu K.

Dékaz. Postatujiica podmienka vyplyva z lemy 1. DokédZme nutnit podmienku!
Nech st na § definované mocniny s exponentom z K. Definujme na § relaciu R
takto: aRb prave vtedy, ked ae'S, be S a existuje ke K tak, Ze a* = b. Reldcia R
je ekvivalencia, definuje rozklad pologrupy S na triedy. KaZzda z tychto tried pozostava
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zo vietkych mocnin a* pevne zvoleného prvku a € S, pricom k prebicha mnoZinu K.
Ak pre ka¥dé me K, ne K, m + n plati a" + a", je {a"},.x pologrupa izomorfna
aditivnej pologrupe quasiokruhu K. Ak viak existuji me K, ne K také, Ze m & n,
ale g = a", dokdZeme, Ze pre IubovoIné r € K, se K plati a" = &', teda uvaZovana
trieda sa skladé z jediného — idempotentného .— ‘prvku. Bez ujmy na vieobecnosti
mobZeme predpokladaf, 7e m > n, r > 5. KedZze m > n >0, je

u
u—=oo H

takZe existuje prirodzené &islo w = w(r, s) takeé, Ze

m"” r
—_— .
n¥ s

Z rovnosti a® = @" indukciou vyplyva @™ = @™ pre vietky prirodzené &isla u (a teda
aj pre ¥ = w). Preto

. . r—s ,=.<<+.n.-=¢<l~.=,i . r—s s.mW—r.n¥
ad = g’ mw—nv | — Ahis.vsslai alsstans. T
r-s  s.m¥-r.avw r—s t+u.§$.|~..=£
MY W W A
i o s W __ amw—nw propipe s
= AQ Sv q mv-n = qm¥—n mW—n = a’.

KedZe za naSich predpokladov vsetky prave uvedené Bo«i& B&.w zmysel Qor
exponenty patria do K), ddkaz je vykonany.
Zrejme plati:

Dosledok 1. V konecnej pologrupe S moZno definovat mocniny s exponentom z K
vtedy a len vtedy, ked kady prvok pologrupy S je idempotent. V tomto pripade moZno
definovat tieto mocniny jedinym' spésobom: pre kazdé ae S, k € K polofif & =a

Poznamky. 1. Pre mocniny s exponentom z K zrejme platia zékony (E), (F), (G).
2. Ako Specidlne pripady vefa 3 rie$i otazku moZnosti zavedenia mocnin s racio-
nalnym kladnym resp. redlnym kladnym exponentom.

§5. MOCNINY S .ONT%Z EXPONENTOM A S EXPONENTOM .
ZTELESA

Veta 4. Nutnd'a postaiujiica podmienka pre to, dby sa v pologrupe S dali definovat
mocniny s celym exponentom; je, aby S bola zjednotenim (navzdjom disjunkinpch)
grip. Ak mozno v pologrupe S definovat mocniny s celym exponéntomi, sit tieto mocniny
Jjednoznacne urlené. : : CEL s e s

Dokaz. Postadujtica podmienka je zréjma z toho, Ze v Kazdej grupe moZno defi-
novat mochiny s celym exponentom. Nutna podmienka vyplyva z toho, Zeak v polo-
grupe S mo¥no definovaf mocniny's celym exponentom, tak S-j¢ uplne regulirnou
pologrupou v Lapinovom [1] zmysle &ize pologripou § relativie inverznymi prvkami
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v Cliffordovom [4] zmysle, takZe je zjednotenim (navzijom disjunktnych) grap..
Dokazme edte jednozna¢nosf mocnin. Prirodzené mocniny st jednoznalne uréené..
a° je obojstrannou jednotkou prvku @ € S, preto je podla lemy 1.2 price [4] jedno-
znatne urena. Prvky {..,a"?%, a~', a°, a, @*, ...} tvoria grupu (oznatme ju G.).
Grupe G, zodpoveda podla [1], str. 139, jednoznagne urlend maximalna grupa G,
obsahujtica grupu G,. Prvok a~' musi byt préto-obsiahnuity v G,, a kedZe je inverznym
prvkom k prvku g, je jednoznagne uréeny. Jednoznaénost ostatnych celych mocnin je
zrejma.

Veta 5. Nutnd a postalujiica podmienka na to, aby v pologrupe S bolo mo2né defi--
novaf mocniny s exponentom z komutativneho telesa T, je, aby pologrupa S bola zjed-
notenim navzdjom disjunktnych grip, s ktorych kazdd bud md Jjediny prvok, bud je
zjednotenim podgrip izomorfuych aditivnej grupe telesa T takych, e fubovolné dve
rézne z tpchto podgrip majit spoloény jediny prvok (jednotku grupy ).

Dokaz. 1. Postatujiica podmienka. Ak.polcgrupa S mé poZadovany tvar, moZno
v nej definovat mocniny s exponentom z T analogicky ako v dékaze lemy 1. Ak
niektory prvok a € S patri do viacerych grip izomorfnych aditivnej grupe telesa 7,
nezalezi na tom, ktord z nich pouZijeme pre definiciu mocnin prvku a €S, pretoZe
vtedy a musi byt idempotentom a podla predpisu z doékazu lemy 1 dostdvame pre:
Mcco,\o_.bm meT:

& = fm S @] = fim. 0) = (0) = a,

tak¥e definicia mocniny je jednozna¥na. Vlastnosti (A), (B), (C) st zrejme spinené..
II. Nutna podmienka. Nech v pologrupe S moZno definovat mocniny s exponentom
2 T. Nech a€ S. Sa dve moZnosti. Bud pre kazdé te T plati ¢’ = a, bud existuje
te T tak, ¥e a' + a. DokaZme, %¢ v druhom pripade réznym prvkom m, n telesa T~
zodpovedaji rézne mocniny a”, a”. Keby totiZ platilo @™ = ", bolo by

[

1-t t.m—n -t t.m—n 1=t t.m—n 1=t t.m—n
amt — m = M\m—n A t
a =aqnn m-n — AQ vil:ﬁ m—n — Aﬁ v-: ngm-n = gm—n m-n = g,

teda @ = o, &o je spor. Poviimnime si, Ze v obidvoch pripadoch stihm vietkych
mocnin & (e T) prvku ae S tvori podgrupu pologrupy S. V prvom pripade je to
jednoprvkova grupa, v druhom grupa izomorfna aditivnej grupe telesa T. Pologrupa S
je zjednotenim grup, a preto podTa [1], str. 139, je zjednotenim navzijom disjunktnych
maximalnych grap. Ak ka’déd maximélna grupa pozostava z jediného prvku, sme
s dokazom hotovi. Ak existujit maximalne grupy s viac neZ jednym prvkom, musia.
podia predo3lého byt zjednotenim podgrip izomorfnych aditivnej grupe telesa T.
Dve TubovoIné z tychto podgrip (vytvorené, povedzme, mocninami prvkov a € S;.
be S), obsiahnuté v tej istej maximalnej grupe, majt, samozrejme, mwomomu% jed--
notkovy prvok. DokaZeme eite, Ze ak by mali spologny eSte dalsi prvok ¢ € S, mali
by spolodné .vietky prvky. V tomto pripade by toti museli existovat prvky ie T,
jeT (i+0, j+0) tak, Ze ¢ = o' = b/. Potom lubovolntu mocnino a* (xe T)-
mo¥no vyjadrif ako moeninu prvku b, lebo
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a* = hAH\S - AQ..vk\m — Q\vu\m” @Q.b\m. -
a analogicky, kaZdd mocninu prvku b moZno vyjadrif ako mocninu prvku a. Preto
TubovolIné dve rézne z uva¥ovanych podgriip méZu mat len jediny prvok spolo&ny,
&im je veta dokazana.

Priklad. V pologrupe D, danej tabulkou

*a@n&m.\

aaaaaa
aedcbhbd
adebcc
acbedd
abcdee
abcecdef

“Wa a6 o8

mozno definovaf mocniny s exponentom z dvojprvkového telesa {0, 1}. PoZadovany

rozklad na grupy je
S={a uibecdeuif}

pridom grupa {b, c, d, e} sa rozkladd na podgrupy izomorfné aditivnej grupe telesa

{0, 1}:

x

{b,c,d, e} ={e,b} U {e,c} LU {e,d}.
Uvedena metéda nim diva tieto hodnoty:

_n@a&@\

x°|laeeeef
x'labcecdef

Poznimka. Mocniny s exponentom z telesa spliiuji (E), (F), zatial o nemusia
spliiovat (G), ako vidno z predos§lého prikladu (b° = ¢°, hoci b =+ ¢).
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OBUIHME CTENEHMUW B [IOJIVIPVIIIIAX
KO pait Bocak
Pe3some

KBa3uKonsuoM MBl Ha3EIBaEM MHOXeCTBO O, B KOTOPOM 3aJaHbI B¢ GUHAPHLIX aMreGpandcCKuX
ACCOLMATHBHEIX onepauuy (+ , .), CBA3aHHBIX MEXNY COGOM NpaBeM AMCTPHOYTHBHBIM 3aKOHOM
m+mn.p=m.p+n.p(m, npeQ),cnepoit envuuueit 1 €0 nna ymuoxenus (1. e. 1.m = m
HJIAL BCAKOTO m m.@ :

ME1 rOBOPHM, YTO B HOJYTPYHNE S MOXHO ONPENCHHTS CTENEHH € IKCHOHEHTOM M3 KBA3UKONbIA
Q, ecii NPOM3BONLHEIM BJIEMEHTAM @ € S, m € Q MOXHO COTIOCTABHTH HEKOTODKI BIEMEHT IOy~
rpymusl § (XOTOpBIE MBI omomEmEmoZ cuMBoJIOM a™) Tak, 4TOOH. [Ist BeeX a €S, meQ, ne€Q
HMMENO MECTO

al = a, , A4)
a™t" = g"d", : (B)
a™" = (@™ : )

B cratee poxaszano: Heobxoaumoe M AOCTATOMHOE YCHOBHME JIS TOr'O, YTOGH B nosxyrpynne S
MOXHO ObUIO ONPENENHTh CTEHEHH . .

1. ... C DONOXHUTENEHBIM DALMOHATBHBIM JKCHOHEHTOM, Cleiyromee: [/ NPOM3BOIBLHOTO
HaTypaNnbHOIO YMCHa k ¥ UTA NPOM3BOJILHOLO 4 € S CYIIECTBYET OJUH M TONBKO ORHH TaKo# ane-
MEHT x € .S, uTo kﬁ = a (3TOT 3NMEMEeHT MBI O0O3HAYaeM dYepe3 x = /\ a; 5%53.8& HEKOTOpbIE
CBOMCTBA TakKux ,,KOpHei');

2. ... C IKCIIOHEHTOM M3 IOIOXHTENBHOR YacTH K YMCIOBOTO MOJs, cheayiomee: S ABIAETCA
(TEOpETHKO-MHOXECTBEHHBIM) 06 beIMHEHUEM IONAPHO HENEPECCKAFONUTMXCA HOMYTPYILN, 3 KOTOPbIX
KKAasA COCTOMT M3 OAHOTO 37IEMEHTA MM H30MOpdHA ammuTHBHON MOMyrpyme ksasukonsna K

3. ... € HeAsIM IKCHOHEHTOM, Crellyroliee: S SBIAETCA ODBEMACHNEM (IONAPHO HEIIEPECceKato-
IWXCAA) TPYNm;

4. ... c.3kCnoHenTOM M3 mons T, cienyomee: S sBisercs obbeaMHEHueM (HONAPHO HEepe-
CEKAIOIMXCA) TPYII, KaXKAast B3 KOTOPhIX 60 COCTOMT H3 OJIHOTO dIeMeHTa JMb0o SBaseTcs 06H-
CAUHEHMEM MOATPYIUI, H30MOPGHEIX aAmUTHBHON rpymme nosus 7, Takux, 4T0 NPOM3BOJLHLIC JBE

M3 3THX NOArpYNN, OTAMYHbIE APYT OT APYTa, MMEIOT TONBKO OMMH OGLIMil 31eMeHT (emuEwLLY
TPYIILL).

GENERAL POWERS IN SEMIGROUPS
Juraj Bosik
Summary

By a quasiring we understand a set Q with two binary algebraic associative operations (4, .),
connected by the right distributive law (m +n).p =m.p +n.p (m, n, p € Q), containing a left-
identity 1 € Q for the multiplication (that is, 1.m = m for all me Q).

We shall speak that in the semigroup S it is possible to define the powers with exponent taken from
a quasiring Q, if it is possible to any a € S, m € Q to associate an element (denoted by the symbol a™)
of the semigroup § so that for arbitrary a € S, m € Q, n € Q it holds:
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al = a, (A)
@ = g, (B)
= (@ ©

It is proved in the paper: Necessary and sufficient condition for that in the semigroup S be possible
to define the powers...

1. ...with positive rational exponent, is: for any positive integer k and for any a € S exactly one
element x € S exists for which x* = a (this element we denote by the symbol x = M\N there are
investigated some properties of these ,,roots*);

2. ...with exponent from positive part K of number field, is: S is the (set-theoretical) union of
pairwise disjoint semigroups, each of them either consists of one element or is isomorphic with the
additive semigroup of the quasiring K; )

3. ...with integer exponent, is: S is the union of (pairwise disjoint) groups;

_4. ...with exponent from the field T, is: S is the union of (pairwise disjoint) groups, each of them
either consists of one element or is the union of subgroups isomorphic with the additive group of

the field T such that any two different from these subgroups have exactly one common element
(the identity of the group).
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