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O JEDNEJ SUSTAVE KONGRUENCII

POZNAMEKA K PREDCHADZAJUCEMU CLANKU J. SEDLACKA

STEFAN SCHWARZ, Bratislava

V predchadzajiicom &lanku [1] poloZil J. Sedlagek tito otizku: Nech T, je
teleso tried zvyskov (mod p). Pytame sa, &i sistava rovnic
x+y+z=1, 1)
xyz =1,
ma rieSenie v telese T,

Sedlagek ukazal elementarnou tvahou, Ze pre prvotisla tvaru 4k + 1 a prvocisla
tvaru 8k + 7 rieSenie vzdy existuje. Pre prvodisla tvaru 8k + 3 nadiel, Ze rieSenie
neexistuje pre p = 3, ale existuje pre p =1l a p = 19.

V -tejto poznimke ukaZeme, pouZivajuc pritom velmi. neelementirne vysledky
z tebrie kongruencii, Ze pripad p = 3 je celkom vynimocny. Plati totiz:

- Veta. Pre ka?dé p + 3 md sustava (1) rieSenie v telese T,.

.Dékaz. V pripade p = 2 je tloha trividlna. V dalSom budeme 3,08 predpokladat

p*2
Stistava (1) je ekvivalentna s rovnicou xy(I — x — y) = 1, t. j. s rovnicou"

2+ -»Nx+1=0 )

Pri pevnom y # O (z telesa T,) ma tto kvadraticka rovnica v x riefenie v telese T,
vtedy a len vtedy, ak jej diskriminant (3> — )* — 4y je §tvorcom nejakého elementu
z T,. To nastane vtedy a len vtedy, ak rovnica

Vo= 3

ma v telese T, rieSenie (y, #), v ktorom y 0. Ozna¥me znakom N pocet rieSeni
rovnice (3) v telese T,. Nutna a postaCujica podmienka pre rieSiteInost sustavy 1

je teda splnenic podmienky N > 1.

Teraz pouZijeme jeden hlboky vysledok z tedrie kongruencii, ktory znie takto:
Nech je dand kongruencia

ay* + ay® + @yt sy +a = £ (modp), ao *0. C)]
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Nech @o_.%:m:: 4. stupiia na favej strane nie je nasobkom §tvorca nejakého kvadra-
tického polynému (mod p). Potom pre polet N, (navzijom Fwo:mp,:g”:v,s_d
rieSeni kongruencie (4) plati:

[N, - (@~ D]=2/p

Vysledky tohto druhu st uvedené v knihe H. Hasse [2] (str. 163 —188). Podrobné
dékazy moZno najst v literatare citovanej v tejto knihe.(!)

Polyném na lavej strane rovnice (3) sa neda pisat v tvare nasobku $tvorca kvadra-
tického polynému nad T,, lebo z rovnosti

W=+ —dy =0 + ay + b)

by nutne vyplyvalo b = 0, & viak vedie k rozporu, kedze najniZ§ia mocnina y na
Tavej strane je —4y (atojev T, rbzne od nuly), zatial &o na pravej strane vystupuje y
aZ v mocnine =2.

Zo vztahu (5) vyplyvapreto N = p — | — 2Jp.Prep 2 lljep — 1 — 2/p>1,
teda sustava (1) m4 riefenie. Pre p = 7 je rieSenim trojica (4, 5, 6), pre p = 5 je rie-
Senim (1, 2, 3). Pre p = 3 sa bezprostrednym dosadenim presvedime, ¥e rieSenie
neexistuje. Tym je nase tvrdenie dokédzané.
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& Poznamenajme, Ze pre na vitel by sme mohli v podstate vystadif i s menej ostrymi odhadmi,
ktoré naSiel prvy L. J. Mordell ([3]). Mordell sa zaoberal otdzkou o potte rieSeni kongruencii
tvaru f(y) = "™(mod p), m = 2. Pri dékazoch pouZival jednoduchiie metédy; v pripade m = 2 su,
pravda, jeho vysledky slabsie ne% odhad udany v texte. Vyplyva z nich viak bezprostredne, Ze existuje
takeé &islo pg > 0, Ze pre prvotisla p > Do ma ststava (1) vZdy rieSenie. (Pozri aj précu [4].)
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