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O JEDNOM PROBLEMU Z DEJIN
CINSKE MATEMATIKY

JOSEF KAUCKY, Bratislava

1.

V &lanku téhoZ nazvu [1] vypravi P. Turén tuto zajimavou historii.

Jeho pfitel Gyodrgy Szekeres utekl v roce 1937 pied hitlerovym faSismem do
Sanghaje, kde se seznamil s matematikem Csang-Jungem, odbornikem v d&jinach
matematiky.

Csang-Jung se mnoho zabyval studiem knihy Zinského matematika minulé¢ho
stoleti Li Zsen-Sua (1810— 1882), ktera vysla v roce 1867 v Nankingu pod nizvem
,,Co ku hszi csaj szuan hszue“. Autor knihy si vytkl za cil shrnout v ni &ast objevil
&inské matematiky. . ,

"V této knize je uvedeno — podle staré &inské tradice bez diikazu — mnoho mate-
matickych vysledkid a mezi nimi i vztah, ktery v modernim oznadeni dava kombina-

torickou rovnici
W xNA=+NwI\. _ n+ kY M
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Csang-Jung hledal tuto formuli v dilech zapadnich matematikd, v nichZ nael
nékteré jiné v knize obsaZené vysledky, nenael ji viak a ani sam ji nedoved! dokazat.
Budiz jeité poznamenéno, jak P. Turin uvadi, Ze autor knihy ptevzal n€které

vysledky od slavného &nského matematika 13. stoleti Csu Si-Csie-a. Jiny madarsky,

matematik Janos Surdnyiv glanku [2] dokonce pise, Ze mezi témito vysledky je
i kombinatoricky vztah (1).

2.

' Prvni ditkazy kombinatorické identity (1) pochazeji od P. Turéna a G. Szekerese,
kte¥i ji dokéazali na sobé nezavisle a kazdy jinym zplisobem. Oba dikazy uvefejnil,
jak uvadi L. Takacs v danku [4], Csang-Jung spolu s jinymi pracemi v insky psané
publikaci {3]. Turan zrekonstruoval sviij ditkaz v &anku [1], na Szekerestiv dékaz,
ktery byl rovnéi analytické povahy, pamatuje pry se jen natolik, 7e také nebyl
jednoduchy. .

Turaniv ditkaz spociva v odvozeni rovnice
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z niZ identita (1) vychazi jiz jednoduse porovnanim koeficientd u X" v rozvojich

vyrazii na obou stranich rovnice se nachazejicich.

BudiZ jesté uvedeno, Ze k odvozeni rovnice (2) vzl Turdn také vztahu
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ktery odvodil z n&kterych vlastnosti Legendreovych polynomii. Tuto rovnici, kterou
budeme v daliim potfebovat, jsem jednodus§im zplsobem odvodil v &lanku [5].

3.

Po Turanovi dokézalo v letech 1955— 1956 identitu (1) riznymi a _.oazomcwwr:m
zptsoby nékolik madarskych matematikl: Lajos Takacs [4], Janos Suranyi [2],
Géza Huszar [6], Janos Maté [7]. V Suranyiové préci je uvefejnén také dikaz
Loo Keng Hua, neni vSak uvedeno, Z kterého roku pochazi. ,

V roce-1958 dokézal T. S. Nanjundiah [8] obecn&jsi vztah; z nthoZ identita (1)
vychazi jako specialni pripad. Recenze této prace v Mathematical Reviews, vol. 20,

mé& vlastn& pfivedla na uvedené prace madarskych matematik?.

4.

Na rovnici (1) jsem pfiSel nezavisle na téchto pracich pfi studiu znidmé Fellerovy
knihy o poctu pravdgpodobnosti a jeho aplikacich [9]. Tam totiZ na konci XI. kapi-
toly v 9. odstavci je problém tohoto znéni: . . .

Let the sequence of onocE trials up to the first failure be called a turn. Consider
now two sequences of Bernoulli trials with probabilities py, ¢, and p;, g,, respect-
jvely. Show that the probability that the same number of turns will lead to the Nth
success can be exhibited in either of the forms = T e TETE

@Lwnvz <MuU_ AZ u.lc H NV @_mwv..l =
= Aﬁpﬁnvz: = QENVT,NZ xMo AZ \M HV @ENV._A.. L 4)

Feller piipomina, Ze tento problém (No. 10) zrovna tak jako oba problémy pfedcha-
zejici (No. 8 a No. 9) obsahuiji vysledky prace holandskych matematikd O. Bottema
aS. C.van Veena [10], v niZ jsou poCitany nékteré Emamv%og%m,.S,\wm_.m& se hry
na kuledniku. 2
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Z rovnice (4) vychazi kombinatoricka identita
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Vidime snadno, Ze rovnice (4) po kriceni vyrazem (p, p2)" neni nic jin¢ho neZ
Turénova rovnice (2) a vztah (5) nic jiného neZ identita (1). Je-li tedy rovnice @)
dokézana na zaklade vnw<mmﬁonovu0m5mor {ivah, je tim podén novy dikaz rovnice
(2), a tim i vztahu ).

5.

Je ptirozené, Ze jsem se snazil dokazat vzorec (5) n&jakym jinym zplsobem neZ
~zTOVRiCe (4). Psal jsem o tom t€Z prof. Jankovi, ktery mné v.dopise ze dne 1.10. 1956
sdélil, Ze sice nikomu na katedfe neni o vzorci nic znamo, e se viak doc. dr. J. Seit-
zovi po del§i ndmaze podafilo vzorec dokazat a ditkaz je k dopisu pfipojen. Pokud
vim, nebyl tento zajimavy ditkaz dosud nikde uvefejnén.

Pak jsem vzorec dokézal jednodus8im zplsobem na zakladé zndmych a b&Zng
pouZivanych kombinatorickych formuli v danku [11), ktery je v mélo znamé publi-
kaci.

V nasledujicim odstavci je podan pozménény dtkaz dr. Seitze. Hodnota parcialni
derivace v rovnici (7) je totiZ uréena ne uplnou indukei, ale pomoci Leibnizovy for-

wwr

mule, coZ je jednodussi a piirozendjsi zpisob. Posledni dva odstavce obsahuji jednak

mij dikaz z &anku [11] 2 dale odvozeni rovnice (2) z pravd&podobnostnich uvah
O. Bottema a van Veena. .
Ukazuje se, Ze rovaice (2), z ni¥ vychazi identita (1), nent nic jiného, neZ transfor-
matni rovnice pro hypergeometrickou fadu se specialnimi parametry, coZ je ostatné
vidét jiz z Turdnova dikazu. ‘
: , 6.
a) Dr. Seitz vychézi z TOZVOje

1.
1—xy

=14 xy+ x4 XY (6)

ktery plati pro kaZdou dvojici Sisel | x| <1, | yi< L

Radu na pravé strané piSme ve tvaru

L4 xy+..+xH7+

k+n k+n

Xy

™Me

0

a derivujme ji k-krat podle x a k-krat podle y. PouZijeme-li oznadent
Ny =NN-1...(N—r+ 1),
dostavame touto operaci z obecného &lenu fady vyraz

AA\A + Kvwi v«:.v\..u
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odkud po d&leni (k!)* vychazi

k+n\ ..
L)
Mame tedy rovnici .

1 i © (k+n\
(kt)? mxamwxﬁulxevl.wuoﬂ k vxw. @

take jde jen o vypolet derivace na jeji levé strané.

Nyni se viak snadno zjisti, seprok=1ak=2 je

1V (1}
1 %AH vlo+_u.@
(

1 a* A 1 v _
(21)* axray* \1—xy
2\? 22 5,

xy + ANV X'y
tak¥e se da olekavat, Ze bude obecné platit
U A 1 vn
(k1) axFoy* \1—*y

1 kT S
= o &MQQ:. ®)

Dr. Seitz dokazal tento vztah indukei. Pfitom hlavni krok indukee je pracny,
a proto budeme dokazovat jinym zpisobem.

b) Predeviim snadno zjistime, Ze plati rovnice

o - xy) . N
0= (= 00— ) ©
z niZ zam&nou x s y vychazi podobny vzorec
v -N
= mms — (N4 = DX ) ©)

Nyni pomoci prvni rovnice, v niZ polozime r =k a N = 1, dostaneme

H . mw mw " &
W Ll }-
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= Sa, (=)™ =

?_ y*
= ulu.l. W Akv O\JC.V mxlg. .C _ xslclc
k! Zo\J ay*d ’

odkud pomoci vztahu (97), v némZ wo:ﬁ::n N==k+1ar=k—j mame dale

AM_VN mﬂnﬁﬁ AH = ﬁv =
& g.Ho va (k) ¥ 2k — e L - xy) I =
() -

- OG-

Tento vyraz se jestd zjednodusi pomoci identity (3), takie dostavame

(k1> ax*oy* \1— %y

H OQV_“ la.wn..p.u.
(1 — xy)**! H.Mo Ag. (xyY

o B (e

(1 —xp)**
~a-w g (Y ey

Tim je Seitzfv ‘vyraz pfo derivaci (8) odvozen.
Nyni stadi tento vyraz dosadit do rovnice (7) a mame Turdnovu rovnici (2), zniZ
identita (1) vychazi jiZ zminénym zptisobem.

I

Z rovnice
-a z identity

vychazi
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Nyni ze znamého vzorce (viz Netto [12], p. 252)

sof0-0)
@ H”Vn MT:AMZ +~<2| |- JAZM Nv _
(- :MA 1y AN2+<~|>VAMHNV“ )
takze
(Y- £ (D)
S A C 00 o

Zbyva vypocitat hodnotu vnitiniho souctu.

je

Aviak ze vzorce (10) je

R
-0

vychazi

Dosadime-li odtud do rovnice (11), mame vztah (5).

8.

Hra na kuleéniku se zpravidla hraje tak, Ze vyhrava ten, kdo prvni udéla N anma
smluvenych karambolii. Hragi viak mohou udinit tuto dohodu. Dosahne-li N ka-
rambolé ten hrag, ktery zadinal, miZe jeho protivnik jest€ jednou hrét. Uowoco_-:
tak rovné? N karamboldi, potom je hra nerozhodna. A pravé vypocet této remizy
vede k rovnici (4).

Necht hra&i 4 a B hraji spolu partii o N karambolech. wca. Py (py) b&hem hry
konstantni pravdépodobnost, Ze hra& A (B) ud&la karambol, a poloZme ¢, = 1—-p
a g, =1—p, KdyZ hra mwoso__m remizou, maji oba hradi za modoc stejny pocet

37



sérii. Ptitom série je sled strki (3touchd), v nichZ hrag ud€lal karambol, po nichZ
nasleduje netsp&ny $fouch. Skontila-li hra remizou v v sériich, udélal kazdy hra¢
N + v — 1 strkil, z nichZ bylo N usp&nych a v — 1 neusp&snych. Neuspé&Snymi
strky je zakondeno prvnich v — 1 sérif a posledni série nebyla dokondena, nebot
v ni byl udélan N-ty karambol. Téchto v — 1 netispéchii miZe byt kdekoliv na prvnich
N + v — 2 mistech, coZ dava
N+v—-2
v—1
moZnosti.
Nyni v kazdém z tEchto pfipadd je pfislu$na pravdépodobnost

N v—1

P19:

takze pravdépodobnost, Ze hrag 4 udélal v v sériich N karambold, je

N+v-2 -
M (e

Podobn¥ pravdépodobnost, Z¢ hra¢ B udélal v v sériich N karamboli, je

N+v—-2 v
v—1 @WQNu

a pro pravdépodobnost, Ze partie skondi v v sériich remizou, vychézi

N4+v-2Y e
v—1 @%nvz@ENv %

Ozna&ime-li koneénd R(N) pravdEpodobnost, Ze partie o N karambolech skonéi
remizou, mame

e (N+v-2\

R(N) = (p172)" (0:92) 7" =
v=1 v—1
& (N+v-1Y
= @%nvz <Mu“o v (9192)
a to je vyraz na levé stran& rovnice (4).
Nyni je viak
2 NN+1D).(N+v=1) NN+1)...(N -
R(N) = N A e _.v v
N =) L 13 . axv=1 1.2. v (4:92)"
takZe uZijeme-li je§t& oznaleni
Fla,bye;x) = 3 ala +1)...(a+v-1) . b(b+1)..(b+v—1) o
L efe+ ) (c+v—1) v!

pro hypergeometrickou tadu, vidime, Ze je
R(N) = (p1p2) FIN, N, 15 412)-
Vzpomeneme-li si koneén& na transformacni formuli
Fla, b, c;x) = (1 — x)° " "Fc — a,¢ — b, c; x),
dostavame pro Em«amvoaocaoﬁ remizy jiny vyraz
R = (ppa) (1 — qig)' 2" K1 = N, 1 = N, 1,4495) =

= (pp2)" (1 — q192)* ¥

.sz {N-DHWN-2)...(N = k)}?

k=0 Qﬁvn
N -1\

N-1
= Aw%nvzﬁ - QENVTuZ »Mluo k Q—&va.

Annmuvw =

A to je vyraz na pravé stran& rovnice (4).

LITERATURA

{11 Turén P., 4 kinai matematika tirténetének egy problémdjdrol, Matematikai Lapok V (1954),
1—6.
2] Surényi J., Megjegyzések a kinai matematika torténetének egy problémdjdhoz, Matematikai
Lapok VI (1955), 30—35. )
{3] Csang-Jung, Ko hsziie (Science) XXIII (1939), 647—663. .
[4] Takéacs L., Megjegyzés Turdn Pdl ,,A kinai matematika tirténetének egy problémdjdrsl* cimi
. dolgozatdhoz, Matematikai Lapok VI (1955), 27—29.
[5]1 Kaucky J., Pozndmka k jednomu &ldnku P. Turdna, Matematicko-fyzikilny Gasopis SAV 12
(1962), 212—216.
6] Huszar G., A kinai matematika torténetének egy problémdjdril, Matematikai Lapok VI (1955),
36—38.
[71 Maté ., A kinai matematika tirténetének egy problémdjdrol, Matematikai Lapok VII (1956),
112—113.
8] Nanjundiah T. 5, Remark on a note of P. Turdn, Amer. Math. Monthly 65 (1958), 354.
[9] Feller, W., 4n Introduction to Probability Theory and its Applications 1, New York 1950.
[10] Bottema O.—van Veen S. C., Kansberekningen bij het biljartspel, Nieuw Archief voor
Wiskunde 22 (1943), 16—33.

v 2

IN+v—k\[N N4v\
{11} Kaucky J., Ditkaz rovnice M % = + A

. k=0 v—k k v
Sbornik Vojenské technicke akademie A. Zapotockého v Brné 5 (1957), 6—8.

{121 .Zozo E., Lehrbuch der Combinatorik, Leipzig 1901,

Kabinet matematiky
Doslo 24. 9. 1962. Slovenskej akadémie vied v Bratislave

39



{UBER EIN PROBLEM AUS DER GESCHICHTE DER CHINESISCHEN
MATHEMATIK

Josef Kaucky

Auszug

Im Jahre 1867 erschien in Nanking unter dem Titel ,,Co ku hszi csaj szuan hszue® ein Buch des
chinesischen Mathematikers Li Zsen-Su (1810-—1882). In diesem Buche ist —nach alter chinesischer /
Tradition ohne Beweis — eine Reihe mathematischer Ergebnisse angefiihrt und unter anderen
auch eine Bezichung, die in der modernen Art der Bezeichnung die kombinatorische Identitit (1)
ergibt.

Die ersten Beweise dieser Formel, die von P. Turin und G. Szekeres stammen, sind im Jahre 1939
in der chinesisch geschriebenen Publikation (3) veréffentlicht worden. Turn hat nach Jahren seinen
Beweis in der Arbeit [1] rekonstruiert, auf den Beweis von Szekeres, der auch von analytischer Natur
war, konnte er sich jedoch nicht mehr erinnern.

Der Beweis von P. Turin beruht i in der Herleitung der Gleichung ANV, aus der die Identitét (1)
schon einfach durch Vergleich der Koeffizienten bei x" an ihren beiden Seiten rm?onmmr» Auf
Tur4ins Beweis bezieht sich auch der Artikel [5].

Nach Turén bewies in den Jahren 1955—1956 die Formel (1), und zwar auf verschiedene Weise
und auf einfachere Art, eine Reihe ungarischer Mathematiker in den Aufsitzen (2, 5—7]. Im Jahre
1958 hat T. S. Nanjundiah {8] eine' algemeinere Bezichung bewiesen.

Unabhingig von diesen Arbeiten bin ich auf die Formel (1) beim Studium des Fellerschen: Bu-

" ches [9] gekommen. Dort soll ndmlich im Problem Zo '10 auf S.236 die Gleichung (4) nachgewiesen
werden, aus der die Identitit (5) hervorgeht. Aber die Gleichung (4) ist nichts anderes als Turdns
O_Qo?.:,m (2) und die Beziehung (5) ist eigentlich die Formel.(1).

Es sei noch bemerkt, daB das erw:hnte Problem das Ergebnis enthilt, welches Feller aus der
Arbeit [10] iibernommen hat, in der einige Wahrscheinlichkeiten berechnet sind, die sich auf das
Billiardspiel beziehen.

Die Bezichung (5) habe ich versucht auf andere Weise als mit der Gleichung (4) zu beweisen.
Der erste Beweis (aus dem Jahre 1956), der bisher noch nicht verdffentlicht wurde, ist von J. Seitz.
Danach habe ich die Formel (5) auf kiirzere Weise in der Bemerkung [11] bewiesen.

Im 6. Absidtz der vorangehenden Arbeit ist der abgednderte Beweis von J. Seitz enthalten. Die
Gleichung (8) ist hier nicht durch Induktion bewiesen, sondern die partielle Ableitung ist unter
Benutzung der Leibnizschen Formel berechnet worden. Dann folgt mein Beweis aus {11] und in
dem letzten Absatz ist angefiihrt, wie man zu der Gleichung (4) durch wahrscheinlichkeitstheore-
tische Erwigungen aus der Arbeit [10] kommt. Das Ergebnis ergibt, daB die Gleichung (2) nichts
anderes ist, als die bekannte Transformationsgleichung fiir die hypergeometrische Reihe, angewendet
auf eine Reihe mit speziellen Parametern.

40




