MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 1-1983

SPECIALNI HJ;.%.MHO.:H%OE FUNKCI
ViICE PROMENNYCH

KAREL TUHACEK, Usti nad Orlic

Oznatme A mnoZinu bodé « = (m,2°, m,2", ..., m,2"), kde m, 5?;....‘ m, jsou
libovolné cela &isla a v je libovolné celé nekladné &islo. Potom jsou spravni tvrzeni:

sy

Viéta A. Existuje spojitd funkce F(x) n proménnych, pro nif plati:

@N @N
0x;, 0x; Fa) + 0x; 0x;, Fla)
prok + lakaidybodueAda
@N QN )

vSude jinde.

Véta B. m&&&.« spojitd funkce n proménnych G(x) téchto vlastnosti: Funkce G(x)
md ve viech bodech totdlni diferencidl. Ve vSech bodech existuji parcidlni derivace
1. Fadu 8G(x)[ox;, j=12,...,m, které jsou nespojité v libovolném bodé a e A.

Diikaz obou tvrzeni provedeme v dal§im pfimou konstrukei funkci poZadovanych
vlastnosti.

Zvolme libovolné # celych &isel my, my, ..., My, celé nekladné Cislo v a piirozena
Gislai<j;i,j=1,2,...,n PoloZzme a = AE.,NﬁENMe, ..., m2"). Definujme funkci 7
proménnych vztahy:

m‘ .«..\.HM.T M2, cuey §:AXV =

- _m_ gimsl (x; — m2")(x; — m;2") ; Op.. - m2") - (x; — m2")’

s=1 exp [2(x; — m2")* + 2(x; — m2')*] (xi — m2')Y + (x; — m2")?
prox+aa : a
BI s eom@) = () = O @

Véta 1. 1. Funkce ® gwh_.ru.,...saﬁxv Jje spojitd.
2. Viude existuji parcidini derivace

é 4j
] : k=12,..,n
QXw .\.5_. ey E:Axvu P .1




3. Ve vSech bodech existuji parcidlni derivace

z - @ kel
xy 0%, Jmtema, . me(% 2

4. Je-li x + a, je

a? ?*
i,j - , Ty ; )
m.x» mR~ .\.a:. 5 .S:Akv mk~ mu«a .\.::. - S:Aunv.u k + Nu N«“N

il
, N.w\.s_, m{a) + il .....\.s sﬁav.. k+1; ki=12
0Ox, Ox, Laseeon i mx_ 0x, Lysovip XS0 > » %

Dikaz. 1. Spojitost funkce .L\..:. wumy (%), jE ZEejma z (1) a (2).
2. Existence parcizlnich %EES L fadu. Pro k + i, Jje:

1,2,..,n 3)

o (4)

®

m i, jrv .
m!k-nl .\..5..... -::A.Xv = A.u.
Prox # aje
0 i, jrv e . X; —m.2¥
..\.:......:....x =2 2 ?.L.f&gf.
m.vo_ il A v um exp ﬁNA.Xa. - 5_.N< 2 + Nﬁk _ SNNJN”_
2 2
ATt = 4 = ey La MY = (o = m2y

(i — m2) + (x; - m2")?

(6 = m2*)? (x; — m,2)?

+4 e L ut? M
. [(x; - m2")* + Ax_. ~m u.,NJNU_N
lm‘.L\ Axv 9v : 2 =Imd X — m;2" .
s PRI X J
% N #=1 exp [20x; — m2)? + 2(x, ~ m2')*]
w2 2
[ = 4(x; — m2p] S = m2) — Gy — mpy?
(o = m2'Y + (x; — m2)
A. A Ewe NA&.\ § N—. 2
,j
(> SN+?13NEN
a v bodg€ a

m -.,.&. v k _
OB

m ~...~. v _ !
mk.‘ .\::. ees i..Aav -

Vztahy (8) a (9) plynou p¥imo z definice parcidlni derivace.
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(6)

™

®)

®)

3. Parcialni derivace 2. fadu. Je
@N
0%, 0x;

_ g.\a:.. .:...Au& = (10)

prok £ 1i,j uoco T_:\ Pro x + aje-

> L igy (x) = . Tt e malX) =
Ox;0x; M T ok ok,
. n 1
v = lm,| — - - .
=2 m 2 . exp [20x; — my2’ 2 NAX&. —m;2 vnu_
(= m2) — (x; - §~..N<v~. .
) N - , | . A.x_. _ §.N<vn + On. — E.NJN

(x; — m2") (x; — m2")

2 +
A1 —4(x; — m2")2][1 — 4(x; — m2*)*] + 16 T ——y
e (= m2" % (x; - m 2"y i an
[(x;: - m2")? + (x; — m;2")*]
a v bod¢ a: : ) |
P w “, @) = ;% : N-_s._ i< (12
X; 0x; oy . |
e @ = 42 T2, i< a3
X; 0%; . =
Tim je v&ta dok4zana:
Véta 2. Pro vSechna x plati: .
TR )] £ 27 [T 270 (14)
v allr-L 0
=2 (@S5 2727 k=1,2,..,n; (15)
‘ myi‘* My, ouy n H"M
mm b S. m(X)]£19.2 E N-_s._ k15 kl=1,2,..,n(16)
Q.Kw X1 1o ceer Min o =1 ;

Diikaz. Zonoﬁ_omﬁ Qb, Ewﬁo z(Da @. Huno x # aje:

n = — ! v —_ S.Nc
—..m.\é AXV_"qul_E-_. _xm §.N _<N . _un.w g Men .
s s=1 exp[2(x; — m2")*]  exp[2(x; — m;2")*]
(6 — m2)" — (x; — m2’)* < Nq_...H plmel
- §N<~+O: m;2") =1

V bodé a plati (2).



Nerovnost (15) je spravna pro k + i, j. Polo¥me nyni k = /. Je-li x #* a, pak

podle (6) je
% iJ n v
0x; L.\..:. !:Oﬂv = N—.:Ml_ Bl _.«u. —m2|
= exp [20x — m2") + 2(x; — m 272
.,M_ L - d(x, — | o= m2) = (e = m2? |
(i — E..NJN =4 A.xs. - E.ENJN
42 2= m2Y (- m2Y ) _
[Gei = m2) + (x; — mp2") T2
MNJ...— 27tmel __ 1% —mp2Y| 1 ‘
= . Py
s=1 exp _”NA.Ku. - S.MN_.VNQ exp _”NOS _ smwcvnu _”H + A,OS :ﬁN—.v + N“_ =
< NcMm_”_..Nl_in_A”w 1 . Nﬁuﬁ — E.N—. 2 n
- 5= v +2 £ < v ~lm|
' 1 €Xp HNA.Xn. — EmN VNu ‘ONHV —”Nﬁxn - :.:No.VN”_ M = 5.2 umw .

To viak platii pro x = a, vzhledem k (8). Pro k = jje diikaz obdobny podle (7) a (9).

Nerovnost (16). Z (10) plyne jeji spravnost pro k + i,jnebo I % i,j. Je-li k = §

nebo j a ~l nebo j, k + 1, Jje pro x + a podle (11):
& "
s Fom®)| = 2 [Tt ;
R s=1 exp [2(x; — m2")? + 2Ax; - m2]°

(S mZY oy = m2Y ) "2
(i — m2")* + (c;—mp2n)? | Wi = m2P 101 - Ax; —m2) | +
2|x = m2"[. |x; — m,;2"
AR—. - :.:NJN -+ A.X.w m NeVN
+4 N?.l:._.weu@gliwfn =
. G — m2%)* + (x;—m NJNH_

X — m2"|. _.X.‘ - 5~.N<_ +

<2 : 2~ lmg 1
| s=t o exp2(x — m2) + 2x; — m NJNH
A1+ 4(x, — EJ [1+ Ax - m2")’] + 23 m2'[.|x; — m2'| + 4} =
=2 : NI—Su_ . 1
s=1 exp[2(x; — m Q.v“ + w? = m2")?]

A5+ (40~ m2Y2 + 4(x; — m 1202 + 16(x, — m2")(x; —mp2") &
+ 8 _.xnml m2'} .| x; — m;2'(} =

=2 m Nl_a,.L ,ﬁm MAX_. — m2’ L NAR\. 1.5.\&&“ "

exp [2(x; ~ m2%)? + 2(x; — m2")4.

s=1

1

exp [20x; — m2") + 2(x; — m;2")*]

L 2(x; — m2')? 2(x; — m2")?
exp [20x; — m, 2] exp[2(x; — m2')’]
o lxi—m2| |x; — m2| w

+8
exp [2(x; — m NJN”_ QG [2(x; — m2")*]
£19.2 S gl

s=1

+35

-+

+4-

IIA

To plati podle (12) a (13) i pro x = a. Tim je véta dokézéna.
Pozndmka 1. Rada
0 © o © n
Yy X Y .o Y K227,
V= —0 m§=-—00 my=—0wn m, =~ s=1
kde K je konstanta, konverguje absolutng a jeji soudet je mensi ne¥ K2"*1,
Dale nechf &isla my, m,, ..., m, jsou libovolna cela a v libovolné celé nekladné
¢islo. MnoZinu bodd o = (m,2%; m,2", ..., m,2") jsmé oznalili A. Definujme funkei
F(x) n proménnych rovnici:

A=Y 5 % .

VE - mp=—0 m=—o my

o}

i
]

n j-1 x,
3T @D

Véta 3. 1. Funkce F(x) je spojitd.
2. Vsude existujf parcidini derivace 0F(x){ox,; k = 1,2, ..., n.

3. Ve vsech g&mw& existuji EE,EEE derivace 0*F(x)|0x,0x; k + I; k, I =
b

4. Plaii:
& é*
FI%S F(x) = mB 2 m.O& x¢Ad;, k=l (18)
QN i mn
" 0x, 0%, Fly 0x; dx, Rl ke, a9

pro kaZdy bod « mnoZiny A.
Poznamka 2. Radou viude rozumim ,,zobecnénou fadu*; viz [1], str. 93.

Poznamka 3. Bud.# spofetnid mnoZina. Rada ¥, , f,.(x) bud absolutné a stejno-
mérné konvergetni fada funkci # proménnych definovanych v oboru ‘M a soudet
fady oznadme f(x). Nechf pro viechna me.# existuji v M derivace Bf u(2)/0x,,
i=1,2,...,n anecht fada Ms s Ofu(X)[8x; konverguje v- M absolutné a mﬁezoBoBm.
woﬁoa existuje 1 9f(x)/dx;, i = 1,2, ..., n, a plati

Y ®

me.dl




Omwmwmew_ mn ._:omn ?:won E«V._nNEEm protoZe rada (17) konverguje
absolutng a stéjnomérng, :

2. Rada (17) a mmam

3z

=-00 m

"MB

s M M = s om)

il M.a

konverguji absolutng a m»&uo.amamv tedy plati:

0 n o j-1
5o F() = :Ms Zo3 DI )
Obdobné plati:
5 LA L N
S P = M z -l LR T S ). QD)
Ze vztahu ANS a @ E§n rovnost
- 2 ) 2 z
mxwmu: F(x) ,,H mk.mmx» Fx)

Eokmkmw*hwkur.na,...;:. .
" Ze vztahii (20), (12)a .qu plyne proce 4 a k + /

d* ?
0x,, 0x, Flo) +

Bod « je libovolny bod mnoZihy A.
N<o_3a libovolng& n celych &isel m,, My, ..., m, a celé nekladné & &o v. PoloZme
=m2, m2,....m N..v Definujme funkci » proménnych rovnicem .

. W (x; — m2%y?
Bmi,.omo(X) = 2V [T 27tmel i< sin @1)
= ..m exp [2(x; — m;2")?] _ M (% — m2"y?
Pro x #+a a ) )
i i om(@) = ww Brisoom(%) = 0. 22)

,<on~ a 1. Funkce m..:.. “s..@v Je spojitd,

) 2. S,:&m mxa:% :v¥echny parcidini derivace ~ Fddu.

3. Viechny parcidlni derivace ~ fddu jsou nespojité v bodé a.
4. Funkce g;,, ma(X) md totdini di \«R:«.SN

Dikaz. 1. Spojitost funkce &my, ..maX) je zfejmi z definice funkce rovnicemi
(21) a (22). ‘

8

2. Existence parcidlnich derivaci 1. tAdu. Pro x # 4 je:

. _ ) v Hr
F . = N<Z 27Imd | ,Nﬁxg. m2’) . sin = = 7
mk.‘ My, .oy MR S : exp —”NCP. _ 5..N¢VNH_ M Akm — §NN<VN
mﬂn.. . ‘ i=1
Y = m2y ) 1 _
40y m) 2 T
IT exp [2(x; — m2")*] 2, (xi = m2)
i i=1 .
B x; —m;2" 1 -—— . co8 (23)-
; — m2%)? : €xp _”NOS m2')’]
V bodé a plati ,
0 g (a) =0. ey
m.x.w. cvey Mg
3. Potitejme limitu dgy,,, ., m(x)/0x; pro
AMQ:N... ~=~N<, ceey Mo pNeu X 5...+ uNeu e mg Saqu —*a, &. limitu <%HNN=
n _ NAX& — §.~.N<v r 1 —
v 2 Imy] v sin v
2 G_ exp [2(x; — m;2")"] |x; —m2"|
AN&. -_— E\NJN e . H —_
— 4(x; — m;2" nzp S Y
4%y —my2) exp{2(x; — mp2 VNH_ co Xy - m2Y
o x—m2 | 1 5+ €08 ~ - v (? @5y
= m2 oo —maY] T mal)

.US x; = m;2". Sestrojme posloupnost {'x /}i%4 vybranou z hodnot x; tak, Ze

0 1 =1
008 —————— =1,
_n.Xu..I.ns.Q.Nﬁ

i=12,...,alim‘; = m;2". Potom existuji nasledujici limity:

i+ w .
. : . — ma _
W : “lim 2T o5 = +1,
u i Al _~.X.. ~m Nc_ ;
txompzvd X — mp2° | 4 S
: v 1
:—m;2 =
lim X Z % cos = -1

i v
x;—m;2v— _..XH. - Sg.Na._ o Xy = 5&& _

Tedy neexistuje limita vyrazu (25) pro x 5 > m2%.




4. Existence totdlntho diferencidlu funkce g), . ..(x) je zfejmd v bodech
X % a ze spojitosti parcidlnich derivaci 1. fadu. Tedy existuje funkce ny, . ..(h)
dana rovnici: '

mu__..... m% + B) = gy %) =

B M, malDs
i=1

M § B e @ iy +

‘pro kterou plati
limn,,,, ., m(h) = 0.

h—-0
V bodé€ a je
WM.......E:AQ + &v - Wua—.....:.:ﬁnv = Ww.:. . E:An + \av =
= .M_ b Mo moB)s
kde
- /\ L 1
Mooy =22 [ 270l =L 1
s=1 n
exp 2h? 2
o IEC N
a tedy je . .

lim np,,, .., m(h) = 0.
k0

Véta 5, Pro vSechna x platf nerovnosti:

| g, ... m(X) | S N,EN Jeal, - (29
d
B, B (%) Ma.wﬁw-_s_. j=1,2,..,m X))
s=1
/\ Y ki, . .,,Em < 2(1 + 3n) 227 (28)
) B s=1

pro _\:_ = Hu i= ﬂu Nu veey N
Viz poznimku 1.
Dikaz. Nerovnost ﬁ@ Pro x + So z ANG

™M=

(x; — m2")? ,
-. | sin ———— | <

[ &, = a:M-_s_ _ i
exp| M 2(x; ~ 5..N<VNH_ . W (x; — -ENJN

=1

|I
:a—

< N<Hﬂh Ml_i.-_,.
s=1

'V bodé a plati (22).
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Nerovnost (27). Pro x #+ a plyne ze vztahu (23):

@@R ....E.hxv M N<: N|_§L - 2 _ unu..ln 5...& _ . w~= y\|\H|||l‘l||l|.|' +
s=1 v n
! mmeﬁ [2(x; — m2")*] -Mpﬁxm — m2)?
= w2 .
+4 |x; —m;2"| M = ) ﬂ sin ! +
[Texp[(xi—m2)"] exp[ ¥ (xi— m2')’] Y. (x, — m2')?
i=1 =1 =1
[Texp[2(x; - ::w,.vnu
i=1

<6.2° ]2
s=1

Tento vztah plati vzhledem k (24) i v bod€ a.
Nerovnost (28).

,\ Y. B i, ., .,,3— =] mr. = m + W)+ | 8o,y ma(X) | +

4 m::.. ...:AXV .._ }s._ N—.:NI_E-_.TNq:N _su_+m=N<:N|_.=-_|‘
mxa . = s=1

+ 3
j=1

~c+u=v~ﬁ~ Imd, Ry < j=12,..,n

s=1
Tim je véta 5 dokazana.
Dale _2&_8 gisla m,, my, ..., m, libovolna cela a &islo v libovolné celé nekladné.
ZuoNEc bodd o = (m;2", my2’, ..., m .2") jsme oznaili A.
U&:EBo funkci # proménnych QO& rovnici _

G(x) = M M M M sy s moX)- (29)

y=—mi=—®0m=—w©  mp=-o
Véta 6. 1. Funkce G(x) je spojitd.
2. Ve viech bodech existuji parcidini derivace 0G(x)[0x;,j = 1,2, ..., n.
3. VSechny parcidini derivace 9G(x)[0x;,j = 1,2, ..., n, jsou nespojité v libovolném
bodé o€ A. . : . P
4.. Funkce G(x) md viude totdini diferencidl.

Dikaz. 1. Funkce g, .. m (%) u.mo: spojité, Tada Qov konverguje absolutné
a stejnom&rné a tedy je funkce G(x) spojita.

11




2. Rada (29) i fada

0 «© ©
g v -
M M M IM Wi_f...i._ﬁkvq ,\ = uu N. ...uzu

<"|8~:~"‘8§N"|8 mp=—oco0 QX&
konverguji absolutns a stejnomérné. Tedy plati

0 o ® © @
o =Y ¥ Y ¥ g 0 i=12..n G0)

VE—@Om=~w0m=—o m=-—wo me.

Viz poznidmku 3.

3. Bud « libovolny bod mnoZiny A. To znammena, ¥e existuji celd &isla m,, m,,
..., m, a celé nekladné &slo v tak, Ze @ = (m,2%, m,2", .. -,m,2"). Bod « je charakte-
rizovin n + 1 &isly m,, m,, -ea My 2 v. Lze jej uréit té% &isly u,, p,, w5 55 Wi @ A,
pro kter4 plati o :

w2t = m2, i=12..,n @31
Z toho pro &isla MysMys ooy @ Uy, By, ..., 1, plyne:

Bl ieipy=miimy:..im,, . (32
Sgn py =sgnm;, i=1,2, ..., n
Necht &islo 2 neni spoletnym délitelem &sel His M35 ..., p1,. Potom uréeni bodu
a = (u,2% p,2%, ..., 2% Esly Bis By, -ies ity A A nazveme nejjednodusdim vyjadtenim
bodu «. Viechna ostatni vyjadeni Jsou déna &isly m,, m,, ..., m, a v, kterd spliuji
rovnice (31) a (32). Ka¥dy bod ma pravé jedno nejjednodussi vyjadfeni, které urduje
funkci g2 (x) s témito vlastnostmi: . I
(A) Funkee mu:.....s.@v méi viude viechny parcidlni derivace 1. Fadu,
(B) VSechny parcialni derivace 1. fidu jsou nespojité v bodé

. L e= 2k 2t L 2,

TytéZ vlastnosti (A) a (B) maji v bodg& « pravé ty funkce 8ms, ..., m (%), jejichZ indexy
spliiuji vztahy (31) a (32). Tim se mnoZina viech funkeigy, .. (x) vzhledem k bodu «
rozdgli na dv& mnoZiny tak, e do prvé — M, — budou patfit pravé ty funkce, které
v bodé€ « spliiuji podminky (A) a (B); do druhé — N, — ty, které zbyvaji. Ze vztahi
(21) a (22) a z véty 4 plyne

sengu, .. () =sgng, . (x); (33)

Bty @) = Gy () = 0
a dale ze vztahi (23) a 24) : :

o L, L
sgn o i, (%) = sgn 5x; A £ 5 (34)
@ i 0 v 3 ) . o .
mks. WE....‘ t:AQv - mk.\ %::...: S:AQVI O..

Jj=L4L2..,n,

12

Jedi o = (2% 2% ..., 2% = (my2', my2°. ..., m,2%). Vzhledem k (33) a (34) je ,

“soudet funkci z mnoZiny M, opét funkce z této mnoZiny a stejné tak pro funkce ,

z N,. Radu (30), ktera konverguje absolutné a stejnomérng, maZeme vmon.oﬁ_mﬁ tak,

Ze nejprve seCteme funkce z mnoZiny M,, coZ bude funkee s vlastnostmi (A) a Qw,v

v.bodg «, a potom sefteme zbyvajici funkce z mnoZiny N,. To bude funkee, kterd “

v bod€ o podminky (A) a (B) nesplituje. Parcialni derivace 0G(x)/dx Hni=12,., ....zu

Je vyjadfena jako soufet dvou funkei, z nich¥ jedna je spojitd a druh4 nespojita

v bodg€ a. M”
Spojitost funkce (30) pro x ¢ 4 je zfejma.

4. Totalni &.w@nnuomw_. ,

0 ®© ®©

Gr4+H=GE=3 3 ¥ o Y ghomx b —

mp=—cw

By, s molX) = j

Y &+ 1) = gl ()] =

V=—00 mi=—00 My=—00 mu= —o0

YY)+ | SR A=
= mﬂ_..

j=1 0X;

n 0 @ © 0 ) m .
=X % % uM,. uMls 0x; By ml(¥) Py + -

M @—N :w.:—. seey E:Awﬂv = ,
i=1

M_Fwis.
je-li
n(h) uﬁws .,__M.s énm.s...,=,nMs.ss<=_. e miP)
alllsl,i=12..,n
Jest& dokazeme, Je hmw n(k) = 0.
lim n(h) = lim W W m WU Hongs .., mild1) =
h—0 20 v=-com=—ocm=—0 #mu=-—own
u,.uwls Mg sNMs...s;Ma lim s, () = 0.
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HEKOTOPLIE THUIIbI HENIPEPBIBHEIX OPYHKLOUM MHOIUX HEPEMEHHEIX
Kapen Tyxauex
Pesrome

Myers 4 muox < a = ¥ g Y ;
y ©CTBO TOYCK a = (1,2 o 132% o, m,2Y), roe my,my, ..., m, — uensle IuCHa
M ¥ — LeNoe oTpuuaTensroe oo wm 0, Vmeer mecto

Teopema A. Cymectpyer HenpepsBHas QyHkuus F(x) n :ovoZomme Takas, 4y1o

é* 5
= F
0%, 0x; (@) + 0x, 0x, F()
k£ Lk =12, +-+ 1t M BCAKOH TOYKA o € 4, 1, nanee,
o2 82
= F(x) = . . _
o, 0%, () 5%, 0 Fx);  k+l;  kl=1,2,..n

Ans x ¢ A,

Teopema B. Cymecrayer HenpepruBHAA ()
YHKOUA G(x) n HEPEMEHHBIX, KOTOpas oblanaer cre-

AYIOILMMY CBOWCTBaAMMU: : " .

1. Cymectpyer mommoit aunddepenuman G(x) B Kaxmo# Ttouxke,

2. Yactapre TIPOU3BOIBHLIE ITEPBOTO NMOPSAKA Pa3PLIBHEL B NIPOM3BONMBHOM TOYKe @ € A.

Hoxasatenserso stux TEOPeM 3aKNIOYACTCR B KOMCTPYKITUMM dysxmit ¢ TpeGyemuivu CBOil-
CTBaMH.

i, v .

evix:w: R A ma(X) oIpenénennsIe OTHOWEHHsiMH (1) u (2) BbmONHMIOT YCHOBHS TEOpeMBI A
Wit k=i l=jB rouwe q = (my2%, m,2, ..., m,2"%). Oynguus F(x) onpenenenmas pasencraom
(17) o6nanaer CBONCTBAMHA TpeGyeMEIME Teopemoit A B kaxqol Touke MHOXECTBa A,

, :
Dynrumu g}, o m,(X) openencHune OTHOmEHIAMY (22), (23) 06NnamatoT CBOICTBaMK Teopemer B
— v

B TOUKE @ = (m2", my2%, ..., m,2") u Gyskums G(x) B paeercTse (29) obnanaer Beemu TpebyeMuIvm
CBOMHCTBAMU BO BCEX TOYKAX MHOXECTBa A.
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SUR LES TYPES SPECIALS DES FONCTIONS CONTINUES DE PLUSIEURS.
VARIABLES

Karel Tuh4cek
Résumé
Désignons par A I'ensemble des points a = (2%, my2°,..., m,2%), ot my, my, ..., m, sont des

nombres entiers et v est un nombre entier négatif ou nul. Puis on a le

Théoréme A. II existe une fonction F(x) de # variables pour laquelle on a

QN . QN
0%, F(a) + T, o F(a) pour k + 1
et pour tous les points a € 4 et
7 FO) = =% Ry, kel
0x; 0x; 0x, 0x; ’

partout ailleurs.

Théoréme B. Il existe une fonction continue G(x) de » variables jouissante les propriétés suivantes:
La fonction G(x) a partout Ie différentiel total. Les dérivées partielles du premier ordre sont discon-
tinues dans chaque point a e A, -

La démonstration de tous les deux .théordmes est effectuée par la construction des fonctions en
question. .

La fonction f.\.u: <o mp(X) bien définie par les expressions (1) et (2) remplit les conditions du
théoréme A pour k =i, I = J dans le point a = (m;2", ..., m,2%). La fonction F(x) donnée par
P’équation (17) a alors les propriétés demandées par le théoréme A dans tous les points de I'ensemble 4.

La fonction gy,,, ..y ma(¥) donnée par les expressions (22) et (23) a les propriétés du théoréme B
dans le point a = (my2°, ..., m,2%) et la fonction G(x) de I’équation (29) a déja toutes les propriétés
demandées dans tous les points de I'ensemble A.
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