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O UPLNE MAXIMALNYCH WWAJWOOE.
V POLOGRUPACH

IMRICH m>mEQ., Bratislava

V préci
voﬂommmw% WHWMM. M. Mmaomﬁr. W“ J. Koch a K. Numakura $tudovali Struktiru
poloe @o_.MB @Mﬁz pojmu nwmx\“Bm_nmro prvku pologrupy. V tejto poznamke zave-
. e maximdineho proku pologrupy, a ukaZeme
. o ; 4 , v akom vzfahu j
k WMB: Ewﬁam_ﬂorw E..&E a ako savisi so Struktirou pologrupy. o
: %ﬂﬁwwﬁwobm_mwow niektoré pojmy a znadme tvrdenia, ktoré pouZijeme
grupy S sa nazyva maximé i ae
it A YV imalnym, ak a € SaS' a ak plati: a e SbS =
mmowﬁ_ﬂ aje Hﬂéow pologrupy S, mnoZinu I, = au Sav aS v Sas nazyvame hlavnym
om y
oo Mm ommcﬂw ”w.v vytvorenym prvkom a. MnoZinu vietkych prvkov <ﬁ<w§._.sw\o=
N NSM ideal ako prvok a oznatujeme F, a nazyvame F-trieda .
B — — . - ‘- :
Abore Nuwws . M T ~W . M.. s wn. je .5=0N5m prvkov z I, ktoré nevytvaraju ideal I,.
- 1, LJe m@.om_ v SivI,. Podielové pologrupa I,/K, je bud .ﬂnawomcorw
P < grupa s b.Eo‘F Ktora sa rovna svojmu §tvorcu, alebo (L/K,)* =
I AM_MMW de_EBmF.Qg, ﬁmﬁ:m‘ro. idealu pouZivame v tom istom zmysle ako v [2]
4< . m%w M astny aww_,u. Eo.Q nie je obsiahnuty v Ziadnom inom viastnom Enwr..
pade, Ze v pologrupe .nﬁm:ca jediny maximalny vlastny ideal, oznatime ho M ..
Definicia 1. Nech S j v . ,
. Jje pologrupa, : it, £ je u
sy i grupa, a€ S ‘wa&mim hovorit, Ze prook a je tplne maxi-

Lema 1, Kady iplne maximdl :
grupy S. ny prook pologrupy S je maximdinym prokom polo-

Db ., -
dkaz. Nech a je tiplne maximélny prvok pologrupy S. Potom plati Sas = §

.HGQN. ae MQM- >Hﬂ ae _M‘@rw mHO no_mwﬂﬂ @ € »w mvc,nc ;w = -w > ﬂm.—ﬁ a _0 maxi-
et 2 > j
. m € pM‘ Q.w‘. 1

WMMWMW HMmNMu\ Emwcnm&d% prvok pologrupy S je uplne maximalny.
: ad: ecC : S je ﬁ.o_omncwm pozostivajuca z troch prvkov, a to {a, b
Niasobenie je dané nasledujicou tabulkou: u @0
_ abc
alaaa
blaba
claac
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Lahko sa zisti, Ze prvky b, cstt maximalne, ale ShS = {a, b} * S, ScS = {a, c} * S,
teda nie st upine maximaine. .

Ukazeme, aka je wchﬁnm mno¥iny vietkych uplne maximalnych prvkov polo-
grupy S

Veta 1. Nech S je pologrupa, ktord nie je jednoduchd. Nech S obsahuje asport Jjeden
tipine maximdlny prook. Potom existuje jediny maximdiny vlastny idedl v S.a mnoZina
tiplne maximdlnych prokov je komplementom tohto idedlu.’

Do6kaz. Nech P je mno¥ina vietkych uplne maximalnych prvkov pologrupy S.
Nech a je TubovolIny prvok z P, t. j. SaS = S. QOdtial vyplyva, Ze vietky upine maxi-
malne prvky patria do tej istej F-triedy F,,t.j. P < Fa. Aby sme dokazali, Ze P = F,,
stadi dokazaf, Ze F, © P. Pripustme, Ze to nie je pravda. Existuje teda prvok b,
pre ktory beF,ab¢P. Ked¥e b e F,, musi byt I, = I Ale to znamena, Ze bV
U Shu bS U ShS = Sas = §. Kedze viak b¢ P, SBS + S. Z rovnosti b v Sbv
U bS U SbS = Svyplyva, jeachu ShubSUV ShS. Z toho odvodime Spox- PretoZe
nemdZe byt a = b, musi byt a € Sh, alebo a € bS, alebo a€ SbS.

Akbyboloae Sh, dostali by sme vzfah,aS < ShSateda SaS < 52bS < ShS # S,
%o viak nemdZe byt, lebo SaS = S. Podobne uké¥eme, 7e nemdZe byt aebS. Zostava
moznost, 7¢ a€ SbS. Odtial viak vyplyva, y¢ Sa < S*bS = ShS a teda SaS <
'« ShS?  SbS # S, ¢o je zasa spor. Tym sme dostali, 7¢ P = F,.

Pologrupu S mbreme pisat v tvare §=FuKk,=Pu M*, kde M* = K, je
maximélny viastay ideal v S. Treba eSte dokazaf, Ze iny maximélny vlastny ideal
neexistuje.

Keby existoval edte nejaky iny maximalny vlastny ideal M, M &= M*, muselo by
byt M P * 0. Ale v tom pripade by bolo SMS = S (lebo v M existuje aspoil
jeden tplne maximalay prvok), ¢o by bol spor s tym, Ze M je maximélny vlastny
ideal. v

Z uvedenej vety bezprostredne vyplyva

Veta 2. Ak pologrupa S md viac ako jeden maximdiny vlastny idedl, nemdze mat
Fiadny tplne maximdlny prook.

V pripade, Ze pologrupa S mé4 maximalny viastny ideal M*, vo vieobecnosti eSte
komplement nemusi obsahovat dpine maximalne prvky.

* Priklad. Nech § = {4, b}. Nasobenie je dané tabufkou:
| ab

—

albb
bbb

Je zrejmé, Ze jedinym maximalnym vlastnym idealom pologrupy Sije M* = {b}.
Ale SaS = {b} ¥ S
Ale plati nasledujica
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Veta 3. Nech S je pologrupa. Nech S obsahuje jediny maximdlny idedl M*. Ak
S — M* obsahuje viac ako jeden prvok, potom S — M * je mnoZinou vietkych uplne
maximdlnych prokov.

Dbkaz. Pretofe M* je maximalny vlastny ideal, podla [1} je S/M* jednoducha
pologrupa s nulou. Ale podia [3] (lema’ 2.11) T je jednoduchd pologrupa vtedy
a len vtedy, ak pre kaZdé nenulové ¢ plati: TtT = T. Tym je dokaz urobeny.
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O BINOJHE MAKCHUMAJBHBIX 2JIEMEHTAX B NONVIPVIIIIAX
Mmpux. ®abpunu

Pesrome

Tycts S monyrpymna, u a € S, ByyieM rOBOPHTE, YTO 3NEMCHT q € S BOosHE MAKCHMATBHELH,

ecnu SasS = S. JBycropoHHMil MAcCAT MBI HA30BEM MAKCHMANBHEIM COOCTBEHHBIM HACAIOM,
€CITH OH HE COTEPKUTCS B HUKAKOM JAPYroM COGCTBEHHOM HAcale.

JIOKA3RIBAIOTCS CIEAYIOMHE TEOPEeMBL:

1. Mycrs S noayrpynna, KOTopas He SBIACTCA npoctoil. IlycTe S CONEPXMT XOTH Obl OnuE
BIOJIHE MakKCMManbHEIM 3nemeHT. Toraa CymeCTBYCT ONMH MaKCUMaNbHBI COOCTBEHHBIA Hiean
M* B SasS— M* SBISETICA MHOXKECTBOM BCEX BIOJIHE MAKCHMANBHBIX 3NMCMCHTOB u3 S.

2. Hao6opot: Ecnu S conepXuT TOJBKO OIHH MaKCHMAIbHEI cOBCTBeHHBIH wiean M*u S—M*
copepxut Gonee OAHOTO IEMEHTa, TO S M* SBIsETCA MHOXECTBOM BCEX BIIOJHE MaKCHMABHBIX
3AEMEHTOB U3 S. -

3. Ecim nonyrpynna S cofepiuT Gosiee OAHOTO MaKCUMANILHOTO COOCTBEHHOrO HAeana, TO OHA
HE MMeeT HMKAKOTO BIOJHE MaKCUMAJIBHOIO JIEMEHTA,
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ON TOTALLY MAXIMAL ELEMENTS IN SEMIGROUPS
Imrich Fabrici
Summary

Let S be a semigroup, a € 8. We say that « is totally maximal, if SaS = S. A two-sided m.anw_ .mm,
said to be maximal, if it is not equal to the whole semigroup S and it is not properly contained in
any other two-sided ideal of S.

The following theorems are proved: .
1. Let S be a semigroup, which is not a simple semigroup. Suppose that S contains at least one

totally maximal element. Then there exists a unique maximal proper ideal M* of S and § — M*

is the set of all totally maximal elements of S. .
2. Conversely: If S contains a unique maximal proper ideal M* and S — M* contains more Smﬁ

one element, then §— M* is a set of all totally maximal elements of S. . )
* 3. If S contains more than one maximal proper ideal, then there does not exist a totally maximal

element in S.
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