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TENZOROVA INTERPRETACIA
WICKOVHO PRAVIDLA

MILAN PETRAS, Bratislava

Zakladnou ulohou kvantovej teéric pola je rozvinutie matice S do radu podla
normalnych siginov operatorov pola [1]. Pri rieSeni tejto ulohy sa matica S najprv
rozvinie do radu podfa mocnin vdzbového parametra a potom sa jednotlivé Cleny
radu upravuji pomocou Wickovho pravidla [2], ktoré udava vzfah medzi chrono-
logickymi a normélnymi si¢inmi operatorov pola.

V tejto praci chceme upozornif na analégiu medzi Wickovym pravidlom pre Boseho -

pole a pravidlom o rozklade symetrickych tenzorov na ireducibilné &asti. V medznom
pripade, ked pocet zloZiek uvaZovanych tenzorov je nekoneéne velky, obidve pra-
vidl4 su totoZné. To nim dovoluje interpretovat Wickovo pravidlo ako vetu o roz-

klade symetrickych tenzorov na ireducibilné Casti v istom nekoneéne rozmernom.

metrickom priestore. Zakladnu alohu kvantovej teérie pola moZno potom formu-
lovat ako rozklad istej funkcie vektorového argumentu na ireducibilné tenzory.
To vedie na nové zdévodnenie metody funkciondlnej integricie v kvantovej teorii
pofla [3]. Na ilustriciu odvodenych vysledkov sa uvadza ,,tenzorovy model“ kvantovej
te6rie skalarneho Boseho pola so samointerakciou [4].

Rozklad symetrickych tenzorov na ireducibilné éasti

UvaZujme n-rozmerny vektorovy metricky priestor P s metrickym tenzorom
Zi = 8- Nech ¥ st kontravariantné zloZky vektora v P, splitujuce podmienku

gy = n. )

Stginy typu: Yy, . tvoria symetrické kontravariantné tenzory roznych raddov v P.
Nagou prvou tlohou bude néjdenie rozkladu kaZdeho takého tenzora na ireducibilné
&asti, t. j. na také symetrické tenzory niZ¥ich radov, ktoré sa pri rotaciach v P trans-
formuji pomocou ireducibilnych maticovych reprezenticii grupy rotacii. Ako je
zname, tieto ireducibilné tenzory sa vyznaluju tym, Ze zliZenie vykonané na ich
Tubovolnej dvojici indexov dava nulu. Vychadzajuc zo symetrie podfa vietkych
indexov a z kovariantnosti vo&i rotaciam prideme k zaveru, Ze hfadany rozklad musi
mat tvar
%m_.\vmn...ﬁmn = {\SE.....: + mm. M_HW__\\a.!Num:.N.:_... f
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Pritom /!> st ireducibilné tenzory, symetrické vo vietkych indexoch a spliiujuce:

rovnicu
g = 0. @3y

Symbolickd mocnina v u g” udiva poet faktorov g*v w:w_cmn.oa Slene, Y, 2, J€
ireducibilny tenzor radu a — 2v a sumovat treba tak, aby sa ako En.woxw u mmw.83< M
vystriedali vietky mo?né kombindcie indexov iy, - i (pozri dalej). HA.OanouQ me\
v (2) st isté konstanty, ktoré treba urdit. Urdime ich z toho, Ze ak 8<Eo~w @ <v5m..
sobime tenzorom g;,;,, sumujeme podlai;aia predelime Cislom #, musime dostat
opit rovnicu (2) aviak pre a > a — 2. :

Prv ako prikrogime k viastnému vypottu koeficientov ¢, uréime pocet Clenov
v jednotlivych sumach rovnice (2). UvaZujme sumu

Mm = M.\ _HWJ\\R.!N_M_:F:.F.

Poget dlenov v tejto sume uréime takto: 7. indexov iy, iz, -« ig <<G.ma$=o <w2w.< ch.sm.
‘skupiny po 2v indexoch, ktoré vystupuju vo faktore g Hor m.uomnﬁ je AN.S. .Um.sm._ .&E?:@
viak odpoveda nickolko Elenov v sume S¢ (napr. 3tvorici indexov iy iy, i3, i 0dpoO--
vedaju Eleny g"2g"", giisgizia gitisgiai) Tch poget je zrejme rovny

w/) v 2v T 2%!Y(a — 2v)!

. s . a I ,
Teraz prikrotime k vlastnému vypoctu koeficientov ¢2. Ak nasobime rovnicu 2)
. - . »~ LAY a i b
tenzorom g;,;, & sumujeme podla iy a i, kazdy ¢len S? prejde na &len

ST =1 mwelM.FITNQJLS:..._J

t,j. na v — 1-td sumu Vv rozklade tenzora o dva rady niz§ieho, swmocnb.ﬁ mma\:.ﬁ fak-
torom K, ktory urdime z nasledujuicej tvahy. Pri uvedenom nsobeni rovnice )
tenzorom g;,;,, MOZu nastaf $tyri pripady:

1. obidva indexy i; a i, patria tomu istému g;

2. patria réznym g; ‘

3. jeden patri g, druhy ¥;

4. obidva patria . . \
v E@m&o 4 prislugné &leny vymiznd v do6sledku platnosti rovnice (3). V pripade 1.
dostaneme sumu .m.“nw, nasobent faktorom n, kedZe

iyiz
g2i,i,8 =N
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ZmﬁoWo=< pripadoch 2 a 3 dostaneme sumu 52”2, nasobenu faktorom, ktory je

rovny po&tu pripadov 2 a 3, predelenému poctom &enov v sume S°Z%. Tento faktor
dostaneme takto: Poet pripadov 1 je
(a —2)! B
27" Y(p — 1)!(a — 0)! .

Analogicky, potet pripadov 4 je
(@a=2)!

S

2°¥(a — 20 — 2)!

Teda potet pripadov 2.a 3. je
al (a — 2)!

2°v¥a — 20)! T 277y — 1)!(a — 20)! T 2%\ a — 20 — 2)!
(@a—2a—v l.,\C\.

= 273 — 1)l (a — 20)!

(a —2)!

—_— =

i e X ¥ -2
Hiladany faktor ur&ime predelenim tohto Ysla poctom Clenov v sume SoC1

(a —2)!

N

2 o - 1)i(a—2)!
Vysledok sa rovna 2(a@ — v — 1). Faktor K je teda dany rovnicou
K=n+22a—v—1.
Teraz uZ okamZite mdZeme udat systém rovnic pre koeficienty ¢,
Kc® = ncs_1. @)
Tento systém rovnic je potrebné doplnit este vedTajSou podmienkou .
& =1 )]
Riegenie rekurentného systému (4) s vedlaj$ou podmienkou (5) znie

R [n +2a =220 + DI o o
© [n+2a-2vt D!

Na ilustraciu odvodenej .on.EE uvedieme niekolko najjednoduchsich rozkladov
-\\:\\w" -N\-wl_l meu
n ik 1 s is 1 k ks, i
+ + .
=+<~Aw_\\ gyt + g
.ﬁ\mﬁ\r&\n_\\_ = .N\mru_ + - H_n: % AW?%& + Wmu.\\_a + Wa_\\uw + qu_N\: + WE-\\W + Nn—.\\zv +

.\\m_\\w—\\m - ﬁ\tﬁ +

=n

ik st is ki il _sk
+ +g28)
" D) (g*g" + g°¢" + 8"¢")

+

R S

1 i T

e e o e

-

i
i

Odvodime vzfahy obratené k vzfahom (2), t. j. najdeme explicitné vyjadrenie
ireducibilnych tenzorov ¥, Opif modZeme vychadzat z tohto obecného vyjadrenia

piriede = gyt gt BYE [yt 2T 4 L BT [T (D)

pritom indexy a — 2v v hranatych zatvorkach u symbolov ¥ udavaji pocet faktorov v
v prislusnom Clene. Koeficienty b; uréime touto tvahou: Ak nisobime rovnicu (7)
tenzorom g;,;, a sumujeme podla i; ai,, dostaneme na Tavej strane s ohfadom na (3)
nulu. Podobne na pravej strane musi vymizntit kazdy Elen daného stupfia v Wi
Uvazujme dva susedné &leny vystupujice v (7)

.

lep =3 _Hmela.\\nlne+n”_:¢..;ﬂ
Hw. =X _”Ne.\\=|neu_:m~...?.

Po vynasobeni rovnice (7) tenzorom g;,;, nastani opit $tyri vySSie uvedené pripady.
Podmienku vymiznutia pravej strany moZeme teraz formulovaf takto: Cleny sumy
T®_,, pochadzajice z pripadov 1.—3. musia sa rusit s &lenmi sumy T, pocha-
dzajtcimi z pripadu 4. To vedie na rekurentnt rovoicu

Bi[n + 2a — v — D] + nbi_y = 0. (8)

Jej rieSenie pri vedlajsej podmienke

b, =1 ©)
ma tvar
,(n+2a—20—-4

by=(-0)"""—G i —an (10

Na ilustraciu uvedieme opéf niekolko najjednoduchsich vyjadreni ireducibilnych
tenzorov Yt

~\\=n s %....\\w _ eru

, {smnu" —\\m.\\»ﬂ\n . 3\“. NAer—\\uuT Wmn_\\an*. W.ﬁ_\\mvu

et = ﬁg-ﬁ%nﬁ _— H. 7 ( w.._éu.\\ + Y+

.. + Wt&sn&\nn.n qu.\\m.\.\_+ Nﬁﬁm_\\u._l Nu:\\m.\\_av +
n® ksl is

- T ?+~X=+¢Qm te

WE 3 W&anv.

Nagou dalfou tdlohou bude najdenie vyjadrenia pre stitin dvoch ireducibilnych

w

tenzorov (v dalfom y-tenzory). Za tym uelom prepifeme formulu (2) na tvar

.\\m_ ﬁmn.\\...p .&\u‘n = .\sr:.&?‘.?:: +
+ &%MHw—_vn;l&:..:?b...? 4.+ nmi_Mﬁme%n:lncu_:...r:.:: F GS
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Nech 71 a Xj,..j, SO dva kovariantné symetrické tenzory, splitujiice podmienky
f1eesde

Wm:nsrmw:.mn = O.
= 0.

12y
mg.iuxs.:.vi.u
Nasobme nimi rovnicu (11) a s&itajme wo&m. vietkych indexov iaj. V dosledku (12)
dostaneme , o
::...?xt...;_E_...r.\\._.i.u = 5_..._.nxg._i.%.\\:..._&_...: +

+ hnn+u M; _HNM.N\Q+EIN|..,_:.:E.~.7:\.§ + ...+ nw+uM; _HN.__\\R..;“lwcu:...mn._._:.u.\ + w.

m:BmmH,,-m symboly na pravej strane tejto rovnice sit S:mmanmm mmmnw&c .nw znak toho,
Fe prislusné sumy neobsahujt leny, v ktorych sa <<mwﬁ&n mm_uo.u unwna mwwﬂo_. '
s obidvoma indexami i alebo j. Prava strana rovnice (13) neobsahuje uz vo <mao_uno”.
nosti vietky sumy, vystupujice pdvodne v rovnici (2), ale kon¢i sumou, pre ktori

a4+ B —lo—Bi

VS T w

2
Teda y-tenzory, vystupujlice v rozvoji (13), su radu
o+ B, a+pf—2..,la—Bl

Keby sme vykonali vydelenie ireducibilnych Sasti podla 5@98< m,m Jj Awowm_,m‘:nnw,
v zatvorke na pravej strane rovnice (13) a uvazili, Ze tato rovnica plati pre ?coﬁwgw
ireducibilné tenzory 7 2 X, dostali by sme vyjadrenie pre sucin a<o.o~.~ :\gc“o .‘
/-tenzorov. Jednako v ddsledku zloZitosti procediry vydelenia mnmacowg._e.ﬁ: ommaw
ziskana formula mé zloZity a neprehladny tvar. Preto nebudeme cwwamwa jej obecny
tvar, ale uspokojime sa len s niekoTkymi jednoduchymi prikladmi.

5 2 ’
ik 1 s iks n is 1k ks iy ik 1.5
_\\én.\:ﬁ+=+wﬁm$+m5 —on s
degst kst M oisgkl iy ksl 4 m_a.\\w +
YT =y +=+>A:\ gt + gy )
F e 4 i i 2 ik sl
n is K, it sky gt 4 gy — g,
+=A=+NVAww+‘mmv =+>Am% g n+2

Vziahy ortogonality pre y-tenzory

Ako vyplyva z vyjadrenia (7), y-tenzory st polynémy v EQ:Q:._%O: ¢, V troj-
rozmernom pripade (n = 3) sa redukuju v podstate na sférické funkcie Yy, WOQQE.S
ako pre sférické funkcie platia i pre y-tenzory isté vzfahy ortogonality, k odvodeniu
ktorych teraz pristupime. : :

Objemovy element priestoru P oznadime ako

dy = dyt dy? .. dy"
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Aby integracia mala kovariantny charakter, je nutné nasobif element dy veli¢inou \/ 2
kde g je determinant, utvoreny z tenzora g, . PretoZe premenné ¢ splitujt podmienku
(1), musime objemovy element dy nasobif tieZ vyrazom )

uﬁw..».\\.ﬁw - :y

v ktorom & je Diracova §-funkcia, ktord nim zaruduje, Ze integracia sa bude robit v P
len po nadploche pripustnych hodndt ¥,
Teraz Tahko dokdZeme rovnicu

Y3 (gt — n) z\m dy =0. (14)

Skutodne, ked¥e tento integril sa nemdZe menit pri rotaciach v P, musi byt rovny
bud nule, alebo nejakému vyrazu utvorenému zo stdinov metrického tenzora g*.
KedZe z tohto tenzora nie je moZné skonstruovaf vyrazy, ktoré by mali charakter

ireducibilnych tenzorov, neprichidza tato druhé moZnost do ivahy a teda rovnica (14)
je dokéazana.

Integrujme teraz rovnicu (13) podfa premennych y! za predpokladu, Ze o + .
Potom v ddsledku (14) integraly na pravej strane rovnice vymizna a teda mame

Wiy.oiakiveip -ﬁﬁr...r.\\b...\.&Awi\\%a — n) z\m dy = 0. (15)

Tato rovnica predstavuje vzfahy ortogonality pre y-tenzory v pripade, Ze o £ f.
Ak v nej ete S-funkciu vyjadrime pomocou integralu

+

d(x) = Wm e ds,

— 0

dostaneme vzfahy ortogonality v tvare
Hiyooiakjseip .‘,-—‘.\\:.:..n_\i._.i.u i@V g dyr = 0. (16)

Nech teraz « = B. Ak opit integrujeme rovnicu (13) podla ¥t a uvaZime, Ze
Smn...mnxb:.u.n M“ —Hmﬂu_::.mi.:.:.\.n = Q_ Sm—...mnxm—.:mnv
ziskame vzfahy ortogonality tvaru

.:. _\\:...r_\\.?..\.n @Em.,xe...t.l._v ds nE\ _
.:. mﬁswséals ds 9\\ -

Niy...iakjs .. i ol nw::r.:max:.:_.n. (17

y-tenzory tvoria teda systém ortogonalnych funkcii argumentov Y’ MozZeme

preto rozvintt do radu podIa y-tenzorov ,,fubovoIni® funkciu a(y%), ktorej argu-
menty spliiuju podmienku (1)

o) = 3 i) a9
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Model kvantovej tedrie skaldrneho Boseho pola so samointerakciou

Vychéadzajic z vy3Sie odvodenych vysledkov, mdZeme zostrojit ,,tenzorovy* model
kvantovej teorie skalarneho Boseho pola, ktoré je v interakcii samo so sebou (Hur-
stovo — Thirringovo pole). Je to umoZnené tym, ¥e pre velké n (n — o) koeficienty c;
sa blizia k jednej

-1 (n— o)
a rovnica (2) nadobudne jednoduchy tvar
.\\:.\\_.N _\\mn — _N%_mu...ma + M —..W:\\h|~“~:mn.:_f .+ b ﬁ%e.\\nlucu_m_mw:._.n + ... AwOV

Vidime, ¢ tato rovnica ma tvar Wickovho pravidla o rozklade chronologického
suginu operatorov skalarneho Boseho pola y(x) na normalne suciny tychto opera-
torov. Zamenou
P g - T W) W),
P o N Hsa) - (),
g = Afx — X)),

dostaneme z rovnic (19) okamZite Wickovu vetu.* Na zaklade tejto analogie medzi
rozkladom (19) a Wickovou vetou zostrojime model tedrie Hurstovho — Thirringovho
pola. Matica S v tejto tedrii ma tvar: .

S = Texpl—ig [ [ [ 70x1, Xz, X3) W0xe) Yxz) Ylx3) dxy dx; dxs}. (20)

Funkcia y(xq, X5, X3) predstavuje ,formfaktor. V nafom modeli budeme mat
miesto matice S funkciu ¢, definovand takto

o = expl—ig F.EJA\:E..N_\\:Y ANC

pri¢om ¢ spliuju podmienku (1). Zakladnou lohou kvantovej tedrie pola je roz-
klad matice S na norméilne sadiny pomocou Wickovej vety
S = Y fdx,..fdx, S,(xe, s x,) N((xy)...¥(x,))- 22)

a=0

V nafom modeli sa tto tiloha previdza na rozvoj funkcie o do radu podTla y-tenzorov
= N N
ir..de
o= oY
a=0

Pri konstrukcii rozvoja (22) sa v kvantovej teérii pola obvykle vychadza z potenéného
rozvoja S podla mocnin vizbovej konstanty g, v. ktorom sa potom jednotlivé chrono-

,

logické suciny upravuji pomocou Wickovej vety na normalne siciny. Rozvoj (23)

* Poznamenajme, 7e symboly Ta N udévaji druh sicinu: T— chronologicky a N — normalny
stgin. Funkcia 4 (x — x’) je tzv. kauzilny propagitor (pozri napr. [1]).
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bolo by moZné najst tym istym spdsobom, aviak viastnosti ortogonality, odvodené
vy§iie pre y-tenzory, dovoluju nam udat jednotlivé €leny v (23) v kompaktnom
tvare bez pouZitia potenéného rozvoja. K tomu stai vynasobif rovnicu (23) vyrazom

i1...ig
:.._...:.\\

a integrovaf cez pripustné hodnoty /. S ohladom na (16) a (17) potom dostaneme
is(gacd e —n) 1 iy
ge' yhteds dy
i i is(gaad ¥k —n) ' (2
ffeste ds dy

Pre.n — oo prejde integral (24) na funkcionalny, &¢im dochadzame k novému zdd-
vodneniu metédy funkciondlneho integrovania v kvantovej teérii pola.

Oi..igh
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TENSOR INTERPRETATION OF WICK'S RULE

Milan Petras

Summary

The connection between Wick’s rule for a boson field and the rule for the decomposition of
symetrical tensors in a n-dimensional metric space into a sum of ireducible terms is investigated.
A complet analogy between both rules is demonstrated. In the limiting case when # — oo these
rules are identical. This enables us to interpret Wick’s rule as a theorem for decomposition of
symmetrical tensors into a sum of ireducible terms in an infinitely-dimensional metric space. The
basic problem of quantum field theory may be then formulated as an expansion of some function
of vector argument (S-matrix) in terms of ireducible tensors (normal products). This leads to a new
derivation of the method of continual integration in quantum field theory. Finally, as an illustrative
example, 2 ,,tensor model” of quantum theory of a scalar boson field with selfinteraction is given.
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