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. O KONGRUENCI W
S FOKALNIMI PLOCHAMI PRIMKOVYMI

JOSEF VALA, Broo

plochami pfimkovymi. Zejména jsou studovany Riccatiho soustavy ¢ar na fokalnich
plochach této kongruence.

a je déna rovnici-
x = (1) + vz(u), 1)

soufadnice Fidicich &ar ¥, z vyhovuji pak diferencilnim rovnicim

Y'=a,y+ @327 + Buy + B,z

” ’ o ANV ¢
=Y + 255z + By + B2z,
kde &arky Nnmaoa.&m derivace podle parametru .
Zavedeme-li oznadeni
=+ (2 —~a)v — oy,07, (3a).
B = Bis + B2z — Bidv— B210%, (3b)
pak rovnice asymptotickych &ar plochy & se da napsat ve tvaru
;1
v+ > =0, “
rovnice fleknodélnich &ar
., 1 .
o ln.Nlh +N.m@.: + B22) = 0. &)

Riccatiho soustava &r na pfimkové plose & Jje soustava &ar danj Riccatiho dife-
rencialn{ rovnici
V' my + myo + mye? = 0, ©)

kde my = mg(u), my = my(u), m, = my(u).
Mezi tyto soustavy néleZi také soustava &ar
e.Ho?oUSHHSNHS. @)

Budeme ji nazyvat soustavou R na plose &.
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TeCny k &ardm Riccatiho soustavy na plose & podél Jeji tvofici piimky p tvori
Tegulus I'y plochy druhého stupné ¥. Plochy ¥ podél dvou soumeznych pfimek
plochy & se protinaji v ptimce a kubijcké Cafe k (Mayer [3)).

Pfimky regulu r, Jjsou unisekantami cary k. Kadi tvotici pfimka druhého
regulu I', plochy ¥ protina &aru k ve dvojici bod. Tyto dvojice 1ze vZdy pfislusnymi
pfimkami regulu I 1 Promitnouti na piimku b, kde jejich prisetiky tvori pary
involuce.- Samodru#né body nazyva M. Barner (1] zrcadlovymi body piimky p
vzhledem k soustave (6). Nutni a postaCujici podminka pro to, aby fleknodalni
body piimky p oddglovaly harmonicky jeji zrcadlové body vzhledem k soustavi R,
.Je linedrni zavislost forem

‘kde ' = 0 zna?i formu B s koeficienty derivovanymi podle parametru yu.

b) Riccatiho soustava &ar na plofe & se nazyva axidini, jestli¥e prislusné kubiky k
se rozpadaji vZdy ve t¥i plimky. P¥imky soustavy I'y ploch ¥ tvo¥i pak C. Segreho
‘kongruenci W s fokalnimj plochami piimkovymi & a &,

Ve viech dalSich tivahich budeme pfedpokladat, e rovnice plochy @ je ve tvaru ¢}
-a &ary v = konst. na této plode tvoii axidini soustavu R.

Nutn4 a postacujici podminka, aby soustava R byla axiélni, je

%12 = @f;,, %22 — &34 = o(B;, — B11), %1 = @By, e =g@). (8

Pak (Barner (1), str. 67) lze zvoliti parametr u a normalisaci rovnice plochy & tak,
Ze plati:
Bir + By =0, 6]

%12 = Uy — oy, = oy =0,

‘a rovnice (2) maji pak tvar

s\” « + ~+ Nsu
y 1y + By B2 (10)
N\‘

= %357 + By + Biuz'.

<mm~wﬁac=m05m vidy pfedpokladat, %e diferencialni rovnice fidicich &ar plochy &
Jsou ve tvaru (10) a plattrelace (9). ;
Uvedme nékteré véty z citovaného pojednani M. Barnera:

Cary soustavy R naleZeji jedinému linearnimu komplexu, plati-li

%11 + &5 = konst.

JestliZe jedna &4ra Soustavy R je rovinna a neni pfimkou, pak viechny &ary soustavy R
Jsou rovinné a plati Ay = ay, = 0,
JestliZe &4ra soustavy R je soudasné asymptotikou plochy o, pak je pfimkou.
¢) Fokalnimi plochamj kongruence primek soustavy I'; ploch ¥ piislusnych
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Diferenciélni rovnice fidicich &ar ¥V, z uvaZujme ve tvary

|

R

o
-‘ =
|Nn§

1y + m:m
54 (1)

= mﬁ
Dosadime-li v rovnicich (IDzay=y,z=7 24324 Y=y 7= podle (2),
snadno dostaneme
Wy + ag,By,) + 2232845) + Yy + B3 + RH + BiaBay) +
+ 2'(By1By, + B12B2z + B1,) = &Am:aiv & NQS&SV +
+ ¥y, + m:.mi + .wﬁmu_v + NRMB + m:m:. + wﬁmﬁv.

MPBaieqy) + NQm~ + 3,85,) + Y (B21Byy + By + BaiB2)) + (12)
+ 22y, + BaBys + B3 + B3z) = &Aw.ﬁn:v + NQ.SRSV +
+ Y(ay + mﬁm: + WNN.%NL * 2@ + WEPN + mﬁmﬁv.

Porovninim koeficientit Uy, z ¥, 2z’ v rovnicich (12) vychézi pro koeficienty dife-
rencidlnfch rovnic (11): =

_ o _ @
G =0y + By, ~ B =L, U1 = fy ~ uhmﬂ.
gy %32
= ay, - ; 7 o
X2 =Py, -1l g ®yy = 06y, - — 22
} an 12> 22 22 §~N RN~ ﬁ»uu A~WV
7 4 . .
\w:H-RI + B B2 = f1,-
11
- k . - 9~
Biz = By, By =322 4 Bas.
Uz

Pri oa<oum=m rovnic (13) se pfedpoklidalo %1 = 0y, £ 0. Plati-lj Aj1 = oty = 0,
pak plocha & je rozvinutelnou, Cary soustavy R na ¢ Jjsou podle b) rovinné. Tento
pfipad vyluCujeme z dalsich tvah. B

d) Korespondence # mezi body plochy & a ¢ Je takova bodova korespondence
obou ploch, e odpovidajici si body le¥i na Jjediné tvotici primece kongruence I
piisludné k soustave R na plose ¢, .

Podle (4)a (1 3) je ztejmé, %e asymptotikdm plochy & odpovidaji v korespondenci 7
asymptotiky plochy . Soustavé R na & bude odpovidat na ploe @ Riccatiho
soustava ¢ar, kteroy oznacujeme R.

<m§u.%e§3§.m. \.mnxm&a:mw&\n Jen tehdy, ndlesi.Ji Plocha @ linedrni kop-
gruenci a jeji. osy jsou. Carami soustavy R. - #
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Dikaz: Podminky axiality (8) pro soustavu R dostaneme podle (13) ve tvaru:

(i1} Bz — M““ B2 = o(u) By,
B2z — Bi — M““ B2 — Bi1) = m?va»N - B1),
.lm~_+ M: B = —o) B,
11

a odtud pak vychézj
m-n. =M@, B, — By, = €2 M(u), —B2 = c3M(u),
kde ¢y, ¢;, c3 = konst.,

E?vn.oxvﬁﬁ o(w) + @1 du ).

Q11

Rovnice asymptotik plochy & jsou pak podle (4)
v+ WEAS Les + v + cz0?] = 0. (14)

Cary v = U1, U = v,, kde v,, v, jsou kofeny rovnice
€1+ v + czv* = 0,

naleZeji soustavd (14) i soustave R, jsou tedy podle odst. b) piimkami.

Jestlize obraceng plocha & naleZf linedrni kongruenci o os4ch m, m’, které naleZeji
soustavé R, pak plocha & nalei téze kongruenci a p¥imky m, m’ naleZeji soustavé R.
Kvadratické plochy ¥, JejichZ tvofici piimky Ty se dotykaji &ar soustavy R podél
tvofici pfimky p plochy &, obsahuji viechny &ary m, m'. Tedy charakteristiky ploch ¥
se nutné rozpadaji ve &tyti pfimky, soustava R a podobné& i R je axidlni.

V dal§im pfedpoklidejme, ¥e soustava R na- ploSe @ neni soustavou axialni.

Véta 2, Fleknoddini édry Dplochy & m&&&:\y‘ harmonicky zrcadlové Cdry soustavy R.

Dukaz: Podle oaww.»ﬁsm z rovnice (13) je involuce, jejiZ samodru¥né body jsou
zrcadlové body pfisluiné soustavé R na ploSe @ urleny koteny forem

—Ap=0,  p=q, (15)

rovnice fleknodalnich &ar plochy @ ziskame podle (5) a (13) ve tvaru

1., 1 o _
Fh-gats=0 (16)

Z rovnic (16) a (15) vychazi ihned hledany vysledek.
€) Kvadratické plochy ¥ naleZejici soustavé R na ploge & uréuji korespondenci P
tvoficich pfimek ploch @ a & — odpovidajici si pfimky le#i na jediné plose ¥,
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Véta 3. Korespondence P Je .Ea\mw:.n:m deformaci druhého Fddu. Existuje Jedind
oskulacni kolineace K prostoru Py pro ni# je . i

Ky =Hy =y, Kz = Hz = 7,
Nutné pak plati: ,

Ky, 2) = (,2) = (¢, 2),
Kd(y,2) = d(y, 2) + N(y, 2), 17
K&, 2) = a3, 2) + 2N 4G, 2) + MG, 3),

UESN“ UvaZujme kolneaci K

Ky = m, Kz = gz,
Ky =a,y+ a,z + by + by27,
K'zZ' = a5y + a3z + by y + by, ’ (18)
kde ay, b, (G, k = 1, 2) jsou funkcemi parametru u,

Hledejme, zda Jje mozno zvolit koeficienty Ay, by tak, Ze jsou splnény relace an.
Po snadném vypo&tu dostaneme podle (18)

— —h

K'd(,2) = {0 2) lays + azal + (G, )b, + (3,20 by, + (19)
+ @Y [-b,] + 2, 7) [=by,1} du,
d(,2) + NG, 2) = NG, 2) + {0.2) - &, V) du. (20)

Porovnime-li koeficienty na pravych stranich relaci (19) a (20), dostaneme

(@1 + ay;) du = N, by =by, =0, biy = by, = 1. 21
Podobng ziskime, pouZijeme-li relaci (21) a (13):
K d*(y, z) = {0, 2) oy, + %22 t @351 + ay,B,, + a11fyy +
+ @by + 24,0y, — 2ay5051] + (3, y) B2y — 2a,,] +
+ (U, 2) [y, + 2a,,] + (z, MQEIF\_ — 2a,,] +
+(z,2) [ By, + 2a,5) + 2y, )} du?, (2)
40, 2) + 2N d(3,2) + M(y, 7) =

B , , o) o
HC&NYM %11 + daz + fiy +h-lm:'Flh- 22 a:~+.§w+
L . 911 %22

S, o oo o
+ 400, ¥') B2y + (3, 2')| 22 + B2z + 2(ay, +ay) |+
253

nx\

F@Y)| =gt~ B = e + aa) |+ G )=o) + 27, ) du’. (23)
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Porovnanim pravych stran rovnic (22) a (23) pak vychézi:

1 oy, 1 e,
a3, = —

2 oy’ 2 o5, ° 24)

ai, = —
. 2
QNM =4y, = ou M= NQ&MQNN Q,: #

Relacemi (21) a (24) jsou koeficienty v rovnicich (18) jednozna&ng urleny, kolineace K’
je v tomto piipads tedy kolineaci XK.

Jestlize soustava R naleyi Jjedinému linedrnimu komplexu, pak kolineace K mi
zv1a3t€ jednoduchy tvar

K=y, K=z Ky=y, ki=7.

Véta 4. Korespondence P Je projektioni deformaci 3. Fddu, vyhovuji-li souradnice

.

Fidicich ¢ar plochy & diferencidinim rovnicim:

L, e ) c .

e R e R

2= k &um + L2t y +,. C22 z, 3

“(u+ ) (u+c) (+c)
€115 €12, €2y, €35, k = konst., €y + ¢y, =0,
Styk tretiho Fddu Je realisovdn kolineaci
Ky=Hy =75y, Ke=Hr=7=7, (26)
Ky'= -2 m“ F+7, K= IwmIH? Z.

Soustava R na plose & ndleZi pak linedrni kongruenci, jejis 05y rovnéz ndleZeji sou-
'Y -~ T 3 “ o
stavé R. Viechny cdry Soustavy. R jsou éarami W,

Dikaz: Noamwonmgnmuw Jje projektivni deformaci tfettho fadu, plati-li pro
kolineaci X mimo relace (17) jests

K&y, 2) = (3, ) + 3N &5, 2) +3M d(3, z) + R(3, 2). 27
PouZijeme-li rovnic (13), (19), (20), (22), (23), dostaneme po delfim vypodtu

Kd(y, z) = {(3, mv_..u +(, MQ (B3] + (v, MQ_.QE + oy, + B, +
+ B, + Bi2Bay + 205, + Amu M\V_H.IRC — Uy — Fw_ = Biy ~ Bi2B2y — 2ay,] +
+ AMM M\v—ulﬁmm”_w du uu ANMV
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d*(y, z) + 3N d¥(7, z) + 3M d(y, D)+ R(GLz) = {n2)[.]+

+ AM‘ MQ_”.IEH + B 4] + Al. m\v‘wﬂ: +o, + B3, + B2z + BBy +

’ M 12 Ty 7]
+ 20, + 287, — AByy IINI\A~+~A@+AN..<V —0yy =~ 8y — B3, =B =
’ H ¥ T .
= BraBay — 205, — 2852 + ABy, + INIkN - \AH_ +(z.2)[p1, ~ m:\»”_w du?, (29)
A= %4 - Uy ,
' %11 %22

kde koeficienty u (y, z) nas nezajimaji.
Jestlize pravé strany rovnic (28), (29) se rovnaji, nutné musj platit:

\mhﬁ - thu e o.,
—ABi, + 281, =0,

1 ‘ / 30
AQNN+M\-IA =26, =0, (30)
i i 1 2 ’ ’
—ABy, — lwlxn + A"+ 287, =0.
Relace (30) Ize upravit na tvar:
\mmﬁ - Nmm_ =0,
—ABy2 — Biy) + 28, — BiY =0, 31)
—ABy; + 283, =0,
A= 24'= 0. (32)
Z rovnic (32) vychazi
Ay, =k 1 5 = Oy, k = konst., ¢ = konst.
(u+¢)
a z rovnic (31)
€ __ C12 ‘ — _ Cu1
uﬂl?+®v Prz (u+c)’ bus (u+c)’
Byy = S22 €11 + €yy = 0; €115 €12, €315 Cyy = konst,
A& hv > 11 22 H H » 1> %22
Diferencialni rovnice Fidicich &ar plochy @ Jsou tedy (25).
V rovnicich (25) provedme transformaci parametru z
1 @
CET R e’ (33)
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Potom obdrZime:

- , ~ dw - . a
.ﬁﬁ:v N HAevu .w« = -w\S (ﬂ = |.w\8 neu .E = .HSE QNE + .w\E ONE.
= r_ s do
() = ), z'=3, T T TE =i, 45, %

Transformace (33) zachovava Soustavu €ar R, rovnice Fidicich Car plochy & jsou
potom

~

.VE& \ﬂ..m - Aﬁ.mn + —VM)\S = QHNMEV

foa = ki — €21V — (c22 + D Z,.

]

(39

m.o~.._m<mnw koeficienty v diferencialnj rovnici (34) jsou konstanty, lIze postupnym
derivovanim 2 Upravou vypolist 3, jako lineArni kombinaci 3, 7. Voos Powe
s konstantnimi koeficienty, &ira Y je tedy &arou W. Podobng ¢ara z. Uvafujme
rcwg?o: ¢aru soustavy R plochy &: y + UoZ, Vg = konst. a provedme transformaci
Fidicich &ar plochy y* = 3 4 Y9z, z¥* = z. Pak dif. rovnice Fidicich &ar y*, z* plochy ¢
maji podle (25) tento tvar:

it k UoCay + ¢ —v?
P -y 4 YaCa U4 4 TY0Ca1 + V(€35 —¢py) + ¢y, wer
Yo — 072t 7 Po\Ca2 = Cyy) + ¢yp
(u + ¢)? (w+e) 7 w+c) 2o
’ k c =
SR gk S PoCas + ¢35 ., (35)
(u + ¢)? w+o? (w+ey -

L M. wy P

Odtud je zfejmé, e &hira Y + voz je také larou W, af vy ma jakoukoliv kon-
stantni hodnotu. .
Rovnice asymptotik plochy & je podle 4) a (25)
1 1

v+ 5 R ) {15 + (¢35 — c)v— aﬁenu_ =0. )

V4 .8‘.8 rovnice a z dikazivéty | Je ziejmé, Ze plocha & naley linearni kongruenci
a Jeji osy jsou Sarami soustavy R,
Nc.vy\m jesté vySettit piipad, Ze v rovnicich (30) plati 4 = 0, soustava R néalezi
tedy jedinému line4rnimu komplexu. Rovnice (30) maji pak tento tvar:
Biz = B1y = B3, = B3, = 0. (36)

. .Em.m_.mm plati relace (36), pak plocha & je kvadrikou, (y, 2), d(y, z), d%(y, 2), d3(y, z)
._muom :l:mmﬁcm zavislé, jak vychazi snadnym vypod&tem. Rovngs G, 2), QCM 2), d(y, 2),
d>(y, z) jsou linearn& zavislé, tedy i plocha @ Je kvadrikou,

Pracovéno v seminafi dif. geometrie prof. dr. J. Kiapky.
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Katedra matematiky a deskr. geometrie
Vysokého ueni technického v Brné

O KOHI'PYOHUMMU W
C JUHENYATBIM U ®OKAJTBHBIMU MNOBEPXHOCTSIMHU

Hoced Bana
Pesiome

Cucremsr Puxatu (Riccati) summit Ha nusedaTon HepasBepThIBajOLICHCH nosepxHOCcTH O
ABIOTCH CECTEMAMH C TEM CBOCTBOM, 9TO YETHIE JHOGHIE JHHUK ITOH CHCTEMBI MepecexaroT
obpasyromme mosepxHocTd D B TOYKax KOTOPBIC MMEIOT MOCTOSHHOE CIIOKHOE OTHOMIEHUE.

Crcrema Puxatn ssnsercs AKCHATILHOM, €CIIM KaCATENEHbIC K JMHIAM 3TOH CHCTEMbI o6pasyior

.‘xomnnv.uﬁimo W ¢ npamonmmeitaarsivu (okamBbivMm noseperocTamu @ m @. KaccaTelbHbie

X HHAAM cacTeMbl Puxaty BRois o6pasyrome#t p noeepxuocta @ obpasyior nuAcHuaTyIO TOBEpPX-
HOCTB 2-0ro mopsiaka ¥, Cooreercraue P sisusiercs TaKHM COOTBETCTBHEM OGpa3yrouMx moBepx-
Hoctelt @ u D, B KOTOpOM COOTBETCTBYIOIME HPAMBIC JIEXAT HA €NUHCTBEHHOHN nosepxHocty .
Cootpectre. P snnsieTcss npoekTHBHBIM usrubGarmem 2-0ro nopsnxa. Haitnens: noeepxaoctu D
€ TeM CBOHCTBOM 1TO COOTBETCTEHE P ABIAETCH MPOEKTHBHEIM m3rubanuem 3-vero mopsixa.

UBER DIE KONGRUENZ W MIT GERADLINIGEN BRENNFLACHEN
Josef Vala
Zusammenfassung

Riccatische Systeme der Kurven auf der Regelfliche @, die nicht eine Torse ist, sind solche Systeme,

deren vier beliebige Kurven die Erzeugenden der Fliche @ in vier Punkten mit konstantem Doppel-
verhiltnis durchschneiden. : i ’

Riccatisches System nennt man schichtbildend, wen die Tangenten der Kurven dieses Systemes
eine Kongruenz W mit geradlinigen Brennflichen ® und @ bilden. Die Tangenten der Kurven des
Riccatischen Systemes lings einer Erzeugenden p der Fliche @ bilden eine Regelfiiche zweiter
Ordnung Y. Die Korrespondenz P ist eine Korrespondenz der Erzeugenden der Flichen & und @
mit solcher Eigenschaft; daB die entsprechenden Geraden auf einer Fliche ¥ liegen. Die Korres-
pondenz P ist eine projektive Abwicklung zweiter Ordnung. Es gibt Flichen @, die eine solche Eigen-
schaft haben, daB die Korrespondenz P eine vn&o_n?o Abwicklung dritter Ordnung ist.
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