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O RACIONALNYCH FUNKCIACH
OPERATORA DIFERENCOVANIA

JOZEF ELIAS, Bratislava

V préci [1] bola uvedena operitorova metéda rieSenia diferenénych rovnic. Pri
praktickych vypo&toch bolo potrebné zistif, aké funkcie odpovedaji operiatorom

tvaru;
1 1 s

G=a  [-aP+FT  [-af+pT
kde o, B + 0 sii &sla a k prirodzené &slo. V tejto praci zavedieme pojem algebraickej
derivécie, pomocou ktorého sa tato tloha velmi Tahko riefi. Vietky ozna&enia

a definicie budu rovnaké ako v praci [1]. )
Nech {a(n)} je funkcia z K. Polo¥me

+ Dia(n)} = {f(m)}, ) A,
kde f(0) = 0 a f(n) = —na(n — 1),pren=1,2,...
Lemma 1. Nech a, b si funkcie z K. Potom plati:
'2) Dla + B] = DA + Db b) Dlab] = [Dal b + a[Db].
Dékaz. Potitajme pre n = 1, 2, ...
a) Dla + b] = {—nla + b} (n — D} = {—na@m - 1) + (=n) b(n — D} =
= {~na(n - D} + {—nb(n — 1)} = Da + Db.

(=nlatl(n ~ D} = {~n T atn — i = Db~ 1} =

b) Dlab]

= *,Mfs ~iya(n—i—1).bG - 1) +._M_§ —i— 1)@ b~ 1)} =
i=1 i=1

I

n—1 n-1
mME% — Db ~ 1) +.nM_ a(n — i ~ 1) [Db@)]} =

~ {5 (Datn — DB — 1) — (DO bn — 1) +
i=1

n—1

+ Xan = ) [Db(j = D] = aln — 1) [DBO)} =

n—1 n—1
AM._ [Da(n — i) b(i — 1) +.WU~ a(n — ) {Db(j — DI} =
[Da} b + a[Db).
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Pre n = 0 st tvrdenia vety zrejmé,
Nasledujiica lemma déva vzfah medzj operaciou D a siiétom rady funkecii (pozri [21,
str. 288).
Lemma 2. Nech &, st komplexné disia a a, su funkcie z K prei=1, 2, .... Nech

a0
rad M a.a, konverguje, Potom plati:

i=1

Doékaz. Pre 5 = L2, .. plati

bﬁ.M R.S:xvﬂ ,ﬂli.m_ﬁau n—1) = ”lx.m wan — 1)} =

= AMHﬂﬁlgm n—D}={y *[Da@m)} = ¥ «[Da].
i= i=1 i=1
Pre n = 0 je dokazans Tovnost tieZ zrejma,
Roziirme definicin operacie D na TubovolIné operitory tvary g = plg, kde p
a g 3 0 st funkcie z K, takto:

p|2|_ [Drlq — p[pq]
— =L Pl
q 7 -

Tato definicia Jje nezdvisla od Vvyjadrenia operitora ako wo&o_:. dvoch funkci,
Bez ujmy na vSeobecnosti nech P> 4, P15 ¢ su funkcie z K rozne od nuly. Nech je
plg = Pi/9,, potom P9y = gp,. Ak na posledntt rovnost pouZijeme opericiu D
a urobime Upravu, dostaneme:

Dp _Dg  pp, Dg,

= =

p q Py 9y

Ked vynisobime Tavii strany poslednej rovnosti s P/q a prava strany $ py/q,, dosta-

IPplq — p[Dg] - [(Dpi] 41 — g,[Dq,]
T s = I
. L r—w..d g1
Veta 1. Nech jefek. M.QES Df = pf.
W@Wmu. Nech £, p, ¢ + 0 st funkcie z K a /= plg; mame dokézaf, e Df =
=D [p/q]. PodIa predpokladu p = J4. Ak na tiito rovnost pouZijeme opericiu D,

dostaneme:
Dp = [Df1q + fIDq.

Odtiar vyplyva: qlDp] = [Df14® + JalDgq] = [Df14% + plDql. z poslednej rovnosti
dostavame:

b\” i..b&l. wmb& M mﬁh.g = Df
q* a4
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V daliom v désledku dokézanej vety bez obay z nedorozumenia budeme namiesto D
pisaf D,

Opericia D ma podobné vlastnosti ako derivicia. Budeme ju preto nazyvat’
algebraickou deriviciou. _

Veta 2. Nech o, B si Ciselne operdtory. Nech a, b sy operdtory. Potom platt;

a) Do = 0;

b) D[ab] = a[Db] + b[Daq];

) Dloa + pb] = «[Da] + B[Db];

d) bﬁmgu/mbatla@su ak b+ 0.

@N
Dékaz. a) Ciselny operator o sa da napisaf v tvare ¢ = {a}/{1}. Potom podfa.
definicie ) ; , ;
—p% _ [P31{1} - (o} [D{1}] = A=na} {1} — (&} {—n -
Pe=0 1y BT
e

u _.d= =0.
{13 {1y

b) PoloZme ¢ = 2lg, b = P1/qy, kde p, p,, 9%0, g; % 0 s funkcie z K. Po-
Citajme: . .

Dfes] = o[ 2.2 ] pf 28] D00m 00 e _

q 9, 99 ’q?
— 1Pr149:p: + pag,[Dp,] ~ pp,g,[Dq] - ppya[Dg,] _
a’q;
[Dplg ~ p[Dq] p, + 2 [Pp]ay ~ py[Dg,]
= T e —_ -_—r 4 =
q* 9 q q2
=p(L|P huﬁb; = [Da]b + a[Db] = a[Db] + b[Da].
9] 49 q 9

c) Najskor si viimnime, %e z a) a b) ihned vyplyva, Ze pre Tubovolny operator ¢
a kazdy &iselny operator a je Dlaa] = aDa. Sta¥f teda dokazat, Je Dia + b} = Da + pp
pre TubovoIné dva operétory a, b. Nech a=pq, b =P1/4:, kde p, p,, %0, 9,50
st funkcie z X, Poditajme:

)4 Dy P4y + piq
Dla +b]=D| 2L { P1 =D =
[a ] ﬁ& &_g ﬁ 99 y

— D4y + pia)l gq, — [pq, + P19]1D[qq,] _
= e P T PgiDlgq,]

179,
- [Dplaai + [Dp,] 4%, — pai[Dq] — p1¢*[Dg,] 2
- 2 2 . :
; 9791 .
~ [Dpla — p[Dq] | [Dp,] 41 — pi[Dq,] ubT@ 4 wﬁbg — Da + Db,
q? i Cq? q 44
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b) Nech r = a/b, kde ab+0su operatory, t. j. a = rb, Potom podla b) plati;
Da = [Dr]b + r[Db). ,

Odtial vyplyva: Dg — r[Db] = [Dr] .

Z poslednej rovnosti dostivame:

a

Da — fpp] De—[Db] [Da}b — a[Db]
ws. =—— 1 = B -_—_—— = .
b b Top?

Vsimnime si, 7e DJ = {—n},kdel = {1}. Odtial podfa predoslej vety dostavame:

. Pu@%i@guﬁn
D uﬁL = o 1.

V praci [1] sme zaviedli polyném operatora 5. Prvou derivaciou polynému ope-
ratora s P(s) = T+ a5+ ...+ g5t nazyvame polyném P(s)=a, + 2a,s +
+ ..+ ka L Analogicky zavidzame druht derivéciu polynému s ako prvi
deriviciu z prvej derivicie, Podobne definujeme vySie derivicie. Na ziklade uve-
-denych viet méZeme tvrdit, e DP(s) = P’(s), kde P'(s) je derivécia podla s.

Ak F(s) = P(s)/Q(s), kde 0(s) je nenulovy polyném operatora S, potom plati:

DE(s) = LPPE)I Q) ~ PO)[DOW] _ P(s)(s) — Ps) (s

%) - 0%(s) .

V praci [2] na str. 292 Je dokazané, e ka¥dy operator peT(k) sa da napisat

o«
v tvare p ) o, kde @, st komplexné &isla a v je celé Cislo. Nasledujica veta diva

=y

‘vyjadrenie pre Dp, ak operator p je napisany v takomto tvare,

o
Veta 3. dkjep = M o l’ kde o, su komplexné ¢isla, v Je celé &slo, potom
i=v

Dp = -% jali*!,

. — . 0 N
Dékaz. Polozme p = Prtpykdep =Y allap, = Y ol Podla predoslych
o i=vy i=1

‘poznamok :
0

0 0 0
Dp, =D [Y al]= D[Y as ™ = Y =Tl =Y o lit,

i=y i=v

PodIa [2] rad MUR\.. konverguje pre Iubovolné Cisla ay,ay, ..., preto podla

i=vy
lemmy 2

Dp, =D[} al']= Y q D] = ¥ o [Ds™] = —Ydas T =Y it
i=1 i=1 1 Toi=t i=1

i=
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PodIs c¢) vety 2 dostdvame dokdzané tvrdenie,
UkaZeme priklady na PouZitie dokdzanych tvrden.
Priklad 1. Pre prirodzené &islo & a komplexné &islo o + — | plati:

wo e

DokaZeme to indukcioy, Pre k = 1 tvrdenie plati podTIa [1), str. 213, Predpokla-
dajme, ¥e tvrdenie je spravne prek=1—1kde!> I, t. . Ze plati:

e

DokéZeme, % tvrdenie platii pre k = 1 Pocitajme:

o ke =T T off,” )+ iy -

wEr (el Jer e

Vysledok sa zhoduje s tvrdenim vety 5,3 v [1], str. 213.

Priklad 2. Pomocou &mawnmmowﬂ. derivacie Tahko odvodime vzorce pre mocniny
operatora 1/(s* + B2). Totiz

s B —s? 2p? 1

D = - — .
MN + wN AhNnT unvn AhNn_l hnvn MN+ @N
Odtial
1 1 1 s
=— +D ,
s+ 27 T L A \L
alebo

s+ 6 28
— i W1+ B?)sin ngp — ‘Hu.iz: + 8% cos (n — 1) o,
283 2B
priom ¢ je argument komplexného &isla 1. + Bi. Vysledok sa zhoduje so vzorcom
Ko, B,5) v [1], str. 216 pre o = 0. ;
K tomu, aby sme odvodili vzorce pre vysSie mocniny operatora 1/(s* + g2,
pocitajme:

2 1 _ 1 _ INQA - Cm -
D Au~+\w~vw|~ lbﬁb AmN+m~vT_g bﬁ A«N+m~vw g
20k —1)(k—1) 4%k — 1)

Am~+ mnvw ?~+ u&in

# {5 T Prsinng + DIWIT Frecs rol} =




Odtial vyplyva, %e
1 2k~ 1) 1 1

1
ll - D2 s
AthT %NV».TM NRN\A AMN..T hwva &.hN\ﬂﬁ\ﬂlu Hv A.m.NuT §NVrl~
prek =234 ...

Pre k =2 dostaneme:

2 _ 3 L _ 1, 1 3

B 4 ey s D A T e
3 ,
i (V1 + 2 eos (n—-1¢ - % n(n - (V1 + B *sin(n ~ 2) b .
Pre k£ = 3 dostaneme:
1 5 1 1

1+ B*Y'sin np —

2 1
A.mwj_.. %wv& QEN A.w~+ \wwvu NA.%N D A_mwn_- ENVN
5 m(\/1 + m.wvaloom (n-1e—

5 /\ .
=4 — (V1 + ) sin ne —
H%l B7)'sin ng G

- WMjma? = D1+ B2 2sin (n ~ 2o+

n(n~1)(n — W1+ mmv..uuoomw? ~deo;.

1
488*
Vzorce sa zhoduji so vzorcami K, B, 5) a Ky, B,5) v (1], str. 216 pre o = 0.*

Poznimka. Pomocoy predchddzajicich vzorcoy a algebraickej derivicie od-
vodime vzorce pre operator S[s* + pA* k= 2,3, ...

Poditajme: D 1 _ ~2Ak—1)s

AhN:T ﬁwvalu AM~+ %NV»
Odtial vyplyva: s 1 i

-+

i = bim+w¢_l ., pre k=23, ..
Pre k = 33 predchidzajiiceho vzorca dostavame:
1.,% S SN T
gy T T sy
= lm.b wwu 1+ md:.mm: :e. - NMN :.7\~ + mmv,_loom? ~ 1) WH.
= W 1 n(v1 + B~ tsin(n — e~ ! nin — CT\.HWNVTN ,
8 852 sl =Dey-

* Vo vzorcoch pre Ki(a, 8,5)a Kyla, 8, 5)v [1] na str. 216 su viak chyby. Vo vzorci pre Ky(a, B, sy
koeficient pre sin np ma byt 3/885 |a + 17, v, vzorci pre Ky(a, §, 5) koeficient pri sin (n—2) ¢
md byt —1/885n(n — 1) | + 1{"~2 3 koeficient pri cos (n—3)p ms byt 1/486%n(n — 1) (n —
—2)|la+1-3,
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Vzorce sa zhoduji so vzorcom 0500, B, 5) v [1], str. 219,
Priklad 3. Pomocou algebraickej derivécie sa dajt odvodif aj vzorce pre ope-
rétor 1/[(s — a)? + B2]), kde % B + O st redlne &isla a k je prirodzené ¢&islo. Podla
pomocnej vety 1 na str. 214 ¢ [1] plati:
1 _ w 4 \_lﬁ
[6-+ /T SlGx-ay = ay |’

k=1,2,3, ..,
pri€om

.

4 = 2k—j—~1 1
7= k—1 A,NWVNT:.

prel S j <k, \ms. Jje konjugované &islo k Ajaa=q+ B, a, B + 0 st realne Cisla.
Ak pouzijeme vysledky prikladu 1, dostaneme:

1 _Je n LIS Sy m-irigl _
(G- 5~ L& m 1) [ + 0774 TG g gy
= Mm " 2Re[Aa + 1yr~7+ gt
=i\Jj—1

Pre k =2 posledny vzorec m4 tvar:

1 _ MN.,. n
O Y SRR CAVES
N 2Redy(a + 1)1} =

2Re[dfa + 1yl

=192Re 4(a + 1)+

: la +1{"sinng — "
253 ¢ 282

kde ¢ je argument komplexného &isla g + 1 a la + 1] jeho absoliitna hodnota.
Vzorec sa zhoduje so vzorcom Ky(, B, 5) v [1], str. 216.

Poznidmka. Podobnym spésobom sa daji odvodit vzorce aj pre operator tvaru
S/l(s + @)* + p2)), kde a, f+0 st realne Cisla a k je prirodzené &slo,

la + 11" "cos(n ~ Do},
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(o] PALUUOHAJIBHBIX PYHKUUAX ONEPATOPA bSvamIﬁSwOw\rESh
Hozed Dnuam
PesroMme

B pa6ote {1] onpeneneno noJie oneparopos T(K) xax none OTHOLIEHAH Hax KombuoM K BCEX
KOMOJIEKCHBIX ByHKIMA, ONPEAENEHHEIX Ha MHOYXeCTBe BCex LENBX HEOTPUHATENLHLIX YHCelL,
Ciroxerne u YMHOX¢HHE B K onpenensoTcs no- gopmynam g + b = {a(n).+ b(m)}, ab =

= { Wn?l&w@.l:v Al Becex a, b e K.
i=1

B Bacrosineit cratpe BBEICHA Ooneparas D ClieyrommM crocobom: Ecy {a@iek, 1o Aba@w =
= {fim)}, rae f(0) = 0 u f(n) — —na(n—1) gag n = 1,2, ... _

Hanee, ecrn OnepaTop a = plq, nns p e K, 0 =+ g€ K, 1o nonaraem Da = D(p/2) = [(Dp) g —
— P(Dg))/q?.

JokaspBarores CHCNYIONIHE TEOPeMEl:

Ecma @, B wncnoskie OuepaTopur u a4, b NPOH3BOJILHLIE OUEPATOPHl, TO Da =0, Dfab] =
= alDb] + p[Da), Dlag + pb] = a[Da] + B[Ds], D(afb) = [(Da) b —a(Db)}/b?, b + 0.

w0
To 2] Beaxuit anement P € I(K) moxer 6oie HPEICTaBIER B BHAE p = ¥ al, rne | = {1},
. —:"1
v W 0 — nenoe wmeno u a;, « =% ¥+ 1, ... — KoMIUIeKCHbIE HMcna, a, = 0, as oneparopa p

] =]
B 3TOM BHZE CHOpaBe/ IuBa $opmyna: Dp=_7Y fa it
i=vy
C nomougsro onepaiiyu JI BoiBenensr bopMyET s crenenedi oneparopos: 1/(s —a), a %+ —1
xommnexcroe wmeno; 1/(s2 - g2), s/(s? + )k ko = L2 ., s—a)? + B2, rne a, B =0
BCLICCTBEHHbIE YHCTIA, & HaTYpallbHOE, 4uCio 1 oneparop s = | /L.

ON RATIONAL FUNCTIONS OF DIFFERENCE OPERATOR
Jozef Eliag
Summary

In paper [1] the field Ti (X) of operators is defined as the quotient-field over the ring K of all
complex-valued functions defined on the set of all non-negative integers. The addition and multi~

n
plication in K are defined by formulae o + b= {a() + &)} and ap = {Zatn—iybG — n}
i=1

_.mmvnoﬂ?mq (for every a,be K).

In this paper the operation'Ps-defined in the following way: If g € Kk then Da = f, where f(0) =0,
and f(n) = —na(n — 1), n = 1,2, ... Further, if g =Pl PEK, 0+ ge K, we put Da = D(p/g) =
= ((Dp) 9 — p(Dg))/q2. o

The following theorems are ptoved,

If a, B are numerical operators (numbers), and a, b arbitrary operators; then Da = 0, D(ab) ==
=(Da)b + a(Db), D(aa + Bb) = a(Da) + B(Db), D(a/b) = (Da) b — a(Db))[b2, b 5 0,

ao
According [2] every element P &€ T(K) may be written in the form P=Zal' wherel — {Ivzo

=y

is an integer and G, i=y9,v+1, +--s are complex numbers, @y = 0. For aa operator p in this form
o]
the formula Dp = — ¥ ia i+ g proved.
i=y
- By aid of the operator D the formulae for the operators (s —a)¥, 1/(s2 + BY, si(s2 + g2y

(s —a)? -+ 2)%, where a, 8= 0 are real numbers and & is a positive integer and 5 = 1 /1 are proved
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