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NEOSCILATORICKE RIESENIA
ISTEJ NELINEARNEJ DIFERENCIALNEJ ROVNICE
DRUHEHO RADU

STEFAN BELOHOREC, Bratislava

V préci [1] naSiel F. V. Atkinson postalujiicu podmienku na to, aby vietky rie-
Senia rovnice
.v\\ +.\,Axv .w\~=+u = O AQV

[/(x) > 0, spojita pre x > 0, n 2 1 prirodzené &islo] boli neoscilatorické. J. Jones

v [2] zovieobecnil jeho vysledok pre rovnicu

Vit W\..E yitt=0 - (B)

i=1

[f(x)20@G=1,2,..,n) spojité pre x = 0, fi(x) > 0 pre nejaké k).

V pricach [3] a [4] boli odvodené nutné a postatujice podmienky na to, aby
existovalo aspofi jedno neohraniZené neoscilatorické rieSenie rovnice () a aspoii
jedno ohranidené neoscilatorické rieSenie. Tvrdenia tychto viet zostand zachované
aj pre diferencialnu rovnicu (B, v ktorej exponenty 2 + 1 (i=1,2,...,n) nahra-
dime &islami N, > 1, pricom o ‘N, predpokladame, %e N =plg, i=12, .., n),
kde p, a g, si neparne prirodzené &isla.

Cielom tejto price je najst takéto podmienky pre rovnicu

Sy M=o, (1

mW\..C&WoEokamoAZ..A_.

™=

.v\\ 4
i

1

Riedenie y(x) rovnice (1) budeme nazyvaf oscilatorickym, ak ma aspoil jeden nu-
lovy bod v intervale (x, o) pre ITubovolné x.

V dal$om sa budeme zaoberat iba regularnymi rieSeniami rovnice (1), t, j. takymi
rieSeniami y(x), ktoré st definované v celom intervale (0, o) a majii tam spojitu
derivaciu.

Kazdé takéto riefenie ¥(x) £ 0 rovnice (1) m4 nanajvys jednoduché nulové body,
vyjmitc pripad, v ktorom mnoZina nulovych bodov nejakého rieSenia ma hromadny
bod v konetne. Keby riesenie Y(x) £ 0 v nejakom bode X, spliiovalo podiatocné
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podmienky 3(xo) = p'(x,) =
(podobne sprava).

0, potom z rovnice (1) dostaneme pre isté okolie zlava

X

)= == ¥ 10" (),

€o vedie k sporu. Ak na Jx) (= 1,2, ..., n) dime dalgic podmienky, napr, ffix=o
resp. f{(x) <0 (i = 1,2, ..., n), %iadne rieSenie y(x) %0 nems hromadny bod nulo-
vych bodov v konetne, &o vidiet dokazu vety 1, a 2,

Veta 1, Nech 0 < N <l(@=1, 2, ...,n) a nech N, =plq, kdep a q, Su nepdrne
prirodzenéd &isla. Nech sy Junkcie f(x) (i = L, 2, ..., n) nezdporné » intervale (0, oo)
a maji v tomto intervale Spojité derivdcie f; (x) =0@=1,2,.., n), pricom existuje
¢islo ¢ > 0 a index Jtak, e f (X)<Oprexe (¢, ). Oznadme {Xu} (m = 1,2:3,:.)
Ppostupnost nulovych bodoy rieSenia y(x) a {xn} (m =1, 2, 3,...) postupnost nulovych s
bodov y'(x) v intervale (c, oo).

Potom pre kasds oscilatorické riesenie %) %= 0 rovnice (1) plari, e Ppostupnost
{4y )1} je klesajiica a postupnost {| y(x;)\} je rastica. Ak okrem toho

2. Xf(x)dx < oo,
51

votom kaZdé riesenie Hx) %= 0 rovnice (1) je neoscilatoricke,

Dékaz. Nech je Y(x) £ 0 TubovoIné oscilatorické riesenie rovnice (1). Ndsobme 1)
Y'(x) a integrujme v intervale <a,b) (a = ¢) dostaneme

b

0 =@+ 2[ § 5696 9 as -0

a

Ak vypotitame posledny integral, mame 4|

YA = @) +2 3 (W, + 1)) i)

b
n BT n
- N..MHU_E.. +- clm@ YWtla) = N..HMH (N; + c:?@ YW x)dx )

PoloZme g = Xm> b = X,,, , prifom Xm @ Xp 41 SU nasledujiice nulové
Y(x) také, ze Y(x) > 0 v intervale s Xt o).
Potom z (2) dostaneme

body riefenia

Xm+1

Y2 Oms 1) ~ ¥ () = N_.M N+ 1)t % Ji) Y (x) dx

Z posledného vyplyva, Ze | V(Xmsq) | < | V(x|

254

. . .y
Ak poloZime a = x,, b = Xay, prifom xi,, x5, st nasledujice nulové body y'(x)

také, Ze x,, € (X,,, X4 ), Z (2) dostaneme

Mw (N, + 1) \..?u.iv ez..i?&._iv _ ..Ww (N, + Cl\m?pv ez..i?s\,.v =

X'm+1 .
= Lo [ sy o)
i=1 :
Pridajme k obom stranam (3) vyraz
. =% N+ 170 1) Y ().
i=1
Po tiprave dostaneme
" i i Ne+1s ¢ -
2 N+ 1)” T 1) DV (s ) =y )] =
i=1
= M Wi+ 1) % S DM ) — yM )] dx.
i=1 .
PretoZe f/(x) <0, potom je'|y(x,)| < [ Yo |- Keby [p0a) | 2 1 p(xs ) ],

potom by nutne existovalo x, € (x/,, Xps1) také, e | (xo) | v | Xx“..v._,u ¢o je mwoﬁ
Tym sme dokézali, Ze postupnost {0 1} (m=1,2,3,..)je klesajlica a postup-

g . = j tiica.
nost {| y(x,) [} (m = 1,2,3,..) je ras \ .
Integrujme rovnicu (1) v intervale {x, x,,>, pri¢om X € (Xpys Xp4q), dostaneme

() = .M £ ") du.

Z poslednej rovnosti po integracii v intervale {Xps Xny dostaneme

X'

60) = [ =x) 5, 500 a2 [ -5 PIELCAVOER

2m

@

7 . £  Nifor <
Je zrejmé, Ze existuje index p tak, Ze pre Tubovolné i = 1,2, ..., » plati yVi(x)) <

< y¥*(x,,). Zo (4) dostaneme
X’
1< %zvlnﬁxpv% (t — x) MW fHde <
i=

x

<Yl .“MU xf{x)dx < C MW xf{(x) dx,

Xm




pretoZe postupnost {| y(x) [Y =Y (m = 1,2, 3, ...) je klesajuca. Sta&i teraz volit m
-dostatocne velké, potom nerovnost (4) vedie k sporu. Teda riefenie Y(x) je neoscila-
torické. Tym je tvrdenie vety dokazané,

Veta 2. Nech je N (=12 .., n) také isté ako vo vete 1. Nech si funkcie Jx)
(=12 ..,n nezaporné v intervale (0, o) a maji tam spojité derivdcie ffxzo0

stupnost {| y'(x,) |} (m = 1, 2,3, ..) je rastica a postupnost {| y(x,) |} je klesajiica.
Ddkaz. Nech je y(x) £ 0 oscilatorické rieSenie rovnice (1. Potom je nerovnost
17| < | V' (Xms1) | zrejma. Pripotitajme k obom stranam (3) vyraz

M_ (N; + 1) f(x1) Y (x ).
Po uprave dostaneme

n

2 (Ni+ 7Yl [ () — Y )] =

i=1

Xy

..WM (N: +1)7! .‘. Si(x) Cz..i?v - l_\z..i?.\..ﬁﬁ dx.

v

PretoZe f/(x) = 0, potom je | y(x;,) > | Y(xn+1) | z dévodov ako vo vete (1). Tym
sme dokazali, Ze postupnost {| y(x;,) |} (m = 1,2,3,..) je klesajtica a postupnost
Uy )} m = 1,2,3,..)) je rastuca. PretoZe f/(x) = 0 (=12 ..n), potom

Iy N (x)dx = o0, teda podla [5] vietky rieSenia rovnice (1) su oscilatorické
i=1
a podla predchadzajiceho sg ohranidené.

V dalSom uvedieme rovnicy tvaru (1), ktord mé oscilatorické aj neoscilatorické
rieSenie. Je to rovnica

B .w\\+ .KIAu+Zv\N.<Z” 0. AMV

U tejto rovnice nie su splaené postatujice podmienky z vety 1. preto, aby vietky

rieSenia boli neoscilatorické. Dalej vidime, ze \s xNx M2 g o, & je podIa [5]
postadujiica podmienka pre existenciu aspos Jedného neoscilatorického rieSenia
rovnice (5). Z dékazu vety v [5] vyplyva, Ze kazdé rieSenie y(x) rovnice (5), ktoré pre
dostatoéne velké a spliiuje podiato&né podmienky y(a) =0, Y{(a) 2 1, je neoscila-
torické. Okrem neoscilatorického riefenia tohto druhu mo¥no najst i také riefenie
rovnice (5), ktoré nema v intervale (0, ) Ziaden nulovy bod. Hladajme riesenie
Tovnice (5) v tvare

Y0 = xXPu(lg x).
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Po tejto transformacii rovnica (5) prejde do tvaru

U+ (28— i + BB~ 1)u + X-DE-unN _
. du
U=
Polo¥me B = 1/2, dostaneme
#— 1/4u + u¥ = 0, ©)
Vidiet, %¢ posledna rovnica ma riefenic u(t) = 40N teda y(x) = 41 -Ny172 je
rie§enfm rovnice (5). Toto rieSenie je neoscilatorické a v intervale (0, ) nem4 nulovy

bod.
Nech je u(?) rieSenie rovnice (6) také, 7e

u(@) =0, - i*a)<[2/(N + 1) — 1] 44+0ia-n),

UkéZeme o fiom, Ze je oscilatorické. Vynasobme (6) u(®) a integrujme v intervale
{a, t); dostaneme
2

wrn Y O+ i, 0

(1) = 7-u’() -

Z poslednej rovnice vidiet, Ze pre toto rieSenie plati
—41a-N) u(t) < 44¥a-m,

V opa&nom pripade by existoval bod fo > atak, Ze u(ty) = 40 =® Toto viak vedie

k sporu, pretoze 4*(a) < [2/(N + 1) — 1]40*MA-N Neoh b5 4 je dalsi nulovy

bod rieSenia u(¢). V tomto bode u*(b) = 1*(a), %o je zrejmé z rovnice (7). Predpo-

kladajme, Ze r* je posledny nulovy bod rieSenia u(¢) a nech je u(r) > 0 v intervale

(t*, o). Potom zo (6) dostdvame, Ze u(r) je v intervale (r*, ) konkavnou funkciou.

Existuje teda lim u() = Uy [—u(f) je tieZ rieSenie rovnice (6)]. Z rovnice (6) je dalej
—>w0

erejmé, Ze uy = 4%, a 7 rovnice (7) zasa vyplyva
wuﬁav +[1—2/(1 + N)J4 ™=y _ 0,

€o je spor s predpokladom, ktory sme polozili na pociato&né podmienky. RieSenie u(t)
Je teda oscilatorické a pretoZe y(x) = x2u(r), aj y(x) je oscilatorické rie¥enie rov-
nice (5). Tym je dokédzané, Ze rovnica (5) ma aspoti jedno oscilatorické riesenie.

V nasledujicich dvoch vetach si odvodené nutné a postadujice podmienky na to,
aby exitovalo ‘aspoti jedno ohraniené neoscilatorické rieSenie rovaice (1) a aspoil
Jjedno neohranidené neoscilatorické rieSenie. ;

Veta 3, Nech je N = 1,2,...,n) také isté ako vo vete 1. Nech st funkcie f(x)
nezdporné a spojité v intervale <0, ). Potom existuje ohranicend neoscilatorické rie-

Senie rovnice (1) vtedy a len vtedy, ked

W xf{(x)dx < oo,
i=1
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Doékaz. 1. Nechjea < b. Integrujme rovnicu (1) najskér v intervale {x, b, potom
v intervale <a, x); dostaneme

Y(x) = y(@) + y'(b) (x - a) +

+e-a 5 (00 a 2 [a-am0roa @®

Nech je y(x) ohranitené neoscilatorické riefenie rovnice (1) také, e pre x> aje
O0<yx)< K [ =¥(x) je tieZ rie¥enim rovnice (1)]. Potom z (®), pretoZe y(a) = 0
Y'(®) > 0, mame

k2502 5 [0-am0rouzu s (o amme

kde M = min y¥ @@=1,2, ..., ). Posledna nerovnost zrejme plati pre Tubovolné

X > a, a teda
o

M._ Xf(x) dx < co.
i=1

2. Tvrdenie o Postatujiicej podmienke bude dokéazané, ak ngjdeme ohranigené
neoscilatorické riesenie rovnijce (1), za predpokladu, e plati .

el

M.. xf(x)dx < c0.
i=1

Nech \ Y xf(x)dx < oo, Potom pre dostatoéne velké 4 plati nerovnost
i=1

<

.M.,J x—a) f(x)dx < 1.

Zoberme integralnu rovnicu

w0

) =k + % <2 .MASQSS dt+ (x - a) “ .M%Saz.s ds, ©®

priCom k je Iubovolné Emanm,mzo. DokaZeme, Ze tito rovnica m4 v intervale (a, o)
ohraniené riefenie ¥(x) > 0, ktoré je zrejmé rieSenim aj rovnice (1.

Existencia ohraniteného rieSenia y(x) rovnice (9) sa ukdZe metédou postupnych
aproximacii. Definujme ,

b)) =k
i) =k + (0= a) 5 50,0+ (- o 3 030
’ m=1,23.). i
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Nech je K = max (1, 2k). Pretoze pre x = a apre k < y,(x) < K je

kS pmii() < ke + i t-a) ¥ £t Qe - M,\_.s& -
i=1 i=1

nw+~%e|sM\..S&M»+NMMN.. . B
i=1

To znamens, e postupné aproximacie s ohraniené funkcic a prem=1,23, ...
plati .
' k <y x) <k

Dalej Iahko mozno. dokazat, ye (@)} m =1, 2, 3, ...) tvoria postupnost rovno-
mocne spojitych. funkeii v TubovoInom konetnom intervale. Pre pevié x > g je
{Pm(®)} (m = 1,2, 3, ...) rastiica bostupnost, ¢o sa tie dokiye indukciou, pretoze
Y2(x) > y,(x) a pre m = 1,2,3,... plati

Yim+1(6) = pulx) = | (¢ ~ a) .Mx@ Ve = ya ] de +

'
I @x

+ 6= [ T OB -]

x

PodIa Ascoliho vety postupnost Q...O& (m=1,2,3,.) rovnomerne konverguje.
k funkcii y(x) v IubovoInom konednom intervale (g, b>.

L Mr

Nech je ¢ > tubovolne malé &islo, potom pre dostatodne velké b plati

e % ¢~ 10RO &t - g M\._s;_.si -

=6-a | ¥ foadr < k % (-0 Y fdi <.
i=1 s ¥ i=1
b b

Akm - 00, b > o0, z posledného vyplyva, se
n n
Yx) =k + “. t~a) Y OV dt + (x - a) .‘ 2 [0y de.
i=1 i=1

¥(x) je teda riefenim integralnej rovnice (9)- Tym je veta dokézang.

Poznamka 1. Z druhej Zasti dékazu vidief, Ze rovnica (9) a teda aj rovnica €8]
mé ohranifené neoscilatorické rieSenie vychddzajtice z body (@, k), pricom k > 0 je
TubovoIné a a dostatoéne velké &islo.
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Pozndmka 2. Tvrdenie vety 3 plati aj pre N, = 1. Keby bolo N, tvaru ako vo

vete 1, priCom N, > 1, potom existenciu takychto rieSeni mo¥no dokézaf iba pre
0 <k <1 Ak Ziadame existenciu kladného neoscilatorického rieSenia, potom
veta 3 plati pre TubovolIné N>0(@G=123, ceey 1),

Vetad. Nechje N, > 0 (i = 1, 2, ..., n) lubovolné redine Cislo.. Nech funkcie Jfx)
maju tie isté vlastnosti ako o vete 3. Potom existuje neohranicené neoscilatorické
rieSenie rovnice (1), pre ktoré plati y(x) ~ cox(co > 0) vtedy a len vtedy, ked

«

M._U xMif(x) dx < 0.
i1

Dékaz. 1. Nech je p(x) rieSenie rovnice (1), pre ktoré plati y(x) ~ cox (cy > 0).
Potom existuji &isla 4 > 0 a tak, Ze y(x) > Ax pre x = b, Pre takéto x mame

3 A0 > B M Fi) <
i=1 i=

pricom B = min A" (i = 1, 2, ...,n). Z rovnice (1) dostaneme

x X

Y (®) = y'(x) + W SOy de 2 y(x) + B .M..w [ e,
i=1 i=
b b

Je zrejmé, Ze y'(x) je klesajtica funkeia, pretoZe y(x) > 0. Existuje teda lim p'(x) = Co-

X—*+o0

Z poslednej nerovnosti vyplyva, 7e

Y®) 2 o+ B % 3 £ e
i=1
b

plati pre TubovoIné x. Tym je dokazana existencia integralu

i o o =

M M) dx.

2. Nech .\s M:U kz.\%kv dx < o0, Nech je ¢ > 0 Tubovolne malé. Potom existuje
i=1

¢islo a tak, Ze
o

W xMif(x) dx < e
i=1

a

Zoberme rieSenie y(x) rovnice (1), ktoré v bode a ma ¥@) =0, y(@ =1, ak je
0 < N, < 1. V pripade N, 2 1 berme y(a) = 0, Y'(@) = 1. Toto rieSenie v intervale
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(a, ) nem4 nulovy bod. Pripustme, Z¢ to nie je pravda a ozna¢me znakom b najmensi
nulovy bod riefenia ¥(x) v intervale (a, ). Riesenie ¥x) v intervale {(a, b) spliia
nerovnost

¥ x) £ Y'(@)(x - a),

pretoZe je tam konkévnou funkciou, Z rovnice (1) dostaneme

Y@ S+ | X AO L@ - a5

. a

<Y + ) % 3 50— 0" dx 5 () + Y@y,

L.
Y@ - ¢ £ y'(). . (10)

PretoZe ¢ > 0 bolo fubovolne malé, posledna nerovnost vedie k sporu. Teda rieSenie
¥(x) nenadobrida v intervale (a, ) nulovy bod, t. J- je neoscilatorické. Pretoge y(x)
Je klesajiica funkcia a podla (10) je zdola ohranifena, musi platif lim Y (x) =cy>0,

Lt J. ¥(x) ~ cox. Tym je veta dokazana.

Poznimka 3. Z viet 3 a 4 vidiet, Ze ak je 0 < N <l(i=1,2, ..., 1), potom
existencia ohranideného neoscilatorického riefenia implikuje existenciu riefenia
Y(x) ~ cox(cy > 0). V pripade N,=1(@G=1,2, --» 1) plati aj opak. Pre N,>1
(i=1,2,..,n) existencia rieSenia p(x) ~ cox implikuje existenciu ohrani¢eného
neoscilatorického riefenia.
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ZOZOmO:\H\w.—.Oﬂw\ SOLUTIONS OF A CERTAIN NONLINEAR !
DIFFERENTIAL EQUATION OF THE SECOND ORDER

Stefan Belohorec
Summary

In this paper are studied some properties of the nonlinear differential equation

Y +.M_\..€ M=o,

€~.n~ocA N,\..A_mcm Z..QHPN. «-+s 1) is supposed to be equal to N; = Pila;, p; and q; are odd
integers. There are four: theorems proved. ;

Theorem 1. Let the functions S G=1, 2, ..., n) be nonnegative in the interval (0, oo) and let
them have there continuous derivatives () =0, where an index J and a number ¢~ ¢ exist in such
a way, that f{(x) < 0 in the interval (c, 00). Let us denote Xu}s 0} (m = 1,2,3,..) the sequences
of points such, that ¥Wx,) =0, Y () = 0 for some solution.

Then for every oscillatory solution Y(x) == 0 of the equation (1) the sequence {[ y'(x,) |} is
decreasing and the sequence {| y(x],) 1} is increasing. If we add

M._U xf{x)dx < oo.
i=1

then every solution Hx)=E£0 of the €quation (1) is nonoscillatory.

Theorem 2. Let the functions Jx) G =1, 2,...,n) be nonnegative in the interval (0, 00) and let
them have there continuous derivatives \mC&WP where a number ¢ ~ 0 and an index j exist in such
a way, that \mec > 0 in the interval (¢, o). Then all solutions of the €quation (1) are bounded and
for every oscillatory solution Hx) 2= 0 of the equation (1) the sequence {i Y)Y n =1, 2,3, ..)
is increasing and the sequence {| (x;,) [} is decreasing, :

Theorem 3. Let the functions Silx) =1, 2,...,n) be :oasmmmmﬁ and continuous in the interval
(0, c0). Then a bounded nonoscillatory solution of the equation (1) exists if and only if

L]
e
Y xfi{x)dx < o.
A SR

Theorem 4. Let N, >0@= 1,2, .., n) be arbitrary real numbers. Let the functions fix) be
Donnegative and continuous in nmmw interval (0, ©0). Then there exists an unbounded nonoscillatory
solution of the equation (1), for which Y(x) ~ cox (co > 0) if and only if

@

M._Ux.zSAxV dx < o0,
=1
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